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Tåìà �3.
ïðèìåðíè ðåøåíèÿ íà çàäà÷èòå

Çàäà÷à 1. Äàäåíà å ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ ::−− a1, a2, . . . , a2019, çà êîÿòî a1 · a2019 = 2019.
Äà ñå íàìåðè ÷àñòíîòî îò ñóìàòà íà ÷ëåíîâåòå íà ïðîãðåñèÿòà è ñóìàòà îò ðåöèïðî÷íèòå èì
ñòîéíîñòè.

Ðåøåíèå:Íåêà ãåîìåòðè÷íàòà ïðîãðåñèÿ ::−− a1, a2, . . . èìà ÷àñòíî q, òîãàâà ðåäèöàòà
1

a1
,
1

a2
, . . .

ñúùî å ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ, íî ñ ÷àñòíî
1

q
. Ñåãà îò ôîðìóëàòà çà ñóìà íà ãåîìåòðè÷íà

ïðîãðåñèÿ èìàìå S2019 = a1 + a2 + · · · + a2019 = a1(1 + q + q2 + · · · + q2018) = a1
1− q2019

1− q
,

S̃2019 =
1

a1
+

1

a2
+ · · · + 1

a2019
=

1

a1

(
1 +

1

q
+

1

q2
+ · · ·+ 1

q2018

)
=

1

a1
·
1− 1

q2019

1− 1
q

. Òàêà çà ÷àñò-

íîòî
S2019

S̃2019

ïîëó÷àâàìå
S2019

S̃2019

= a21 q2018 = a1 · a2019 = 2019.

Çàäà÷à 2. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC, çà êîéòî AC = BC = 5
è AB = 6. Äà ñå íàìåðÿò ðàäèóñèòå r è R ñúîòâåòíî íà âïèñàíàòà
â òðèúãúëíèêà è íà îïèñàíàòà îêîëî íåãî îêðúæíîñòè, êàêòî è ðàç-
ñòîÿíèåòî ìåæäó öåíòðîâåòå èì.
Ðåøåíèå: ÍåêàD å ñðåäàòà íà AB, òîãàâà CD å ìåäèàíà, âèñî÷èíà

è úãëîïîëîâÿùà â òðèúãúëíèêa ABC. Ñåãà îò òåîðåìàòà íà Ïèòàãîð
çà òðèúãúëíèêa ADC ïîëó÷àâàìå h = CD =

√
52 − 32 = 4. Òàêà îò

ôîðìóëèòå p =
AB +BC + CA

2
= 8 è SABC =

AB · h
2

= 12 = p · r èìàìå r =
3

2
. Íåêà òî÷êèòå

J è O ñà ñúîòâåòíî öåíòðîâåòå íà âïèñàíàòà è îïèñàíàòà çà òðèúãúëíèêà ABC îêðúæíîñòè.
Çà ïðàâîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê ADO èìàìå AD = 3, AO = R, DO = CD − CO = h − R è

R2 = 32 + (4 − R)2 èëè R =
25

8
. Òàêà çà îòñå÷êàòà OJ èìàìå OJ = DJ −DO = r − (h − R) =

r +R− h =
5

8
.
(
Çà íàìèðàíå íà R ìîæå äà ñå èçïîëçâà è ôîðìóëàòà S =

abc

4R
.
)

Çàäà÷à 3. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî
√
x2 + 5x−

√
x2 + 2x− 15 = 3.

Ðåøåíèå: Çàïèñâàìå èðàöèîíàëíîòî óðàâíåíèå âúâ âèäà
√
x2 + 5x =

√
x2 + 2x− 15 + 3.

I. Ñëåä ïîâäèãàíå íà êâàäðàò ïîëó÷àâàìå 2
√
x2 + 2x− 15 = x + 2, îòêúäåòî ñëåä ïîâòîðíî

ïîâäèãàíå íà âòîðà ñòåïåí äîñòèãàìå äî 3x2 + 4x − 64 = 0 èëè x1 = 4, x2 = −16

3
. Ïðîâåðêàòà

ïîêàçâà, ÷å ñàìî x = 4 å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà.
II. Äàäåíîòî óðàâíåíèå èìà ñìèñúë ïðè x ∈ Ω ≡ (−∞,−5] ∪ [3,∞). Ïîíåæå äâåòå ñòðàíè íà
óðàâíåíèåòî

√
x2 + 5x =

√
x2 + 2x− 15 + 3 ñà íåîòðèöàòåëíè ïðè x ∈ Ω, òî ñëåä ïîâäèãàíåòî

èì íà âòîðà ñòåïåí äîñòèãàìå äî åêâèâàëåíòíîòî ìó óðàâíåíèå 2
√
x2 + 2x− 15 = x + 2. Äâåòå

ñòðàíè íà 2
√
x2 + 2x− 15 = x+ 2 ñà íåîòðèöàòåëíè ïðè x ∈ Ω1 ≡ Ω ∩ {x = −2} ≡ [3,∞] è ñëåä

ïîâäèãàíå íà êâàäðàò ïîëó÷àâàìå êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå 3x2 + 4x − 64 = 0
(
ñ êîðåíè x1 = 4,

x2 = −16

3

)
, êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà äàäåíîòî èðàöèîíàëíî óðàâíåíèå. Òúé êàòî x1 ∈ Ω1, à

x2 ̸∈ Ω1, òî ñàìî x = 4 å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà.

Çàäà÷à 4. Äàäåí å ïðàâîúãúëíèê ABCD ñúñ
ñòðàíà AB = 10. Âúðõó ñòðàíàòà CD å èçáðàíà òî÷-
êà M , òàêà ÷å SBCM = 4, ^BAM = α, ^ABM = β
è tgα : tg β = 2 : 3. Äà ñå íàìåðÿò ëèöåòî S íà ïðà-
âîúãúëíèêà è ðàäèóñúò R íà îïèñàíàòà îêîëî òðè-
úãúëíèêà ABM îêðúæíîñò.
Ðåøåíèå: Â ïðàâîúãúëíèòå òðèúãúëíèöè ADM è BCM èìàìå ^AMD = ^BAM = α,



^BMC = ^ABM = β, tgα =
AD

DM
è tg β =

BC

CM
. Òàêà îò tgα : tg β = 2 : 3 ïîëó÷àâàìå

CM

MD
=

2

3
. Ñåãà, îò÷èòàéêè CD = CM +MD = 10 è SBCM = 4 äîñòèãàìå äî CM = 4, MD = 6,

BC = 2. Òàêà çà ëèöåòî S íà ïðàâîúãúëíèêà èìàìå S = AB · BC = 20, îñâåí òîâà tgα =
1

3

è tg β =
1

2
. Úãëèòå α è β ñà îñòðè è tg(α + β) =

tgα + tg β

1− tgα tg β
= 1, îòêúäåòî ïîñëåäîâàòåëíî

ïîëó÷àâàìå α + β = 45◦ è ^AMB = 135◦. Ñåãà îò ñèíóñóâàòà òåîðåìà çà òðèúãúëíèêà ABM

ïðåñìÿòàìå R =
AB

2 sin 135◦
= 5

√
2.

Çàäà÷à 5. Äà ñå ðåøè íåðàâåíñòâîòî
(
9− 4

√
5
)2 sinx

+ 1 = 18
(√

5− 2
)2 sinx

.

Ðåøåíèå: Âúâåæäàìå íîâî íåèçâåñòíî t =
(√

5− 2
)2 sinx

, òîãàâà íåðàâåíñòâîòî äîáèâà âè-

äà t2 − 18t + 1 = 0 èëè t ∈
(
−∞, 9− 4

√
5
]
∪
[
9 + 4

√
5,∞

)
. Ïîíåæå 9 − 4

√
5 =

(√
5− 2

)2
è

9 + 4
√
5 =

(√
5− 2

)−2
, òî çà íåèçâåñòíîòî x ïîëó÷àâàìå äâà ñëó÷àÿ

(√
5− 2

)2 sinx 5
(√

5− 2
)2

èëè
(√

5− 2
)2 sinx =

(√
5− 2

)−2
. Îò íåðàâåíñòâîòî 0 <

√
5 − 2 < 1 ñëåäâà, ÷å ôóíêöèÿòà(√

5− 2
)y

å íàìàëÿâàùà, îñâåí òîâà å èçïúëíåíî −1 5 sinx 5 1. Òàêà âúâ âñåêè îò ñëó÷àèòå
ïîñëåäîâàòåëíî èìàìå:

I.
(√

5− 2
)2 sinx 5

(√
5− 2

)2
, 2 sin x = 2 èëè sin x = 1, ò.å. x = (4k + 1)

π

2
, êúäåòî k ∈ Z;

II.
(√

5− 2
)2 sinx =

(√
5− 2

)−2
, 2 sin x 5 −2 èëè sinx = −1, ò.å. x = (4k − 1)

π

2
, êúäåòî k ∈ Z.

Ñëåä îáåäèíÿâàíå íà äâàòà ñëó÷àÿ îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå x = (2k + 1)
π

2
, êúäåòî k ∈ Z.

Çàäà÷à 6. Äàäåíà å îòñå÷êà AB =
√
5. Ñ äèàìåòúð AB å ïîñòðîåíà

ïîëóîêðúæíîñò k1. Îêðúæíîñò k2 ñå äîïèðà äî AB â òî÷êà N (N ∈ AB
è AN : NB = 1 : 2) è âúòðåøíî äî k1 â òî÷êàòà M . Äà ñå íàìåðÿò
äúëæèíèòå íà îòñå÷êèòå AM è BM .
Ðåøåíèå: Íåêà òî÷êèòå O è O1 ñà ñúîòâåòíî öåíòðîâåòå íà k1 è k2,

òîãàâà òðèúãúëíèêúò NOO1 å ïðàâîúãúëåí ñ úãëè ^NOO1 = α è ^NO1O = β.

I. Â ðàâíîáåäðåíèòå òðèúãúëíèöè MNO1 è BMO èìàìå ^NMO1 =
β

2
è ^OMB =

α

2
, ò.å.

^NMB =
α

2
+

β

2
= 45◦ èëè MN å úãëîïîëîâÿùà â òðèúãúëíèêà ABM . Îò ñâîéñòâîòî íà

úãëîïîëîâÿùàòà è ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà çà òðèúãúëíèêà ABM èìàìå
MA

MB
=

AN

NB
=

1

2
, AM2+

BM2 = AB2, îòêúäåòî îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå AM = 1 è BM = 2.

II. Îò óñëîâèÿòà AB =
√
5 è AN : NB = 1 : 2 èìàìå AN =

√
5

3
, AO = OM =

√
5

2
è NO =

√
5

6
.

Íåêà îçíà÷èì ñ r ðàäèóñúò íà k2, òîãàâà çà òðèúãúëíèêà NOO1 èìàìå O1N = r, NO =

√
5

6

è OO1 =

√
5

2
− r, à ñëåä ïðèëàãàíå íà òåîðåìàòà íà Ïèòàãîð äîñòèãàìå äî r2 +

(√
5

6

)2

=(√
5

2
− r

)2

èëè r =
2
√
5

9
. Ñåãà îò òðèúãúëíèêà NOO1 ïîëó÷àâàìå cosα =

NO

OO1

=
3

5
. Îò

êîñèíóñîâàòà òåîðåìà çà òðèúãúëíèêà AMO èìàìå AM2 = 2

(√
5

2

)2

− 2

(√
5

2

)2

cosα = 1, ò.å.

AM = 1, a îò ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà çà òðèúãúëíèêà ABM íàìèðàìå BM = 2.



Çàäà÷à 7. Ñòåíèòå ACB è ACD íà òðèúãúëíàòà ïèðàìèäà ABCD
ñêëþ÷âàò ïîìåæäó ñè úãúë 45◦. Äà ñå íàìåðè îáåìúò íà ïèðàìèäàòà, àêî
AC = 14, AB = AD = 15 è CB = CD = 13.
Ðåøåíèå: Îò õåðîíîâàòà ôîðìóëà çà ëèöåòî íà òðèúãúëíèêà ABC

èìàìå SABC =
√
p(p− a)(p− b)(p− c) = 84, êúäåòî p =

a+ b+ c

2
= 21,

BC = a = 13, AC = b = 14 è AB = c = 15. Ïîíåæå òðèúãúëíèöèòå
ACB è ACD ñà åäíàêâè, òî úãúëúò ^BMD å ëèíååí íà äâóñòåííèÿ úãúë
ìåæäó ñòåíèòå ACB è ACD, êúäåòî òî÷êàòà M ∈ AC e òàêàâà, ÷å BM ⊥ AC, DM ⊥ AC è

BM = DM = 12 =
2SABC

AC
. Èìàìå ^(ACB,ACD) = ^BMD = 45◦ è òðèúãúëíèêúò ∆BDM

å ðàâíîáåäðåí. Íåêà òî÷êà D ñå ïðîåêòèðà âúðõó ðàâíèíàòà ACB â òî÷êà O (DO ⊥ (ACB)).
Òàêà òåëåñíàòà âèñî÷èíà DO ëåæè â ðàâíèíàòà (MBD) è DO ⊥ BM , ò.å. DO å êàòåò â ðàâ-
íîáåäðåíèÿ ïðàâîúãúëåí òðèúãúëíèê ∆DMO ñ õèïîòåíóçà DM = 12 èëè DO = 6

√
2. Ñåãà çà

îáåìà ïîëó÷àâàìå VABCD =
1

3
· SABC ·DO =

1

3
· 84 · 6

√
2 = 168

√
2.

Çàäà÷à 8. Äàäåí å êâàäðàòíèÿò òðè÷ëåí f(x) = 8a2x2 + 8ax − a + 1, êúäåòî a å ðåàëåí
ïàðàìåòúð. Äà ñå íàìåðè a, ïðè óñëîâèå ÷å óðàâíåíèåòî f(x) = 0 èìà äâà ðàçëè÷íè ðåàëíè
êîðåíà α è β, çà êîèòî 5α− 3β = 1.

Ðåøåíèå: Àêî a = 0, òî óðàâíåíèåòî f(x) = 0 íÿìà êîðåíè. Ïðè a ̸= 0 îò ôîðìóëèòå íà

Âèåò èìàìå, ÷å

∣∣∣∣∣∣∣∣
α + β = −1

a

α β =
1− a

8a2

òî÷íî êîãàòî α è β ñà êîðåíè íà f(x) = 0. Äîáàâÿìå óñëîâèåòî

5α − 3β = 1 è ïîëó÷àâàìå

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α + β = −1

a

α β =
1− a

8a2
5α− 3β = 1

. Îò ïúðâîòî è òðåòîòî óðàâíåíèå èçðàçÿâàìå α è

β ÷ðåç a è ãè çàìåñòâàìå âúâ âòîðîòî. Ïîñëåäîâàòåëíî èìàìå

∣∣∣∣∣ α+ β = −1

a
5α− 3β = 1

,

∣∣∣∣∣∣∣
α =

a− 3

8a

β = −a+ 5

8a

,

a− 3

8a
· −a− 5

8a
=

1− a

8a2
, (a − 3)(−a − 5) = 8(1 − a), a2 − 6a − 7 = 0 èëè a = −1, a = 7. Òàêà

ïîëó÷àâàìå, ÷å êîðåíèòå íà f(x) = 0 óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî 5α − 3β = 1 òî÷íî êîãàòî∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a = −1

α =
a− 3

8a
=

1

2

β = −a+ 5

8a
=

1

2

èëè

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a = 7

α =
a− 3

8a
=

1

14

β = −a+ 5

8a
= − 3

14

.

Ïîíåæå ïðè a = −1 èìàìå α = β =
1

2
, òî ñàìî a = 7 å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà.


