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• Ïðèìåðíè ðåøåíèÿ íà çàäà÷è 13., 14., 15. è 16.

Çàäà÷à 13. ×èñëàòà a, b è c â òîçè ðåä îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ ñ ðàçëèêà
12. Àêî îò b èçâàäèì 2, òðèòå ÷èñëà áèõà îáðàçóâàëè ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ. Íàìåðåòå
a.

Ðåøåíèå: Îò óñëîâèåòî ïîëó÷àâàìå ñèñòåìà çà a, b è c:∣∣∣∣∣∣∣
b− a = 12
a+ c

2
= b

(b− 2)2 = ac

Çàìåñòâàìå b îò âòîðîòî óðàâíåíèå â äðóãèòå äâå è ñëåä êðàòêè ïðåîáðàçóâàíèÿ ïîëó-
÷àâàìå ∣∣∣∣ c− a = 24

(a− c)2 − 8a− 8c+ 16 = 0

Íàìèðàìå a = 25, b = 37 è c = 49. Îòãîâîð a = 25.
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Çàäà÷à 14. Äà ñå ðåøè íåðàâåíñòâîòî:

√
x− 3 +

√
x− 2 ≤

√
3x− 7.

Ðåøåíèå: Äîïóñòèìèòå ñòîéíîñòè ñà x ∈ [3,+∞). Ñëåä ïîâäèãàíå íà êâàäðàò è
êðàòêî ïðåîáðàçóâàíå ïîëó÷àâàìå:

2
√

(x− 3)(x− 2) ≤ x− 2.

Îòíîâî ïîâäèãàìå íà êâàäðàò äâåòå ñòðàíè íà íåðàâåíñòâîòî (0 ≤ x−2 ïðè x ∈ [3,+∞))
è ïîëó÷àâàìå:

3x2 − 16x+ 20 ≤ 0.

Ðåøåíèÿòà íà òîâà íåðàâåíñòâî ñà x ∈
[
2,

10

3

]
. Êàòî ïðåñå÷åì ñ ìíîæåñòâîòî îò äîïóñ-

òèìèòå ñòîéíîñòè, íàìèðàìå x ∈
[
3,

10

3

]
.



Çàäà÷à 15. Äàäåí å ∆ABC, êàòî AB = 8 è ^ACB = 120◦. Íåêà H å ïåòàòà íà
âèñî÷èíàòà ñïóñíàòà îò C êúì ñòðàíàòà AB. Íàìåðåòå ëèöåòî íà ∆ABC, àêî âïèñàíèòå
â ∆AHC è ∆BHC îêðúæíîñòè ñå äîïèðàò.

Ðåøåíèå 1: Îò òîâà, ÷å âïèñàíèòå â ∆AHC è ∆BHC îêðúæíîñòè ñå äîïèðàò èìàìå
ðàâåíñòâîòî

AH +HC − AC
2

=
BH +HC −BC

2
,

ò.å.
AH − AC = BH −BC.

Èçïîëçâàìå ñòàíäàðòíè îçíà÷åíèÿ BC = a, AC = b, <)BAC = α è <)ABC = β. Îò
ïðàâîúãúëíèòå ∆AHC è ∆BHC íàìèðàìå:

AH = b cosα, BH = a cos β.

Ïîëó÷àâàìå
b cosα− b = a cos β − a.

Îò ñèíóñîâà òåîðåìà çà 4ABC íàìèðàìå

a = 2R sinα, b = 2R sin β.

Íàìèðàìå
2R sin β(cosα− 1) = 2R sinα(cos β − 1).

Èçðàçÿâàìå òðèãîíîìåòðè÷íèòå ôóíêöèè ñ ïîëîâèíêà úãëè (ñ
α

2
è
β

2
) ïîëó÷àâàìå:

−8R sin
β

2
cos

β

2
sin2 α

2
= −8R sin

α

2
cos

α

2
sin2 β

2
.

Ñúêðàùàâàìå íà −8R sin
β

2
sin

α

2
è ïîëó÷àâàìå:

cos
β

2
sin

α

2
= cos

α

2
sin

β

2
⇔ cos

β

2
sin

α

2
− cos

α

2
sin

β

2
= 0 ⇔ sin

α− β
2

= 0.

Ïîíåæå α, β ∈ (0, 60◦) èìàìå
α− β

2
= 0. Ñëåäîâàòåëíî α = β. Îò òóê è îò α + β = 60◦

ïîëó÷àâàìå
α = β = 30◦.

Îò ïðàâîúãúëíèÿ ∆AHC íàìèðàìå HC = AH tanα = 4

√
3

3
.

Çà ëèöåòî íà ∆ABC íàìèðàìå S =
AB.HC

2
= 16

√
3

3
.



Ðåøåíèå 2: Îò òîâà, ÷å âïèñàíèòå â4AHC è4BHC îêðúæíîñòè ñå äîïèðàò èìàìå
ðàâåíñòâîòî

AH +HC − AC
2

=
BH +HC −BC

2
,

ò.å.
AH − AC = BH −BC.

Îçíà÷àâàìå BC = a, AC = b, AC = c, AH = x è CH = h. Òîàãâà ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî
ñòàâà:

2x = c+ b− a. (1)

Ïî-íàòàòúê îò Ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà çà ïðàâîúãúëíèòå 4AHC è 4BHC ïîëó÷àâàìå

h2 = b2 − x2, h2 = a2 − (c− x)2.

Ïðèðàâíÿâàìå äåñíèòå ñòðàíè è ñëåä êàðòêî ïðåîáðàçóâàíå ïîëó÷àâàìå:

b2 = a2 − c2 + 2cx.

Îò (1) çìàåñòâàìå 2x = c+ b− a â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî:

b2 = a2 − c2 + c(c+ b− a).

Ïðåõâúðëÿìå âñè÷êè ñúáèðàåìè îò åäíàòà ñòðàíà:

b2 − a2 − c(b− a) = 0

ò.å.
(b− a)(b+ a− c) = 0.

Îò íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà èìàìå b+ a− c > 0. Ñëåäîâàòåëíî

b = a,

ò.å. 4ABC å ðàâíîáåäðåí. Òîãàâà â ïðàâîúãúëíèÿ 4AHC èìàìå AH = 4, <)HAB = 30◦

è ñëåäîâàòåëíî çà êàòåòà HC ïîëó÷àâàìå

HC = tan 30◦AH = 4

√
3

3
.

Çà ëèöåòî íà 4ABC íàìèðàìå S =
AB.HC

2
= 16

√
3

3
.



Çàäà÷à 16. Â ñôåðà ñ ðàäèóñ R å âïèñàíà ÷åòèðèúãúëíà ïèðàìèäà ABCDE. Îñíî-
âàòà ABCD å êâàäðàò, à îêîëíèÿò ðúá EA å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà ðàâíèíàòà íà
îñíîâàòà. Íàìåðåòå ìàêñèìàëíèÿ âúçìîæåí îáåì íà ïèðàìèäàòà.

Ðåøåíèå: Îçíà÷àâàìå âèñî÷èíàòà EA = h íà ïèðàìèäàòà ABCDE. Íåêà öåíòúðúò
íà ñôåðàòà å O. O ñå ïðîåêòèðà îðòîãîíàëíî âúðõó ðàâíèíàòà íà îñíîâàòà ABCD
íà ïèðàìèäàòà â ò. P , êîÿòî å ïðåñå÷íà òî÷êà íà äèàãîíàëèòå íà êâàäðàòà ABCD.

Èìàìå OP =
h

2
. Îò ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà çà ïðàâîúãúëíèÿ ∆OPC íàìèðàìå PC =

√
OC2 −OP 2, ò.å PC =

√
R2 − h2

4
.

Ëèöåòî íà êâàäðàòà ABCD å

S = 2PC2 = 2

(
R2 − h2

4

)
.

Îáåìúò V íà ïèðàìèäàòà ABCDE å ðàâåí íà

V =
1

3
S h =

2

3

(
R2 − h2

4

)
h.

Òúðñèì íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà îáåìà V êàòî ôóíêöèÿ íà h çà h ∈ (0, 2R). Èìàìå

V ′ =
2

3

(
hR2 − h3

4

)′
=

2

3

(
R2 − 3h2

4

)
= 0

Íàìèðàìå h =
2
√

3

3
R. Òîãàâà V ′(h) > 0 çà h ∈ (0,

2
√

3

3
R) è V ′(h) < 0 çà h ∈ (

2
√

3

3
R, 2R).

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å V (h) å ðàñòÿùà â èíòåðâàëà (0,
2
√

3

3
R) è íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà

(
2
√

3

3
R, 2R). Ñëåäîâàòåëíî, ôóíêöèÿòà V (h) äîñòèãà íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò â èíòåðâàëà

(0, 2R) ïðè h =
2
√

3

3
R è V

(
2
√

3

3
R

)
=

8
√

3

27
R3.


