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ïðèìåðíè ðåøåíèÿ íà çàäà÷èòå

Çàäà÷à 1. Äàäåí å óñïîðåäíèê ABCD ñ îñòúð úãúë α = 45◦ è äèàãîíàëè AC = 9 è BD = 7.
Äà ñå íàìåðè ëèöåòî S íà óñïîðåäíèêà è ñèíóñúò íà úãúëà φ ìåæäó äèàãîíàëèòå ìó.

Ðåøåíèå: Íåêà AB = CD = a è BC = DA = b. Ôèãóðàòà
ABCD å óñïîðåäíèê è ^BAD = α, ò.å. ^ABC = 180◦ − α. Êîñèíóñî-
âàòà òåîðåìà, ïðèëîæåíà çà òðèúãúëíèöèòå ABC è ABD íè äàâà 72 = a2 + b2 − 2ab cosα,
92 = a2 + b2 + 2ab cosα è ñëåä ïî÷ëåííî èçâàæäàíå íà ïîñëåäíèòå ðàâåíñòâà ïîñëåäîâàòåëíî

ïîëó÷àâàìå 92 − 72 = 4ab cosα èëè 8 = ab cosα =
ab
√
2

2
= ab sinα = S. Ñåãà îò ôîðìóëàòà

S =
AC BD sinφ

2
=

9 · 7 · sinφ
2

= 8 ïîëó÷àâàìå sinφ =
16

63
.

Çàäà÷à 2. Òðåòèÿò ÷ëåí íà àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ å ðàâåí íà 6, à âòîðèÿò, ÷åòâúðòèÿò è
îñìèÿò �è ÷ëåíîâå ñà ðàçëè÷íè è â òîçè ðåä îáðàçóâàò ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ. Äà ñå íàìåðÿò
ïúðâèÿò ÷ëåí è ðàçëèêàòà íà ïðîãðåñèÿòà.

Ðåøåíèå: Íåêà äà îçíà÷èì ïúðâèÿ ÷ëåí è ðàçëèêàòà íà ïðîãðåñèÿòà ñúîòâåòíî ñ a1 è d.
Òîãàâà èìàìå a3 = a1 + 2d = 6 è a24 = a2a8 èëè a1 + 2d = 6 è (a1 + 3d)2 = (a1 + d)(a1 + 7d).
Ñåãà çàìåñòâàéêè a1 = 6 − 2d âúâ âòîðîòî ðàâåíñòâî ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå (6 + d)2 =
(6 − d)(6 + 5d), 6d2 − 12d = 0, d1 = 0 èëè d2 = 2. Ïî óñëîâèå èìàìå, ÷å âòîðèÿò, ÷åòâúðòèÿò è
îñìèÿò ÷ëåí íà ïðîãðåñèÿòà ñà ðàçëè÷íè, ò.å. d ̸= 0. Òàêà îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå, ÷å d = 2 è
a1 = 6− 2d = 2.

Çàäà÷à 3. Íåêà a = log2 5. Äà ñå èçðàçè ÷ðåç a ÷èñëîòî A = log 1
125

1

50
.

Ðåøåíèå: Â èçðàçà A ñìåíÿìå îñíîâàòà íà ëîãàðèòúìà ñ îñíîâà b è ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷à-
âàìå:

A =
logb

1
50

logb
1

125

=
logb 1− logb 50

logb 1− logb 125
=

0− logb 50

0− logb 125
=

logb 50

logb 125
=

logb (2 · 52)
logb 5

3
=

logb 2 + 2 logb 5

3 logb 5
.

Ñåãà ïðè b = 2 èìàìå A =
log2 2 + 2 log2 5

3 log2 5
=

1 + 2a

3a
.

Çàäà÷à 4. Äàäåí å ðàâíîáåäðåí òðèúãúëíèê ABC ñúñ ñòðàíà AC = 30 è úãúë ^ACB = 120◦.
Òî÷êàòà M ëåæè âúðõó ñòðàíàòà AB è å òàêàâà, ÷å AM : MB = 1 : 2. Äà ñå äîêàæå, ÷å
MC ⊥ BC è äà ñå íàìåðè äúëæèíàòà íà îòñå÷êàòà CM .

Ðåøåíèå: Ïîíåæå òðèúãúëíèêúò å ðàâíîáåäðåí ñ úãúë ^ACB =
120◦, òî èìàìå ^ABC = ^BAC = 30◦. Ïîñòðîÿâàìå âèñî÷èíàòà CD,

êîÿòî ñå ÿâÿâà ìåäèàíà è úãëîïîëîâÿùà çà ∆ABC, ò.å. AD =
AB

2
è

^ACD = 60◦. Òðèúãúëíèêúò ADC å ïðàâîúãúëåí ñ úãúë ^BAC = 30◦, ñëåäîâàòåëíî CD =
AC

2
= 15 è AD =

√
AC2 − CD2 = AC cos 60◦ = 15

√
3. Ñåãà îò óñëîâèåòî AM : MB = 1 : 2

èìàìå AM =
AB

3
è MD = AD − AM =

AB

2
− AB

3
=

AB

6
. Òàêà ïîëó÷àâàìå AM : MD =

2 : 1 = AC : CD, ò.å. CM å úãëîïîëîâÿùà â ∆ADC è ^ACM =
^ACD

2
= 30◦, à ^MCB =

^ACB − ^ACM = 120◦ − 30◦ = 90◦. Ïîíåæå ^BAC = 30◦ è ^ACM = 30◦, òî ∆ACM å

ðàâíîáåäðåí è AM = CM =
AB

3
=

2AD

3
=

30
√
3

3
= 10

√
3.

Çàäà÷à 5. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî:
√
2x2 − 5x+ 2 +

√
x2 − 5x+ 6 =

√
x2 − 4.

Ðåøåíèå: I. Îò óðàâíåíèåòî
√
2x2 − 5x+ 2 =

√
x2 − 4 −

√
x2 − 5x+ 6, ñëåä ïîâäèãàíå íà

êâàäðàò, ïîëó÷àâàìå 0 = −2
√

(x2 − 4)(x2 − 5x+ 6), a ñëåä îùå åäíî ïîâäèãàíå íà êâàäðàò
(x2 − 4)(x2 − 5x + 6) = 0. Êîðåíèòå íà òîâà óðàâíåíèå ñà −2, 2 è 3. Ïðîâåðêàòà ïîêàçâà, ÷å
ñàìî x = 2 è x = 3 ñà ðåøåíèÿ íà çàäà÷àòà.



II. Äàäåíîòî óðàâíåíèå èìà ñìèñúë ïðè 2x2 − 5x + 2 = 0 ∩ x2 − 5x + 6 = 0 ∩ x2 − 4 = 0, ò.å. çà
x ∈ Ω ≡ (−∞,−2]∪{2}∪ [3,∞). Ñëåä ïîâäèãàíå íà êâàäðàò îò äàäåíîòî óðàâíåíèå ïîëó÷àâàìå
åêâèâàëåíòíîòî ìó

√
(2x2 − 5x+ 2)(x2 − 5x+ 6) = −(x2−5x+6), êàòî òî ìîæå äà èìà ðåøåíèå

ñàìî ïðè x2−5x+6 5 0 è x ∈ Ω, ò.å. ïðè x2−5x+6 = 0 (x = 2 èëè x = 3). Ïðîâåðêàòà ïîêàçâà,
÷å x = 2 è x = 3 ñà ðåøåíèÿ íà çàäà÷àòà.

Çàäà÷à 6. Äàäåí å ÷åòèðèúãúëíèê ABCD ñúñ ñòðàíè AB = 7, BC = 3, AD = 8 è äèàãîíàëè
AC = 8 è BD = 5. Äà ñå äîêàæå, ÷å ÷åòèðèúãúëíèêúò å âïèñàí â îêðúæíîñò è äà ñå íàìåðÿò
äúëæèíèòå íà íåéíèÿ ðàäèóñ R è íà ñòðàíàòà CD.

Ðåøåíèå: Îò êîñèíóñîâàòà òåîðåìà çà ∆ABC ïîëó÷àâàìå

cos^ACB =
82 + 32 − 72

2 · 8 · 3
=

1

2
, ò.å. ^ACB = 60◦. Àíàëîãè÷íî îò ∆ABD

èìàìå cos^ADB =
82 + 52 − 72

2 · 8 · 5
=

1

2
, ò.å. ^ADB = 60◦. Oòñå÷êàòà AB

ñå âèæäà îò C è D ïîä úãúë îò 60◦, ò.å. òî÷êèòå A, B, C è D ëå-
æàò íà åäíà îêðúæíîñò. Òàêà îò ñèíóñîâàòà òåîðåìà çà ∆ABC èìàìå

R =
AB

2 sin 60◦
=

7

2
√
3
2

èëè R =
7
√
3

3
. Îò îêðúæíîñòòà ïîëó÷àâàìå ^CAD = ^CBD = φ. Êîñè-

íóñîâàòà òåîðåìà çà ∆CDA è ∆CDB íè äàâà CD2 = 82 + 82 − 2 · 8 · 8 · cosφ = 128 − 128 cosφ
è CD2 = 52 + 32 − 2 · 5 · 3 · cosφ = 34 − 30 cosφ. Ñëåä åëèìèíèðàíå íà cosφ ïîëó÷àâàìå

(64− 15)CD2 = 49 CD2 = 64 · 34− 15 · 128 = 128(17− 15) = 256 èëè CD =

√
256

49
=

16

7
.

Çàäà÷à 7. Íÿêîëêî áèâøè ñúó÷åíèöè îòèøëè íà ðåñòîðàíò. Âñåêè îò òÿõ ñå ïîçäðàâèë ñ
âñåêè îò îñòàíàëèòå ÷ðåç ðúêîñòèñêàíå, êàòî áðîÿò íà åäíîïîëîâèòå ðúêîñòèñêàíèÿ áèë 21, à
áðîÿò íà ðàçíîïîëîâèòå � 24. Êîãàòî ïðîçâó÷àëà ëþáèìàòà èì ìåëîäèÿ, ñúó÷åíèöèòå ôîðìè-
ðàëè ïîìåæäó ñè âúçìîæíî íàé-ãîëÿì áðîé òàíöîâè äâîéêè (ìúæ è æåíà), à äðóãèòå îñòàíàëè
ïî ìåñòàòà ñè. Êîëêî äâîéêè ñà òàíöóâàëè è êîëêî îò ñúó÷åíèöèòå ñà ñåäåëè ïî ìåñòàòà ñè ïî
âðåìå íà òàçè ìåëîäèÿ?

Ðåøåíèå: Íåêà íà ñðåùàòà ñà ïðèñúñòâàëè z ñúó÷åíèöè, îò êîèòî x ìúæå è y æåíè, êúäåòî
x, y, z ∈ N. Òîãàâà âñåêè îò ïðèñúñòâàùèòå (z = x+ y íà áðîé) ñå ðúêóâà ñ âñåêè îò îñòàíàëèòå
(z − 1), ïðè òîâà âñÿêî ðúêîñòèñêàíå å áðîåíî ïî äâà ïúòè, ò.å. îáùèÿò áðîé ðúêîñòèñêàíèÿ å

21+24 = 45 = C2
z =

z(z − 1)

2
è òàêà ïîëó÷àâàìå z = 10 (ïîíåæå 10 ·9 = 90 èëè êàòî åäèíñòâåíè-

ÿò ïîëîæèòåëåí (åñòåñòâåí) êîðåí íà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå). Íåêà ïðåáðîèì ðàçíîïîëîâèòå

ðúêîñòèñêàíèÿ � âñåêè ìúæ ñå ðúêóâà ñ âñÿêà æåíà, ò.å. 24 = xy. Ñåãà çà x è y èìàìå ñëåä-

íèòå âðúçêè

∣∣∣∣ x+ y = 10
xy = 24

, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå

∣∣∣∣ x = 6
y = 4

èëè

∣∣∣∣ x = 4
y = 6

. Áðîÿò íà òàíöóâàùèòå

äâîéêè å ðàâåí íà ïî-ìàëêîòî îò ÷èñëàòà x èëè y, à áðîÿò íà íåòàíöóâàùèòå � íà |x − y|, ò.å.
èìà ÷åòèðè òàíöóâàùè äâîéêè è äâàìà (ìúæå èëè æåíè), êîèòî íå òàíöóâàò.

Çàäà÷à 8. Äàäåí å èçðàçúò f(x) = ax2 + bx + c, êúäåòî êîåôèöèåíòèòå a, b è c ñà ðåàëíè
ïàðàìåòðè, çà êîèòî å èçïúëíåíî a − b + c = 2014. Äà ñå íàìåðè çíàêúò íà c ïðè óñëîâèå, ÷å
óðàâíåíèåòî f(x) = 0 íÿìà ðåàëíè êîðåíè. Êàêúâ å çíàêúò íà a ïðè ñúùîòî óñëîâèå?

Ðåøåíèå: Ïðè a ̸= 0 óðàâíåíèåòî ax2 + bx + c = 0 å êâàäðàòíî è íÿìà ðåàëíè êîðåíè,
ñëåäîâàòåëíî ãðàôèêàòà íà êâàäðàòíèÿ òðè÷ëåí y = ax2 + bx + c íÿìà ïðåñå÷íè òî÷êè ñ îñòà
Ox è ëåæè èçöÿëî îò åäíàòà �è ñòðàíà, ò.å. êâàäðàòíèÿò òðè÷ëåí èìà ïîñòîÿíåí çíàê çà âñè÷êè
ñòîéíîñòè íà x, ñúâïàäàù ñúñ çíàêà íà ñòàðøèÿ ñè êîåôèöèåíò. Òàêà çà âñÿêî x ∈ R å èçïúëíåíî
òî÷íî åäíî îò íåðàâåíñòâàòà f(x) > 0, ïðè a > 0 èëè f(x) < 0, ïðè a < 0. Íî f(−1) = a− b+ c =
2014 > 0, ñëåäîâàòåëíî a > 0 è íåðàâåíñòâîòî f(x) > 0 å èçïúëíåíî çà x ∈ R, òàêà ïðè x = 0
ïîëó÷àâàìå f(0) = c > 0. Àêî a = 0, òî óðàâíåíèåòî f(x) = 0 äîáèâà âèäà bx+ c = 0 è òî íÿìà
ðåàëíè êîðåíè (ðåøåíèå) òî÷íî êîãàòî b = 0 è c = 2014. Òàêà îêîí÷àòåëíî ïîëó÷èõìå, ÷å àêî
óðàâíåíèåòî f(x) = 0 íÿìà ðåàëíè êîðåíè, òî çíàêúò íà êîåôèöèåíòà c å âèíàãè ïîëîæèòåëåí,
à êîåôèöèåíòúò a å íåîòðèöàòåëåí.


