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Tåìà � 3.

Ïðèìåðíè ðåøåíèÿ íà çàäà÷èòå

Çàäà÷à 1. Äà ñå ðåøè íåðàâåíñòâîòî

x− 4

5x− x2 − 4
≥ −1.

Ðåøåíèå: Íåðàâåíñòâî èìà ñìèñúë ïðè 5x − x2 − 4 ̸= 0, ò.å. ïðè x ̸= 1 è x ≠ 4. Äàäåíîòî

íåðàâåíñòâî å åêâèâàëåíòíî ñ íåðàâåíñòâîòî
x2 − 6x+ 8

x2 − 5x+ 4
≥ 0. Êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî x2 −

6x+8 = 0 ñà x1 = 2 è x2 = 4. Òîãàâà íåðàâåíñòâîòî å åêâèâàëåíòíî íà
(x− 2).(x− 4)

(x− 1).(x− 4)
≥ 0 è ñëåä

ñúêðàùàâàíå c (x− 4), íà íåðàâåíñòâîòî
x− 2

x− 1
≥ 0. Òîãàâà ðåøåíèÿòà íà äàäåíîòî íåðàâåíñòâî

ñà x ∈ (−∞, 1) ∪ [2, 4) ∪ (4,+∞) .

Çàäà÷à 2. Â òðèúãúëíèê ABC ñà äàäåíè <)ACB = 30◦ è âèñî÷èíèòå AA1 = 5
√
3 è BB1 = 8.

Äà ñå íàìåðÿò ñòðàíèòå íà òðèúãúëíèêà ABC.

Ðåøåíèå: Îò AA1 = 5
√
3, <)AA1C = 90◦ è <)ACB = 30◦ ïî-

ëó÷àâàìå AC = 10
√
3. Àíàëîãè÷íî, îò BB1 = 8, <)BB1C = 90◦

è <)ACB = 30◦ ïîëó÷àâàìå BC = 16. Òîãàâà, îò êîñèíóñîâà
òåîðåìà çà ñòðàíàòà AB ïîëó÷àâàìå:

AB =

√
3.102 + 162 − 2.10

√
3.16.

√
3

2
=

√
76 = 2

√
19. A

1

B
1

A B

C

Îêîí÷àòåëíî: AC = 10
√
3, BC = 16, AB = 2

√
19 .

Çàäà÷à 3. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî

√
−3x− 2 = 3x+ 4.

Ðåøåíèå: Ïúðâè íà÷èí: Ïîâäèãàìå äâåòå ñòðàíè íà ðàâåíñòâîòî íà êâàäðàò è ïîëó÷àâàìå
−3x−2 = (3x+4)2 ⇔ −3x−2 = 9x2+24x+16 ⇔ 9x2+27x+18 = 0 ⇔ x2+3x+2 = 0. Êîðåíèòå
íà òîâà óðàâíåíèå ñà x1 = −1 è x2 = −2. Ñëåä ïðîâåðêà óñòàíîâÿâàìå, ÷å x2 = −2 íå å ðåøåíèå
íà óðàâíåíèåòî, à x1 = −1 å ðåøåíèå.

Îêîí÷àòåëíî: x = −1 å ðåøåíèå íà äàäåíîòî óðàâíåíèå.

Âòîðè íà÷èí:
√
−3x− 2 å äåôèíèðàí çà x ≤ −2

3
è òîãàâà

√
−3x− 2 ≥ 0, ñëåäîâàòåëíî

òðÿáâà è äÿñíàòà ñòðàíà äà å íåîòðèöàòåëíà, ò.å. 3x + 4 ≥ 0 ⇔ x ≥ −4

3
. Òîãàâà äàäåíîòî

óðàâíåíèå ìîæå äà èìà ðåøåíèå ñàìî ïðè x ∈
[
−4

3
,−2

3

]
. Ñëåä ïîâäèãàíå äâåòå ñòðàíè íà

óðàâíåíèåòî íà âòîðà ñòåïåí ïîëó÷àâàìå êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå x2 + 3x + 2 = 0, êîåòî èìà
êîðåíè x1 = −1 è x2 = −2 îò êîèòî ñàìî x1 = −1 å îò ðàçãëåæäàíîòî ìíîæåñòâî, ò.å. ñàìî
x1 = −1 å ðåøåíèå.



Îêîí÷àòåëíî: x = −1 å ðåøåíèå íà äàäåíîòî óðàâíåíèå.

Çàäà÷à 4. Ïåò ÷èñëà îáðàçóâàò ðàñòÿùà àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ. Íàìåðåòå ÷èñëàòà, àêî
ñóìàòà èì å 25, à ñóìàòà îò êâàäðàòèòå èì å 285.

Ðåøåíèå: Íåêà òúðñåíèòå ÷èñëà ñà a− 2d, a−d, a, a+d, a+2d. Òîãàâà 5.a = 25 è (a− 2d)2+
(a − d)2 + a2 + (a + d)2 + (a + 2.d)2 = 285. Ñëåäîâàòåëíî a = 5 è 5.a2 + 10.d2 = 285. Òîãàâà
10.d2 = 160, ñëåäîâàòåëíî d2 = 16, ò.å. d = ±4. Ïîíåæå ïðîãðåñèÿòà å ðàñòÿùà, d = 4. Òîãàâà
òúðñåíèòå ÷èñëà ñà −3, 1, 5, 9, 13 .

Çàäà÷à 5. Êîëêî íå÷åòíè òðèöèôðåíè ÷èñëà ìîãàò äà ñå îáðàçóâàò ñ öèôðèòå 0, 1, 4, 5, 7,
è 9, êàòî öèôðèòå â äåñåòè÷íèÿ çàïèñ íà ÷èñëàòà íå ñå ïîâòàðÿò?

Ðåøåíèå: Íåêà abc å íå÷åòíî òðèöèôðåíî ÷èñëî, îáðàçóâàíî ñ äàäåíèòå öèôðè. Òîãàâà
c ∈ {1, 5, 7, 9}, ò.å. çà öèôðàòà íà åäèíèöèòå c èìàìå ÷åòèðè âúçìîæíè ñòîéíîñòè. Àêî c å
íÿêîå îò ÷èñëàòà {1, 5, 7, 9}, òîãàâà çà öèôðàòà íà ñòîòèöèòå èìàìå a ∈ {1, 4, 5, 7, 9}\{c}, ò.å. çà
öèôðàòà íà ñòîòèöèòå èìàìå 4 âúçìîæíè èçáîðà. Àêî è a å âå÷å èçáðàíî, òîãàâà çà öèôðàòà íà
äåñåòèöèòå èìàìå b ∈ {0, 1, 4, 5, 7, 9}\{a, c}, ò.å. çà öèôðàòà íà äåñåòèöèòå èìàìå 4 âúçìîæíè

èçáîðà. Òîãàâà çà áðîÿ íà ÷èñëàòà ñ èñêàíèòå ñâîéñòâà ïîëó÷àâàìå A = 4.4.4 = 64 .

Çàäà÷à 6. Úãëîïîëîâÿùàòà íà úãúë <)BAC ïðåñè÷à îïèñàíàòà îêîëî òðèúãúëíèêà △ABC
îêðúæíîñò â òî÷êà S. Àêî AB = 3, AS = 7 è CS = 5, íàìåðåòå ñòðàíàòà BC.

Ðåøåíèå. Îçíà÷àâàìå φ =<)BAS =<)SAC. Ðàâíèòå úãëè
<)BAS =<)SAC îòñè÷àò ðàâíè äúãè îò îêðúæíîñòòà, ñëåäîâà-
òåëíî ñúîòâåòíèòå õîðäè ñà ðàâíè: BS = CS = 5. Êîñèíóñî-
âà òåîðåìà çà △ABS äàâà 52 = 32 + 72 − 2.3.7. cosφ, îòêúäåòî

cosφ =
11

14
. Îò cos 2φ = 2 cos2 φ− 1, ïîëó÷àâàìå cos 2φ =

23

98
.

×åòèðèúãúëíèêúò ABSC å âïèñàí â îêðúæíîñò, ñëåäîâàòåëíî
cos <)BSC = cos(180◦ − 2φ) = − cos 2φ.

8
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È òàêà, cos <)BSC = −23

98
. Îò êîñèíóñîâà òåîðåìà çà△BSC èìàìåBC2 = 52+52−2.5.5.

(
−23

98

)
,

ò.å. BC =
55

7
. Îòñå÷êàòà BC ìîæå äà ñå íàìåðè îùå è òàêà: Îò ñèíóñîâà òåîðåìà èìàìå

CS

sinφ
= 2R =

BC

sin 2φ
. Òîãàâà BC =

CS. sin 2φ

sinφ
=

CS.2 sinφ. cosφ

sinφ
= 2CS. cosφ = 2.5.

11

14
=

55

7
.

Â ðåøåíèåòî ìîãàò äà áúäàò èçïîëçóâàíè (ìàêàð äà íå å íåîáõîäèìî) ñëåäíèòå ñòîéíîñòè:

sinφ =
5
√
3

14
, R =

7
√
3

3
, sin 2φ =

55
√
3

98
.

Çàäà÷à 7. Äàäåí å òðàïåö ABCD ñ îñíîâè AB = 19, CD = 5 è áåäðà BC = 13, AD = 15.
Äà ñå íàìåðÿò ëèöåòî è äèàãîíàëèòå AC è BD íà òðàïåöà.

Ðåøåíèå. Ïîñòðîÿâàìå DE∥BC, DD1⊥AB è CC1⊥AB. Îçíà-
÷àâàìå α =<)BAD =<)EAD è β =<)ABC =<)AED. Êîñèíóñîâà

òåîðåìà çà △AED äàâà

152 = 132 + 142 − 2.13.14. cos β,

ò.å. cos β =
132 + 142 − 152

2.13.14
=

140

2.13.14
=

5

13
.
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Àíàëîãè÷íî, 132 = 152 + 142 − 2.15.14. cosα, îòêúäåòî cosα =
152 + 142 − 132

2.14.15
=

252

2.14.15
=

9

15
.

2



Îò cosα > 0 è cos β > 0 ñëåäâà, ÷å òî÷êèòå C1 è D1 ëåæàò íà îòñå÷êàòà AB.

Òîãàâà D1E = C1B = 5 , AC1 = 14 , BD1 = 10 , AD1 = 9 è DD1 = CC1 =
√
132 − 52 = 12

(E ≡ C1). Âèñî÷èíàòà íà òðàïåöà DD1 = CC1 ìîæå äà ñå íàìåðè îùå è òàêà: Îò òðèúãúëíèê

AED èìàìå SAED =
√

p(p− a)(p− b)(p− c) =
AE.DD1

2
⇒

√
21.(21− 14)(21− 13)(21− 15) =

7.DD1 ⇒
√
21.7.8.6 = 21.4 = 7.DD1 ⇒ DD1 = 12. Òîãàâà çà ëèöåòî íà òðàïåöà íàìèðàìå

SABCD =
19 + 5

2
.12 = 144 .

Êîñèíóñîâà òåîðåìà çà △ABC äàâà AC2 = 192 + 132 − 2.13.19.
5

13
= 361 + 169 − 190 = 340.

Èëè îò ïèòàãîðîâà òåîðåìà çà △AC1C èìàìå AC =
√

AC2
1 + C1C2 =

√
142 + 122 =

√
340, ò.å.

AC =
√
340 = 2

√
85 .

Êîñèíóñîâà òåîðåìà çà △ABD äàâà BD2 = 192 + 152 − 2.15.19.
9

15
= 361 + 225 − 342 = 244.

Èëè îò ïèòàãîðîâà òåîðåìà çà △BD1D èìàìå BD =
√
BD2

1 +D1D2 =
√
102 + 122 =

√
244, ò.å.

BD =
√
244 = 2

√
61 .

Îêîí÷àòåëíî SABCD = 144 , AC = 2
√
85 è BD = 2

√
61 .

Çàäà÷à 8. Çà êîè ñòîéíîñòè íà ðåàëíèÿ ïàðàìåòúð k óðàâíåíèåòî

(k − 2)x4 + 2(2k − 3)x2 + 5k − 6 = 0

íÿìà ðåàëíè êîðåíè?

Ðåøåíèå: Ñëó÷àé 1. Àêî ñòàðøèÿò êîåôèöèåíò (k − 2) å 0, ò.å. àêî k = 2, óðàâíåíèåòî èìà

âèäà 2x2 + 4 = 0, òî íÿìà ðåàëíè êîðåíè, ñëåäîâàòåëíî k = 2 å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà.

Àêî k ̸= 2 ïîëàãàìå t = x2 ≥ 0 è ïîëó÷àâàìå (k − 2)t2 + 2(2k − 3)t+ 5k − 6 = 0.
Óðàâíåíèåòî (k − 2)x4 + 2(2k − 3)x2 + 5k − 6 = 0 íÿìà ðåàëíè êîðåíè, êîãàòî óðàâíåíèåòî

(k− 2)t2+2(2k− 3)t+5k− 6 = 0 íÿìà ðåàëíè êîðåíè (ñëó÷àé 2) èëè êîãàòî èìà ðåàëíè êîðåíè,
êîèòî ñà îòðèöàòåëíè (ñëó÷àé 3).

Ñëó÷àé 2. Óðàâíåíèåòî (k − 2)t2 + 2(2k − 3)t+ 5k − 6 = 0 íÿìà êîðåíè ⇔ D < 0 ⇔
4(−k2+4k−3) < 0 ⇔ k2−4k+3 > 0 ⇔ (k−1)(k−3) > 0. Ðåøåíèÿòà îò ñëó÷àÿ, êîãàòî

D < 0 ñà k ∈ (−∞, 1) ∪ (3,+∞) .

Ñëó÷àé 3. Óðàâíåíèåòî (k− 2)t2 +2(2k− 3)t+5k− 6 = 0 èìà êîðåíè, êîèòî ñà îòðèöàòåëíè.

Ïî Âèåò ñëåäâà, ÷å òîâà å åêâèâàëåíòíî ñúñ ñèñòåìàòà

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
D ≥ 0

c

a
> 0

− b

a
< 0

⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4(−x2 + 4k − 3) ≥ 0

5k − 6

k − 2
> 0

−2(2k − 3)

k − 2
< 0

Ðåøåíèÿòà íà òàçè ñèñòåìà (òå ñà ðåøåíèÿòà â òîçè ñëó÷àé) ñà k ∈
[
1,

6

5

)
∪ (2, 3] .

Îáùîòî ðåøåíèå å îáåäèíåíèåòî íà ðåøåíèÿòà íà òðèòå ñëó÷àÿ: k ∈
(
−∞,

6

5

)
∪ [2,+∞) .

3


