




5 клас

Задача 1. Да се сравнят по големина числата a и b, ко-
ито са решения на уравненията:
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b+
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= 2, b =

3

2
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Задача 2. Атанас и Петър потеглят едновременно в 8:00
часа с лодки от Видин по река Дунав в една и съща посо-
ка. Скоростта на лодката на Атанас в спокойни води е 7
km/h, а на Петър е 13 km/h. След като изминава 40 km,
Петър решава да се върне до Видин и по пътя си обрат-
но среща Атанас. Ако скоростта на течението е 3 km/h,
в колко часа Атанас и Петър се срещат?

Решение: Има две възможности – Атанас и Петър
пътуват по течението или срещу течението.

Ако двамата пътуват по течението:
Нека va е скоростта на Атанас по течението, т.е. va =

7 + 3 = 10km/h.
Нека vp е скоростта на Петър по течението, т.е. vp =

13 + 3 = 16km/h.

Петър ще измине 40km за време t =
40

16
=

10

4
=

150

60
=

2
30

60
h, т. е. за 2 h 30 min.
За това време Атанас ще измине разстояние S = 10 ·

10

4
= 25km или разстоянието между двамата ще е 40 −

25 = 15km.
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След като Петър се връща към Видин, той ще пътува
срещу течението и неговата скорост ще бъде v = 13−3 =
10km/h.

Тогава двамата ще се срещнат след време t1, за което

va.t1 + v.t1 = 15 , т.е. 10t1 + 10t1 = 15 t1 =
15

20
=

45

60
или

след 45 min.
Следователно срещата на Атанас и Петър ще бъде

след 3 h и 15 min или в 11:15 часа.
Ако двамата пътуват срещу течението:
Нека va е скоростта на Атанас срещу течението, т.е.

va = 7− 3 = 4km/h.
Нека vp е скоростта на Петър срещу течението, т.е.

vp = 13− 3 = 10km/h.

Петър ще измине 40km за време t =
40

10
= 4h.

За това време Атанас ще измине разстояние S = 4.4 =
16km или разстоянието между двамата ще е 40 − 16 =
24km.

След като Петър се връща към Видин, той ще пътува
по течението и неговата скорост ще бъде v = 13 + 3 =
16km/h.

Тогава двамата ще се срещнат след време t2, за което
va.t2 + v.t2 = 24, т.е. 4t2 + 16t2 = 24,

Откъдето t2 =
24

20
=

72

60
или 1 h 12 min.

Следователно срещата на Атанас и Петър ще бъде
след 5 h 12 min или в 13:12 часа.

Задача 3. Ивайло разделил с остатък няколко последо-
вателни естествени числа на 6. Като събрал остатъците
получил 56. Какъв е най-големият възможен брой на чис-
лата, които Ивайло е разделил?

Решение: Всеки 6 последователни естествени числа
имат сума от остатъци при деление на 6 равна на 15, тъй
като 0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15.

3



За да се постигне сума от остатъци равна на 56 са
необходими поне три такива пълни групи (3.15 = 45).

Сума от остатъци при деление на 6, равна на 56−45 =
11 може да се постигне само при следните последователни
остатъци 5, 0, 1, 2 и 3.

Следователно най-големият възможен брой на числа-
та е равен на 3 последователни групи от по 6 числа плюс
вече описаните 5.

Тогава търсеният брой е 23.
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6 клас

Задача 1. а) Да се опрости изразът

A =

(
(−3a2)

3
(11b)2

a7b

)2

:

(
9b2

23a

)3

и да се пресметне стойността му при a = 1024 и b = 2024.
б) Да се пресметнат изразите:

B = 39 − 4.38 + 4.37 − 4.36 + 4.35 − 4.34 + 4.33,

C = −1 + (−1)2.2 + (−1)3.3 + . . .+ (−1)2024.2024.

Решение: a) A =

(
(−3a2)

3
(11b)2

a7b

)2

:

(
9b2

23a

)3

=

=

(
−27a6.112b2

a7b

)2

:

(
93b6

233a3

)
=

(
−27.112b

a

)2(
233a3

93b6

)
=

=

(
(−27)2.114b2

a2

)
.

(
233a3

93b6

)
=

272114233a3b2

93a2b6
=

=
272114233a

93b4
=

36114233a

36b4
=

114.233a

b4
.

Заместваме a = 1024 = 210 и b = 2024 = 23.11.23 и
получаваме

A =
114.233.210

(23.11.23)4
=

114.233.210

212.114.234
=

1

22.23
=

1

92
.

б)

B = 39 − 4.38 + 4.37 − 4.36 + 4.35 − 4.34 + 4.33 =
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= 39−(3+1)38+(3+1)37−(3+1)36+(3+1)35−(3+1)34+(3+1)33 =

= 39−3.38−38+3.37+37−3.36−36+3.35+35−3.34−34+3.33+33 =

= 39−39−38+38+37−37−36+36+35−35−34+34+33 = 33 = 27.

C = −1 + (−1)2.2 + (−1)3.3 + · · ·+ (−1)2024.2024 =

= −1 + 1.2 + (−1).3 + 1.4 + · · ·+ (−1).2023 + 1.2024 =

= (−1 + 2) + (−3 + 4) + · · ·+ (−2023 + 2024) =

= 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
1012

= 1012

Задача 2. Върху страните AB и BC на △ABC са взети
съответно точки M и N , така че AM = MB и CN =
3BN . Нека точка P е пресечната точка на CM и AN . Ако
S△ABC = 56 cm2, да се намери лицето на четириъгълника
MBNP .

Решение:

Нека S△MBP = x и S△BNP = y. Триъгълниците △AMP
и △MBP имат обща височина от връх P и AM = MB,
следователно S△AMP = S△MBP = x.
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Аналогично S△AMC = SMBC =
1

2
SABC .

Триъгълниците △PNC и △PBN имат обща височина
от връх P и CN : NB = 3 : 1. Следователно S△PNC :
S△PBN = 3 : 1, т.е. S△PNC = 3y.

За △ APC и △PBC имаме, че S△APC = S△AMC −
S△AMP = S△MBC − S△MBP = S△PBC = 4y.

Триъгълниците △ABC и △ANC имат обща височина
от върха A и CN : AB = 3 : 4. Тогава S△ANC : S△ABC =

3 : 4, т. е. S△ANC =
3

4
S△ABC =

3

4
· 56 = 42 cm2.

Тъй като S△ANC = 7y, то получаваме y = 6 cm2.

От S△AMC =
1

2
SABC , получаваме 4y + x = 28 cm2 или

x = 4 cm2. Окончателно SMBPN = x+ y = 10 cm2.

Задача 3. Трима приятели намислили да боядисат зат-
ворена дървена ограда, състояща се от 2772 дъски, като
започват да броят от едно и също място и приключват
на същото място. За да се откроява, те решават да я
оцветят по следния начин: първият да боядиса всяка 12-
та дъска в бяло, след него вторият да боядиса всяка 18-
та дъска в зелено като пропуска боядисаните вече в бяло
дъски, а след него третият — всяка 33-та дъска в червено
като пропуска вече боядисаните в бяло и зелено дъски.
По колко боядисани дъски от всеки цвят ще има, след
като приключат?

Решение: Първият от приятелите ще боядиса 2772 :
12 = 231 дъски в бяло.

Броят на дъските, които би трябвало да се бояди-
сат в зелено, е 2772 : 18 = 154 , но част от тези дъски
са вече боядисани в бяло. Това са дъските, които са на
позиция, деляща се едновременно на 12 и 18. Тъй като
НОК(12, 18) = 36, то има 2772 : 36 = 77 такива дъски,
които са вече боядисани в бяло и вторият приятел ще ги
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прескочи. Следователно, вторият приятел ще боядиса в
зелено 154− 77 = 77 дъски.

Броят на дъските, които би трябвало да се боядисат
в червено, е 2772 : 33 = 84 , но част от тези дъски са вече
боядисани в бяло или в зелено. Дъските, които са на по-
зиция, деляща се едновременно на 12 и 33 са боядисаните
вече в бяло дъски и трябва да бъдат прескочени. Тъй ка-
то НОК(12, 33) = 132, то има 2772 : 132 = 21 такива дъс-
ки . Аналогично, дъските, които са на позиция, деляща
се едновременно на 18 и 33 са боядисаните вече в зеле-
но дъски и също трябва да бъдат прескочени. Тъй като
НОК(18, 33) = 198, то има 2772 : 198 = 14 такива дъски
. Тъй като НОК(12, 18, 33) = 396, то има 2772 : 396 = 7
дъски, които са прескочени веднъж в броенето на боя-
дисаните в зелено дъски (като боядисани вече в бяло) и
втори път са прескочени в броенето на червените дъски
(при прескачането на боядисаните в бяло или в зелено).
Следователно третият приятел остава да боядиса в чер-
вено 84− (14 + 21) + 7 = 84− 35 + 7 = 56.

Така след като приятелите приключат боядисването
ще има: 231 бели дъски, 77 зелени дъски и 56 червени
дъски.
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7 клас

Задача 1. а) Да се докаже, че уравненията

(x− 1)2 − (x− 2)2 + (x− 3)2 − x2 =

= (x− 2)3 + 2(x− 1)(x− 7) + (1− x)(x2 + x+ 1)

и∣∣∣∣∣∣(x− 3)2 − (x− 2)(x− 5)
∣∣+ 2.(3, 252 − 4, 5.3, 25 + 2, 252)

1, 52 − 2, 52

∣∣∣∣ =
= (1− x)(1 + x) + (x− 1)2 + 2x

не са еквивалентни.
б) Да се провери за кои стойности на a и b изразът

M = a2 + 6ab+ 10b2 − 4b+ 4 приема най-малка стойност.

Решение: а) Решаваме първото уравнение
(x− 1)2 − (x− 2)2 + (x− 3)2 − x2 =

= (x− 2)3 + 2(x− 1)(x− 7) + (1− x)(x2 + x+ 1)

x2 − 2x+ 1− (x2 − 4x+ 4) + x2 − 6x+ 9− x2 =

= x3 − 6x2 + 12x− 8 + 2(x2 − 8x+ 7) + 13 − x3

−4x+ 6 = −4x2 − 4x+ 7

4x2 − 1 = 0

(2x− 1)(2x+ 1) = 0

x1 =
1

2
, x2 = −1

2

Решаваме второто уравнение
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∣∣∣∣∣∣(x− 3)2 − (x− 2)(x− 5)
∣∣+ 2.(3, 252 − 4, 5.3, 25 + 2, 252)

1, 52 − 2, 52

∣∣∣∣ =
= (1− x)(1 + x) + (x− 1)2 + 2x∣∣∣∣∣∣x2 − 6x+ 9− (x2 − 7x+ 10)
∣∣+ 2.(3, 25− 2, 25)2

(1, 5− 2, 5)(1, 5 + 2, 5)

∣∣∣∣ =
= 1− x2 + x2 − 2x+ 1 + 2x∣∣∣∣|x− 1|+ 2.(1)2

(−1)4

∣∣∣∣ = 2∣∣∣∣|x− 1| − 1

2

∣∣∣∣ = 2

(1) |x− 1| − 1

2
= 2

или

(2) |x− 1| − 1

2
= −2

Уравнение (2) няма решение. За уравнение (1) полу-
чаваме:

|x− 1| = 5

2

x− 1 =
5

2
или x− 1 = −5

2

x1 =
7

2
, x2 = −3

2
.

Следователно уравненията не са еквивалентни.
б) Преобразуваме дадения израз

M = a2+6ab+10b2−4b+4 = a2+6ab+9b2+ b2−4b+4 =

= (a+ 3b)2 + (b− 2)2.

Изразът M е неотрицателен за всяко a и b и приема най-
малка стойност 0, когато a + 3b = 0 и b − 2 = 0. Така
получаваме b = 2 и a = −6.

Задача 2. Мария, Георги и Борислав трябва заедно да
подготвят проект по „Компютърно моделиране и инфор-
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мационни технологии“. Ако работят едновременно, ще при-
ключат проекта за 20 дни. Първоначално само Мария за-
почва работа, а Георги и Борислав се включват последо-
вателно през равен брой дни. Тримата приключат рабо-
тата по проекта едновременно, като Мария е работила 4
пъти повече дни от Борислав. Kолко дни е работил всеки
от тях, ако производителността им е една и съща.

Решение: Производителността на Мария, Георги и
Борислав е една и съща и нека я означим с p. Тогава
общата им производителност e 3p. Ако работят едновре-

менно, получаваме 20.(3p) = 1. Следователно p =
1

60
.

Нека означим с x броя дни, които е работил Борислав.
Тогава Мария е работила 4x дни.

Георги и Борислав се включват поетапно през равен
брой дни. Тези дни са равни на половината от времето от
започването на работата по проекта от Мария и деня, в

който се включва Борислав, т. е.
4x− x

2
=

3x

2
.

Това означава, че Георги е работил с
3

2
x дни по-малко

от Мария, или общо 4x− 3

2
x =

5

2
x дни.

Следователно за извършената работа последователно

получаваме 4x
1

60
+
5

2
x
1

60
+x

1

60
= 1,

15

2
x = 60, x = 8 дни.

Така получаваме, че Мария е работила 32 дни, Георги
— 20 дни, а Борислав 8 дни.

Задача 3. Даден е △ABC с <)ACB = 60◦. През върха
C са построени перпендикуляри към ъглополовящите на
външните ъгли на <)CAB и <)CBA. Нека петите на тези
перпендикуляри са съответно точки P и Q като CP =
CQ.

а) Да се намерят ъглите на △ABC;
б) Ако AB = 6 cm, да се намери дължината на отсеч-

ката PQ.
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Решение:

а) Да продължим правите CP и CQ до пресичането
им с правата AB съответно в точки M и N . (2 точки)
Нека <)BAC = α и <)ABC = β.

Ъглите <)MAC и <)BAC са съседни и следователно
<)MAC = 180◦ −<)BAC = 180◦ − α.

AP е ъглополовяща на <)MAC, следователно <)PAM =

<)PAC =
1

2
<)MAC = 90◦ − α

2
.

От сбора на ъглите в триъгълника △APC получава-
ме, че <)ACP =

α

2
.

Триъгълниците △ APC и △APM са еднакви по II
признак:

1. AP обща страна;
2. <)MPA = <)CPA = 90◦;
3. <)MAP = <)CAP = 90◦ − α

2
.

Така получаваме, че MP = PC и <)AMP =
α

2
.

Аналогично, като разгледаме △BQC и △BQN , полу-
чаваме, че CQ = QN и

<)BNQ =
β

2
.

По условие имаме, че CP = CQ. Доказали сме, че
MP = PC и QN = QC. Следователно MC = NC, т. е.
△MNC е равнобедрен.
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Оттук
α

2
= <)AMP = <)BNQ =

β

2
.

Следователно α = β, т.е. △ABC е равнобедрен. По
условие знаем, че <)ACB = 60◦ следователно △ABC е
равностранен.

б) Построяваме права през точка N успоредна на MC
и нека пресечната точка на тази права с правата PQ е
точка F . Триъгълниците △PCQ и △QNF са еднакви
по II признак:

1. CQ = QN ;
2. <)NQF = <)PQC — връхни ъгли;
3. <)PCQ = <)QNF — кръстни ъгли.
Така получаваме, че FN = CP = PM . Следователно

четириъгълникът MPFN е успоредник. (2 точки)
Тогава MN = PF = 2PQ.
От доказаното в подусловие а) △ABC е равностранен,

а AM = AC = 6 cm и BN = CB = 6 cm или MN = 3.6 =
18 cm, т. е. PQ = 9 cm.
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8 клас

Задача 1. а) В училищен клуб по спорт участват 10 уче-
ници. По колко различни начина можем да ги разпреде-
лим в три отбора по трима души с един съдия?

б) В спортния клуб организирали междуучилищен тур-
нир. При записали се за участие 10 отбора, колко са общо
срещите, които трябва да проведат помежду си за да сме
сигурни, че всеки отбор се е срещнал с всеки един от
останалите участващи отбори?

в) Ако при вече описания турнир в подточка б) за
победа се дават по 3 точки на спечелилия отбор, а при
равенство — по 1 точка на всеки от двата отбора, колко
e броят на срещите, приключили на равно, ако общият
брой на събраните точки от всички отбори е 114 (за за-
губа не се дават точки)?

Решение:
а) От 10 ученици, един съдия можем да изберем по 10

начина. Останалите 9, се разпределят по C3
9 .C

3
6 .C

3
3 начи-

на, но тъй като подредбата няма значение, делим на 3!,

то N = 10
C3

9 .C
3
6 .C

3
3

3!
=

10

3!

9!

6!.3!

6!

3!.3!

3!

3!.0!
= 2800

Отговор: 2800
б) Всеки отбор се е срещал с останалите 9, което прави

10.9 =90 срещи , но всеки мач се брои 2 пъти, затова броят

на срещите е N =
90

2
= 45

Отговор: 45 срещи
в) Нека с равенство са завършили x на брой срещи.

Следователно общият брой на точките, получени от рав-
ни срещи е 2x. Останалите (45− x) срещи носят 3. (45− x)
точки. Можем да съставим и решим следното уравнение:

2x+ 3. (45− x) = 114, x = 135− 114, x = 21.
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Отговор: 21 срещи

Задача 2. Даден е трапец ABCD (AB ∥ CD) с отноше-
ние на основите AB : CD = 3 : 1. Ако сборът на двете
основи и по-малкото бедро е 40 см, да се намери лицето
на този трапец, който има най-голямо лице.

Решение: Построяваме точка F ∈ AB→ такава, че
BF = CD = x > 0. По условие имаме AB : CD = 3 : 1,
откъдето AB = 3x.

Нека DH = h, където H ∈ AB е височина в трапеца
ABCD и AD е по-малкото бедро.

SAFD = SABCD =
(AB + CD)

2
.DH

SAFD = SABCD =
(3x+ x)

2
h = 2xh, където h ≤ AD

Ако сборът на двете основи и по-малкото бедро е 40
см, то AD = 40− 4x > 0,

x ∈ (0, 10)
SAFD = SABCD = 2xh
SAFD = SABCD = Smax = 2xh, когато h ≤ 40 − 4x

приема най-голяма стойност за hmax = 40−4x , т. е. когато
△AFD е правоъгълен,

<)BAD = 90◦

15



SABCD = 2x(40− 4x)
SABCD = 80x− 8x2

SABCD = −8[(x− 5)2 − 25]
Лицето на трапеца S(x) = −8[(x− 5)2 − 25] приема

максимална стойност за онова x, за което S
′
(x) = (x− 5)2−

25 приема минимална стойност. Тогава x = 5 и S
′
min(5) =

−25. Следователно Smax(5) = 200 cm2.
Отговор: 200 cm2

Задача 3. Даден е квадрат ABCD със страна 12 см. Точ-
ка N е среда на BC и AN пресича диагонала BD в точка
P. Точката M дели страната DC в отношение 1:2, считано
от върха D, а отсечката AM пресича диагонала DB в точ-
ката Q. Да се намери лицето на петоъгълника PNCMQ.

Решение: Ще изразим SPNCMQ = SANCM − SAPQ. За
да намерим SPNCMQ, първо трябва да пресметнем SANCM

и SAPQ.
Построяваме точката F — среда на MC и точка O =

AC∩BD. Следователно OF е средна отсечка в триъгъл-
ника ACM и OF ∥ QM .

Разглеждаме триъгълник DFO, в който точката M е
среда на DF и OF ∥ QM ⇒ QM е средна отсечка в DFO
и точката Q е среда на DO.

Точка M дели страната DC в отношение 1 : 2, счи-
тано от връх D, а точката F е среда на MC. Тогава
DM = MF = FC = 4 cm и SABCD = 122 = 144 cm2.
Следователно SACD = 72 cm2.

В триъгълника ACD имаме AC2 = AD2 + DC2, откъ-
дето AC2 = 288 или AC = ±12

√
2 . Но AC > 0, т. е. AC =

DB = 12
√
2 cm . Следователно DQ = QO = 3

√
2 cm.

Разглеждаме триъгълник ABC, в който точката P =
AN ∩BO. Откъдето точката P е медицентър в триъгъл-

ника ABC и OP =
1

3
OB = 2

√
2. Тогава

SANCM = SANC + SAMC =
6.12

2
+

8.12

2
= 84 cm2.
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За триъгълника APQ имаме SAPQ = QP.AO
2

= 5
√
2.6.

√
2

2
30 cm2.

Накрая намираме, че SPNCMQ = SANCM − SAPQ = 84−
30 = 54 cm2.

Отговор: 54 cm2
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9 клас

Задача 1. IX „а“ клас се състои от 25 ученици. 19 от тях
тренират хокей, 12 играят тенис, а двама не спортуват.
Каква е вероятността от случайно избрани 3 ученици, ко-
ито тренират хокей, точно двама да играят и тенис?

Решение: Ще решим задачата с помощта на Диаг-
рама на Вен.

Според условието на задачата, двама ученици не спор-
туват, откъдето остават 23 ученици, които тренират хо-
кей или играят тенис. От (19 + 12)− 23 = 8 получаваме,
че осем ученици тренират хокей и едновременно с това
играят тенис. Следователно 11 ученици тренират само
хокей, а 4 — играят само тенис.

Общият брой на комбинациите, с които можем да из-
берем един от 11 ученици е 11.

Общият брой на комбинациите, с които можем да из-
берем двама от 8 ученици се пресмята по формулата C2

8 .
Общият брой на комбинациите, с които можем да из-

берем трима от 19 ученици се пресмята по формулата C3
19.

.

18



Вероятността на събитието X от случайно избрани
трима ученици, един да е хокеист, а останалите двама ед-
новременно да тренират хокей и да играят тенис е P (X) =
C1

11.C
2
8

C3
19

, т.е.

P (X) =
C1

11.C
2
8

C3
19

=
11.

8.7

2.1
19.18.17

3.2.1

=
11.28

19.17.3
=

308

969
.

Отговор: P (X) = 308
969

.

Задача 2. За кои стойности на естествения параметър
m уравнението 2x2 − 6mx + 16 = 0 има два реални раз-
лични корена като единият е в интервала (1, 3), а другият
е по-голям от 3?

Решение: При a > 0 графиката на функцията f (x) =
2x2 − 6mx+ 16 е обърната нагоре:
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Съгласно условието на задачата параболата трябва да
пресича оста Ox→ в интервалите (1, 3) и (3, +∞). Това
е изпълнено когато:∣∣∣∣f(1) > 0

f(3) < 0
⇔
∣∣∣∣ 2− 6m+ 16 > 0
18− 18m+ 16 < 0

⇔
∣∣∣∣m < 3
m > 17

9

Следователно m ∈
(
17

9
, 3

)
и от m ∈ N получаваме,

че m = 2.
Проверяваме, че дискриминантата е положително чис-

ло и заключаваме, че уравнението има два реални раз-
лични корена или даваме обоснован отговор че когато
f(3) < 0, условието D > 0 е излишно.

След заместване на m = 2 получаваме 2x2 − 12x +
16 = 0, D = 1 > 0. Следователно

x1 = 2 ∈ (1, 3), x2 = 4 ∈ (3, +∞).

Отговор: m = 2.

Задача 3. Даден е трапец ABCD с основи AB и CD
като AB = 3DC и лице S = 12 cм2. Точка М лежи на
основата CD, така че CM : MD = 2 : 1. Отсечката AM
пресича диагонала BD в точка N. Да се намери лицето
на четириъгълника BCMN.

Решение:
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Доказваме, че ∆ ANB ∼ ∆ MND.

От ∆ ANB ∼ ∆ MND ⇒ AB
MD

=
9

1
= k. От свойс-

твата на подобни триъгълници следва, че височините на
∆ ANB и ∆ MND имат отношение равно на k.

Изразяваме лицето SBCMN = S∆ BCD − S∆ DMN.

SBCMN =
1

2
3xh− 1

2
x
1

10
h =

29

20
xh.

SABCD = 1
2
.12x.h = 6xh.

Намираме лицето на четириъгълника BCMN, като из-
разим отношението на лицата:

SBCMN

SABCD
=

29

20
xh

6xh
=

29

120
.

⇒ SBCMN =
29

120
SABCD =

29

120
.12 =

29

10
cm2.

Отговор: SBCMN =
29

10
cm2.
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10 клас

Задача 1. Да се реши уравнението:
√

x+ 6− 6
√
x− 3+√

x+ 13− 8
√
x− 3 = 3.

Решение: Ще решим задачата с полагане.
Полагаме

√
x− 3 = t ≥ 0. Оттук x − 3 = t2 или

DM : x = t2 + 3 ≥ 3.
Заместваме в уравнението с t:

√
t2 + 3 + 6− 6t+

√
t2 + 3 + 13− 8t = 3.

Оттук
√

(t− 3)2 +
√

(t− 4)2 = 3 и |t− 3|+ |t− 4| = 3.
1 случай. За t ∈ [0, 3) имаме, че 3 − t + 4 − t = 3,

откъдето t = 2 ∈ DM .
2 случай. За t ∈ [3, 4] получаваме, че t− 3+4− t = 3

или t ∈ ∅ .
3 случай. За t ∈ (4, +∞) е в сила, че t−3+ t−4 = 3,

откъдето t = 5 ∈ DM .
Връщаме се към полагането и съответно получаваме√

x− 3 = 2 или
√
x− 3 = 5 . Оттук x1 = 7 или x2 = 28.

Правим проверка, че x1 = 7 и x2 = 28 са решения или
обосноваваме, защо не е необходима такава.

Отговор: x1 = 7 или x2 = 28

Задача 2. За кои стойности на реалния параметър m
уравнението x4−15x2+m2 = 0 има четири реални корена,
които образуват аритметична прогресия?

Решение: За кои стойности на реалния параметър m
уравнението x4−15x2+m2 = 0 има четири реални корена,
които образуват аритметична прогресия?

Решение: Полагаме x2 = t > 0 и получаваме квадрат-
ното уравнение t2 − 15t+m2 = 0.
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Нека 0 < t1 < t2, тогава x1 = −
√
t2, x2 = −

√
t1, x3 =√

t1, x4 =
√
t2. Ако x1, x2, x3 и x4, образуват аритметич-

на прогресия, то е вярно, че

x4 − x3 = x3 − x2 = x2 − x1 = d,

точно когато
√
t2 −

√
t1 =

√
t1 −

(
−
√
t1
)
= −

√
t1 −

(
−
√
t2
)
.

Откъдето
√
t2 = 3

√
t1 ⇔ t2 = 9t1.

От формулите на Виет и основното свойство на арит-

метичната прогресия следва, че

∣∣∣∣∣∣
t1.t2 = m2

t1 + t2 = 15
t 2 = 9t1

. Откъдето

∣∣∣∣∣∣
t1.t2 = m2

t1 + 9t1 = 15
t2 = 9t1

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t1.t2 = m2

t1 =
3

2

t2 =
27

2

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m2 =
81

4

t1 =
3

2

t2 =
27

2

и m = ±9

2
. Чрез

непосредствена проверка се доказва, че за m = ±9

2
, ко-

рените на уравнението са реални.

Отговор: m = ±9

2
.

Задача 3. На катетите AC=b и BC=a на правоъгълен
триъгълник ABC, външно за него са построени квад-
ратите ACPQ и BCMN (точката M ∈ AC→, а точката
P ∈ BC→). AN пресича BQ и BC съответно в точкатаD
и точката F, а BQ пресича AC в точката E.

а) Да се намери разстоянието от връх C до отсечката
EF.

б) Да се намери отношението на лицата на четириъ-
гълник EDFC и триъгълник ADB.
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Решение: a) Означаваме с (h > 0) разстоянието от
точката С до отсечката EF и изразяваме лицето на три-
ъгълника EFC по два начина: SEFC = EF.h

2
= EC.CF

2
.

Тогава △ACF ∼ △AMN и последователно получа-
ваме AC

AM = CF
MN , b

a+b
= CF

a
, CF = ab

a+b
.

От △BCE ∼△BPQ имаме BC
BP = CE

PQ , a
a+b

= CE
b

, CE =
ab
a+b

и CF = CE = ab
a+b

.
От триъгълника EFC получаваме, че EF2 = EC2 +

CF2 и EF = ±
√

2a2b2

(a+b)2
. Тъй като EF > 0, a > 0 и b > 0

, то EF = ab
√
2

a+b
и SEFC = ab

√
2

(a+b)
.h
2
= a2b2

2.(a+b)2
. Окончателно

h = ab
√
2

2.(a+b)
, тъй като a > 0 и b > 0 .

б) Ще представим лицата на фигурите, чиито отно-
шение търсим, като разлики от лицата на триъгълни-
ци: SEDFC = SACF − SAED, и SADB = SABE − SAED. От
SACF = AC.CF

2
= ab2

2(a+b)
и SABE = AE.BC

2
= ab2

2(a+b)
получава-

ме, че SEDFC = SADB

Отговор: SEDFC: SADB = 1 : 1.
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11 клас

Задача 1. Дадени са правите

g1 : 4x+ y − 7 = 0, g2 : 8x− 3y + 1 = 0

и точка S(3, 5).
а) Намерете върховете на успоредник ABCD с център

S, на който две от страните лежат върху правите g1 и g2.
б) Намерете уравнението на окръжността с център S,

допираща се до правата g1.

Решение:
а) Единият от върховете на успоредника е пресечната

точка A на правите g1 и g2. От системата
∣∣∣∣4x + y = 7
8x− 3y = −1

,

получаваме, че A(1, 3). Ако C(x, y) е срещуположният на

A връх, то
1 + x

2
= 3 и

3 + y

2
= 5 и C(5, 7). Правата

g′1 : 4x+y−27 = 0 е успоредна на g1 и минава през точка-
та C. Аналогично, правата g′2 : 8x−3y−19 = 0 е успоредна
на g2 и минава през C. Тогава пресечните точки B на g′1
и g2 и D на g′2 и g1 са другите два върха на успоредни-

ка. Решавайки системите
∣∣∣∣4x + y = 27
8x− 3y = −1

и
∣∣∣∣8x− 3y = 19
4x + y = 7

,

получаваме, че B(4, 11) и D(2,−1).

б) Разстоянието от S до g1 e
∣∣∣∣4.3 + 1.5− 7√

42 + 12

∣∣∣∣ = 10√
17

и

това число е радиусът на търсената окръжност. Тогава

уравнението ѝ е (x− 3)2 + (y − 5)2 =
100

17
.

Задача 2. Дадена е редицата {an}∞n=1, за която a1 = 2024

и an =
1

2

(
an−1 +

2025

an−1

)
за всяко n ≥ 2. Докажете, че

редицата е сходяща и намерете нейната граница.
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Решение:
Ясно е че an > 0 за всяко естествено n. От an −

an−1 =
(45− an−1)(45 + an−1)

2an−1

получаваме, че an > an−1

при an−1 < 45 и an < an−1 при an−1 > 45. От друга

страна an − 45 =
(an−1 − 45)2

2an−1

. Тогава редицата е моно-

тонно намаляваща и ограничена отдолу от 45. Следова-
телно тя е сходяща. При граничен преход в равенството
an = 1

2

(
an−1 +

2025
an−1

)
за границата l = lim

n→∞
an получа-

ваме l2 = 1
2

(
l + 2025

l

)
, от където l2 = 2025. От an ≥ 45

окончателно имаме l = 45.

Задача 3. Основата на триъгълната пирамида ABCD е
равнобедреният правоъгълен триъгълник ABC с хипо-
тенуза AC. Околните ръбове DA, DB и DC сключват с
равнината на основата ъгли равни на 45◦. Ако M е сре-
дата на DB, а N е средата на DC, намерете косинуса на
острия ъгъл между правите BN и AM .

Решение:
Нека E е средата на хипотенузата AC. От условие-

то за околните ръбове получаваме, че проекцията на D
върху основата ABC e центъра на описаната около триъ-
гълника ABC, а това е точка E. Нека AC = 2p. Полагаме
−→a =

−−→
BC,

−→
b =

−→
AB и −→c =

−−→
ED. Тогава −→a 2 =

−→
b 2 = 2p2,

−→c 2 = p2 и −→a
−→
b = −→a−→c =

−→
b−→c = 0.

От условието

−−→
AM =

−→
AE +

−−→
EM =

1

2

−→
AC +

1

2

(−−→
ED +

−−→
EB
)
=

=
1

2

(−→a +
−→
b
)
+

1

2

(
−→c +

1

2

−→
AC −−→a

)
.

От
−→
AC =

−→
b +−→a получаваме

−−→
AM =

1

4
−→a +

3

4

−→
b +

1

2
−→c . По
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същия начин

−−→
BN =

1

2

−−→
BD +

1

2

−−→
BC =

1

2

(−−→
BE +−→c

)
+

1

2
−→a =

=
1

2

(
1

2
(−

−→
b +−→a ) +−→c

)
+

1

2
−→a =

3

4
−→a − 1

4

−→
b +

1

2
−→c .

A

B

C

D

N

M

E

Тогава
−−→
AM2 =

−−→
BN2 =

3

2
p2,

−−→
AM.

−−→
BN =

1

4
p2 и

cos<) (
−−→
AM,

−−→
BN) =

−−→
AM.

−−→
BN∣∣∣−−→AM
∣∣∣ . ∣∣∣−−→BN

∣∣∣ = 1

6
.
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12 клас

Задача 1. Дадени са правите

g1 : 4x+ y − 7 = 0, g2 : 8x− 3y + 1 = 0

и точка S(3, 5).
а) Намерете върховете на успоредник ABCD с център

S, на който две от страните лежат върху правите g1 и g2.
б) Намерете лицето на успоредника.

Решение:
а) Единият от върховете на успоредника е пресечната

точка A на правите g1 и g2. От системата
∣∣∣∣4x + y = 7
8x− 3y = −1

,

получаваме, че A(1, 3). Ако C(x, y) е срещуположният на

A връх, то
1 + x

2
= 3 и

3 + y

2
= 5 и C(5, 7). Правата

g′1 : 4x+y−27 = 0 е успоредна на g1 и минава през точка-
та C. Аналогично, правата g′2 : 8x−3y−19 = 0 е успоредна
на g2 и минава през C. Тогава пресечните точки B на g′1
и g2 и D на g′2 и g1 са другите два върха на успоредни-

ка. Решавайки системите
∣∣∣∣4x + y = 27
8x− 3y = −1

и
∣∣∣∣8x− 3y = 19
4x + y = 7

,

получаваме, че B(4, 11) и D(2,−1).
б) Намираме координатите на векторите

−→
AB(3, 8) и

−−→
AD(−1, 4),

откъдето последователно получаваме, че
−→
AB.

−−→
AD = 29,∣∣∣−→AB∣∣∣ = √

73,
∣∣∣−−→AD∣∣∣ = √

17,

cos<) (
−→
AB,

−−→
AD) =

29√
1241

, sin<) (
−→
AB,

−−→
AD) =

20√
1241

.

Тогава лицето на успоредника е
√
73
√
17

20√
1241

= 20.
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Задача 2. В триъгълника ABC медианата BM (M ∈
AC) е перпендикулярна на страната AB. Да се намери
най-голямата стойност на периметъра на триъгълника
ABC, ако е дадено, че AC = 24.

Решение:

Нека означим дължината на медианата BM с m. От
формулата за дължината на медианата 4BM2 = 2AB2 +
2BC2 − AC2 получаваме BC2 = 3m2 + 122. За периметъ-
ра на триъгълника ABC имаме P (m) = 24+

√
122 −m2+

√
3m2 + 122, като m ∈ (0, 12). Имаме P ′(m) =

−2m

2
√
122 −m2

+

3.2m

2
√
3m2 + 122

= m

(
3√

3m2 + 122
− 1√

122 −m2

)
. Уравне-

нието P ′(m) = 0 има единствен корен m0 =
√
96 в интер-

вала (0, 12). За m > 0 имаме, че P ′(m) > 0 в интервала
(0,m0) и P ′(m) < 0 в интервала (m0, 12). Тогава функция-
та P (m) расте в първия интервал и намалява във втория.
Най-голямата стойност на периметъра на триъгълника се
достига за m = m0 =

√
96 и е P (

√
96) = 24 + 48√

96
.

Задача 3. Да се докаже, че ако k е естествено число, то
уравнението

x3 + 6kx2 + 9k2x+ 3k2 = 0

има три различни реални корена.
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Решение: Разглеждаме функцията f(x) = x3+6kx2+
9k2x + 3k2. Имаме f ′(x) = 3x2 + 12kx + 9k2 = 3(x2 +
4kx+3k2). Уравнението f ′(x) = 0 има корени x1 = −3k и
x2 = −k, като от k > 0 имаме x1 < x2. Тогава f(x) расте в
интервала (−∞, x1), намалява в интервала (x1, x2) и рас-
те в интервала (x2,∞). Условието уравнението да има три
различни реални корена влече условието f(x1)f(x2) < 0.
Но

f(x1)f(x2) =
(
(−3k)3 + 6k(−3k)2 + 9k2(−3k) + 3k2

)
×

×
(
(−k)3 + 6k(−k)2 + 9k2(−k) + 3k2

)
=

= 3k2(−4k4 + 3k3) = 3k4(−4k + 3).

Така f(x1)f(x2) < 0 за естествено k е равносилно на −4k+
3 < 0. Последното е в сила за k > 3

4
и е изпълнено за

всички естествени k.
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