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Òåìà �2

Ïðèìåðíè ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Äà ñå ðåøè íåðàâåíñòâîòî:(
x6 − 7x3 − 8

) (
x2 − 4

)
≤ 0 .

Ðåøåíèå: Èìàìå

x6 − 7x3 − 8 =
(
x3 + 1

) (
x3 − 8

)
= (x+ 1)

(
x2 − x+ 1

)
(x− 2)

(
x2 + 2x+ 4

)
è x2 − 4 = (x− 2) (x+ 2) , ò.å. íåðàâåíñòâîòî å åêâèâàëåòíî íà

(x+ 2) (x+ 1) (x− 2)2
(
x2 − x+ 1

) (
x2 + 2x+ 4

)
≤ 0 ,

èëè, ïîíåæå x2 − x+ 1 > 0 è x2 + 2x+ 4 > 0 çà âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî x , íà

(x+ 2) (x+ 1) (x− 2)2 ≤ 0 .

×èñëîòî 2 å ðåøåíèå íà íåðàâåíñòâîòî. Ïðè x 6= 2 å èçïúëíåíî (x− 2)2 > 0 , ò.å.
èìàìå (x+ 2) (x+ 1) ≤ 0 ñ ðåøåíèÿ ÷èñëàòà îò èíòåðâàëà [−2, −1] .

Îòãîâîð: [−2, −1] ∪ {2} .

Çàäà÷à 2. AL (L ∈ BC) å úãëîïîëîâÿùà â ïðàâîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê ABC
(<) ACB = 90◦) . Äà ñå íàìåðÿò ìåäèàíèòå íà òðèúãúëíèêà, àêî CL = 36 è BL = 39 .

Ðåøåíèå: Èçïîëçâàìå ñòàíäàðòíèòå îçíà÷åíèÿ
a, b, c è ma, mb, mc . Òîãàâà a = 75 è, ïî-
íåæå AL å úãëîïîëîâÿùà, b : c = 36 : 39 , ò.å.
b = 12k, c = 13k çà k > 0 . Ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà
äàâà 752 + (12k)2 = (13k)2 , îòêúäåòî k = 15 . Ñëåäî-

âàòåëíî b = 180, c = 195 . Òîãàâà mc =
c

2
=

195

2
,

ma =

√
a2

4
+ b2 =

15

2

√
601 è mb =

√
b2

4
+ a2 =

15
√
61 .

Îòãîâîð:
15

2

√
601 , 15

√
61 ,

195

2

Çàäà÷à 3. Ñóìàòà íà ÷ëåíîâåòå íà àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ å −66 . Äà ñå íàìåðè
áðîÿò íà ÷ëåíîâåòå íà ïðîãðåñèÿòà, àêî ñóìàòà íà ïúðâèòå ïåò ÷ëåíà å 0 , à ñóìàòà îò
êâàäðàòèòå íà ñúùèòå ÷ëåíîâå å 40 .

Ðåøåíèå: Íåêà ïðîãðåñèÿòà å a1, a2, . . . an ñ ðàçëèêà d .
Ïî óñëîâèå a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = 0 . Îò a1 + a5 = a2 + a4 = 2a3 íàìèðàìå a3 = 0 . Òîãàâà
a1 = −2d , a2 = −d , a4 = d , a5 = 2d . Îò óñëîâèåòî a21+a

2
2+a

2
3+a

2
4+a

2
5 = 40 ïîëó÷àâàìå



d 2 = 4 . Ñëó÷àÿò d = 2 å íåâúçìîæåí, çàùîòî òîãàâà ÷ëåíîâåòå íà ïðîãðåñèÿòà ñëåä ïåòèÿ
ñà ïîëîæèòåëíè ÷èñëà, ò.å. ñóìàòà íà âñè÷êè ÷ëåíîâå å ïîëîæèòåëíà.

Ïðè d = −2 èìàìå a1 = 4 è, ñëåäîâàòåëíî, áðîÿò íà ÷ëåíîâåòå n óäîâëåòâîðÿâà

óðàâíåíèåòî −66 =
n

2
(2.4− 2 (n− 1)) ñ êîðåíè −6 è 11 , êàòî ñàìî âòîðèÿò å åñòåñòâåíî

÷èñëî.

Îòãîâîð: Òúðñåíèÿò áðîé å 11 .

Çàäà÷à 4. Òî÷êèòå M è N ëåæàò íà ñòðàíèòå AD è AB íà êâàäðàò ABCD ,
êàòî AM : MD = 2 : 1 è AN : NB = 3 : 1 . Äà ñå íàìåðè îòíîøåíèåòî BP : PQ : QD ,
êúäåòî P å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà BD è CN , à Q å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà BD è CM .

Ðåøåíèå: ÍåêàMD = l . Òîãàâà AM = 2l è BC = 3l .
4MQD ∼ 4CQB , çàùîòî AD ‖ BC . Ñëåäîâàòåëíî
QD : QB = MD : CB = 1 : 3 , ò.å. QD = q , QB = 3q .
Àíàëîãè÷íî, íåêà NB = k . Òîãàâà AN = 3k è
CD = 4k . 4NPB ∼ 4CPD , çàùîòî AB ‖ CD .
Ñëåäîâàòåëíî PB : PD = NB : CD = 1 : 4 , ò.å.
PB = p , PD = 4p . Ïîíåæå 4q = BQ + QD = BD =
BP + PD = 5p , ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å q = 5u è p = 4u .
Òîãàâà CD = 20u , BP = 4u è QD = 5u . Ñëåäîâàòåëíî,
PQ = BD −BP −QD = 11u .

Îòãîâîð: BP : PQ : QD = 4 : 11 : 5 .

Çàäà÷à 5. Äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà:∣∣∣∣∣∣∣
6x2 − xy − 2 y2 = 0√

(x+ 1)2 + (y + 1)2 − 3 = y

.

Ðåøåíèå: Èìàìå 6x2 − xy − 2 y2 = (2x+ y) (3x− 2y) , ò.å. ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà
ñà îáåäèíåíèå íà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìèòå∣∣∣∣∣∣∣

y = −2x√
(x+ 1)2 + (y + 1)2 − 3 = y

è

∣∣∣∣∣∣∣
2y = 3x√

(x+ 1)2 + (y + 1)2 − 3 = y

.

Îò ïúðâàòà, ñëåä çàìåñòâàíå, ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî√
(x+ 1)2 + (−2x+ 1)2 − 3 = −2x , åêâèâàëåòíî íà ñèñòåìàòà

(x+ 1)2 + (−2x+ 1)2 − 3 = 4x2 , x ≤ 0 . Óðàâíåíèåòî å x2 − 2x − 1 = 0 ñ êîðåíè
1 −
√
2 è 1 +

√
2 , êàòî ñàìî ïúðâèÿò å îòðèöàòåëíî ÷èñëî. Åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà

ïúðâàòà ñèñòåìà å
(
1−
√
2 ; −2 + 2

√
2
)
.

Îò âòîðàòà ñèñòåìà, ñëåä çàìåñòâàíå x = 2t, y = 3t , ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî√
(2t+ 1)2 + (3t+ 1)2 − 3 = 3t , åêâèâàëåòíî íà ñèñòåìàòà

(2t+ 1)2 + (3t+ 1)2 − 3 = 9t2 , t ≥ 0 . Óðàâíåíèåòî å 4t2 + 10t − 1 = 0 ñ êîðåíè
−5−

√
29

4
è
−5 +

√
29

4
, êàòî ñàìî âòîðèÿò å ïîëîæèòåëíî ÷èñëî. Åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå

íà âòîðàòà ñèñòåìà å

(
−5 +

√
29

2
;
−15 + 3

√
29

4

)
.



Îòãîâîð:

(
1−
√
2 ; −2 + 2

√
2
)

è

(
−5 +

√
29

2
;
−15 + 3

√
29

4

)
.

Çàäà÷à 6. Äà ñå ðåøè íåðàâåíñòâîòî:

log x−2 (5x+ 4) · log x−2

5x+ 4

x− 2
≤ 2 .

Ðåøåíèå: Ôóêöèèòå â ëÿâàòà ÷àñò ñà äåôèíèðàíè ïðè x − 2 > 0 , x − 2 6= 1 ,

5x+ 4 > 0 ,
5x+ 4

x− 2
> 0 , ò.å. â ìíîæåñòâîòî (2, 3) ∪ (3, +∞) .

Â íåãî íåðàâåíñòâîòî å åêâèâàëåíòíî íà
(
log x−2 (5x+ 4) + 1

) (
log x−2 (5x+ 4)− 2

)
≤ 0 ,

ò.å. íà ñèñòåìàòà −1 ≤ log x−2 (5x+ 4) ≤ 2 , ÷èèòî ðåøåíèÿ ñà îáåäèíåíèå íà ðåøåíèÿòà
íà ñèñòåìèòå∣∣∣∣∣∣∣

2 < x < 3

1

x− 2
≥ 5x+ 4 ≥ (x− 2)2

è

∣∣∣∣∣∣∣
3 < x

1

x− 2
≤ 5x+ 4 ≤ (x− 2)2

.

Ïðåäâèä x− 2 > 0 òå ñà åêâèâàëåòíè íà∣∣∣∣∣∣
2 < x < 3

5x2 − 6x− 9 ≤ 0
x2 − 9x ≤ 0

è

∣∣∣∣∣∣
3 < x

5x2 − 6x− 9 ≥ 0
x2 − 9x ≥ 0

.

Èìàìå 5x2 − 6x− 9 ≤ 0 çà x ∈

[
3− 3

√
6

5
,
3 + 3

√
6

5

]
, 5x2 − 6x− 9 ≥ 0

çà x ∈

(
−∞ ,

3− 3
√
6

5

]
∪

[
3 + 3

√
6

5
, +∞

)
, x2 − 9x ≤ 0 çà x ∈ [0 , 9] è x2 − 9x ≥ 0 çà

x ∈ (−∞ , 0]∪ [9 , +∞) . Ñëåäîâàòåëíî, ðåøåíèÿòà íà ïúðâàòà ñèñòåìà ñà

(
2 ,

3 + 3
√
6

5

]
,

à íà âòîðàòà � [9 , +∞) .

Îòãîâîð:

(
2 ,

3 + 3
√
6

5

]
∪ [9 , +∞) .

Çàäà÷à 7. Òðàïåö ñ îñíîâè 10 è 18 å îïèñàí îêîëî îêðúæíîñò. Äà ñå íàìåðè
âúçìîæíî íàé-ãîëåìèÿò ðàäèóñ íà îêðúæíîñòòà.

Ðåøåíèå: Íåêà òðàïåöúò å ABCD, AB ‖ CD, AB = 18, CD = 10 . Ïîíåæå å îïèñàí,
òî BC + AD = AB + CD = 28 è DH = 2r , êúäåòî DH å âèñî÷èíàòà, à r � ðàäèóñúò
íà âïèñàíàòà îêðúæíîñò. Íåêà K ∈ AB å òàêàâà, ÷å KD ‖ BC . Òîãàâà KD = BC è
AK = AB − CD = 8 . Àêî AD = 2x , òî ëèöåòî íà 4AKD å (ñúãëàñíî Õåðîíîâàòà

ôîðìóëà) SAKD =
√

18.10. (18− 2x) (2x− 10) = 12
√
5 .
√
(9− x) (x− 5) . Ñëåäîâàòåëíî,

r =
1

2
· 2SAKD

AK
=

3
√
5

2
.
√
(9− x) (x− 5).

Íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà êâàäðàòíàòà ôóíêöèÿ
(9− x) (x− 5) å 4 è ñå äîñòèãà çà x = 7 , êîåòî îçíà-
÷àâà, ÷å å íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò è â èíòåðâàëà (5, 9) .

Ïîíåæå ôóíêöèÿòà
3
√
5

2
.
√
t å ñòðîãî ðàñòÿùà, òî

íàé-ãîëÿìàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà r å 3
√
5 .



Îòãîâîð: 3
√
5 .

Çàäà÷à 8. Îñíîâàòà ABCD íà ïèðàìèäà ABCDQ å ïðàâîúãúëíèê ñúñ ñòðàíè
AB = 8 è BC = 4 , à âñè÷êè îêîëíè ðúáîâå èìàò äúëæèíà 5 . Äà ñå íàìåðè êîñèíóñúò íà
úãúëà ìåæäó ñòåíèòå BCQ è CDQ .

Ðåøåíèå: Íåêà K ∈ CQ å òàêàâà, ÷å BK ⊥ CQ è P ∈ CD å òàêàâà, ÷å PK ⊥ CQ .
Òîãàâà úãúëúò ìåæäó ñòåíèòå BCQ è CDQ å <) BKP = γ .

Èìàìå CQ.BK = BC.QM = 2SBCQ , êúäåòî M å ñðåäàòà íà BC . Ïðåñìÿòàìå

QM =
√
CQ2 − CM2 =

√
21 , BK =

BC.QM

CQ
=

4
√
21

5
, CK =

√
BC2 −BK2 =

8

5
.

Íåêà H ∈ CQ å òàêàâà, ÷å DH ⊥ CQ . Òîãàâà CQ.DH = CD.QN = 2SCDQ , êúäåòî N

å ñðåäàòà íà CD . Ïðåñìÿòàìå QN =
√
DQ2 −DN2 = 3 , DH =

CD.QN

CQ
=

24

5
,

CH =
√
CD2 −DH2 =

32

5
.

4CPK ∼ 4CDH , çàùîòî PK ‖ DH . Ñëåäîâàòåëíî, KP : DH = CK : CH = 1 : 4 ,

îòêúäåòî KP =
6

5
, è CP : CD = CK : CH = 1 : 4 , îòêúäåòî CP = 2 .

Íàêðàÿ, íàìèðàìå BP =
√
BC2 + CP 2 = 2

√
5 è cos γ =

BK2 +KP 2 −BP 2

2BK.KP
= − 8

3
√
21

.

Îòãîâîð: − 8
√
21

63


