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Ïðèìåðíè ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Áåçêðàéíà àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ a1, a2, . . . , an, . . . ñå ñúñòîè îò

ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè ÷èñëà.

à) Âúçìîæíî ëè å èçìåæäó ÷èñëàòà a1, a2, . . . , a7 òî÷íî 3 äà ñå äåëÿò íà 100?

á) Âúçìîæíî ëè å èçìåæäó ÷èñëàòà a1, a2, . . . , a49 òî÷íî 11 äà ñå äåëÿò íà 100?

â) Äà ñå íàìåðè íàé-ãîëÿìîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî N , çà êîåòî å âúçìîæíî áðîÿò íà ÷èñëàòà

èçìåæäó a1, a2, . . . , a2N , äåëÿùè ñå íà 100, äà å ïî-ãîëÿì îò áðîÿ íà ÷èñëàòà èçìåæäó

a2N+1, a2N+2, . . . , a5N , äåëÿùè ñå íà 100.

Ðåøåíèå: ßñíî å, ÷å ðàçëèêàòà d íà òàêàâà ïðîãðåñèÿ å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Âñÿêî

åäíî îò ïîäóñëîâèÿòà ñå îòíàñÿ äî ïðîãðåñèè, êîèòî èìàò ïîíå åäèí ÷ëåí, äåëÿù ñå íà 100.
Ïîëàãàìå

p = min {n ∈ N : 100 äåëè an} , k = min {n ∈ N : 100 äåëè ap+n} .

Îò ìèíèìàëíîñòòà ñëåäâà, ÷å p ≤ k ≤ 100 , k äåëè 100 è 100 äåëè an òîãàâà è ñàìî

òîãàâà, êîãàòî n = p+ (m− 1)k çà íÿêîå m ∈ N . Áðîÿò íà ÷ëåíîâåòå, äåëÿùè ñå íà 100 è ñ

íîìåðà M + 1 ≤ n ≤ L , M + 1 ∈ N , L ∈ N , å èëè

[
L−M

k

]
, èëè

[
L−M

k

]
+ 1 .

à) Äà, ïðèìåð an = 50n .

á)Íå. Áðîÿò B íà ÷èñëàòà, èçìåæäó a1, a2, . . . , a49 è äåëÿùè ñå íà 100, óäîâëåòâîðÿâà[
49

k

]
≤ B ≤

[
49

k

]
+ 1 . Ïðè k ≤ 4 èìàìå B ≥ 12 , à ïðè k ≥ 5 å èçïúëíåíî B ≤ 10 .

â) 66. Çà áðîÿ B∗ íà ÷èñëàòà, èçìåæäó a1, a2, . . . , a2N è äåëÿùè ñå íà 100, è áðîÿ

B∗∗ íà ÷èñëàòà, èçìåæäó a2N+1, a2N+2, . . . , a5N è äåëÿùè ñå íà 100, èìàìå[
3N

k

]
≤ B∗∗ < B∗ ≤

[
2N

k

]
+ 1 . Ïîíåæå

[
2N

k

]
≤
[
3N

k

]
, òî

[
2N

k

]
=

[
3N

k

]
.

Òîãàâà
N

k
=

3N

k
− 2N

k
< 1 , îòêúäåòî

2N

k
< 2 , ò.å.

[
3N

k

]
=

[
2N

k

]
≤ 1 .

Ñëåäîâàòåëíî
3N

k
< 2 , êîåòî å N <

2k

3
, è ïîíåæå k ≤ 100 , N ≤ 66 .

Çà ïðîãðåñèÿòà an = 68+ n ÷èñëàòà, èçìåæäó a1, a2, . . . , a132 è äåëÿùè ñå íà 100, ñà
äâå: a32 = 100 è a132 = 200 , à èçìåæäó a133, a134, . . . , a330 èìà ñàìî åäíî, äåëÿùî ñå íà

100, a232 = 300 .

Çàäà÷à 2. Äà ñå íàìåðÿò ñòîéíîñòèòå íà ïàðàìåòúðà b , çà êîèòî óðàâíåíèåòî√
x2 + 9 + 3 |x| + b2 − 2 |x− 2b| = 0

èìà ðåøåíèå.



Ðåøåíèå: Çà b = 0 óðàâíåíèåòî íÿìà ðåøåíèå. Àêî çà b = b0 6= 0 óðàâíåíèåòî èìà

ðåøåíèå x0 , òî −x0 å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî çà b = −b0 . Ñëåäîâàòåëíî, äîñòàòú÷íî å äà
íàìåðèì ïîëîæèòåëíèòå ñòîéíîñòè íà b , çà êîèòî óðàâíåíèåòî èìà ðåøåíèå, ò.å. ïðåäïîëà-
ãàìå, ÷å b > 0 .

Ïîíåæå x2 ≥ 0 è
√
t å ðàñòÿùà ôóíêöèÿ, òî çà ôóíêöèÿòà f(x) =

√
x2 + 9 + b2 èìàìå

f(x) ≥ 3 + b2 = f(0) .
Îò äðóãà ñòðàíà, ôóíêöèÿòà

g(x) = 2 |x− 2b| − 3 |x| =


x+ 4b çà x ≤ 0

−5x+ 4b çà 0 ≤ x ≤ 2b

−x− 4b çà 2b ≤ x

ðàñòå â èíòåðâàëà (−∞, 0] è íàìàëÿâà â èíòåðâàëà [0, +∞) . Ñëåäîâàòåëíî g(x) ≤ g(0) .

Àêî óðàâíåíèåòî f(x) = g(x) (åêâèâàëåíòíî íà äàäåíîòî) èìà ðåøåíèå x0 , òî
f(0) ≤ f(x0) = g(x0) ≤ g(0) . Îáðàòíî, àêî f(0) ≤ g(0) , òî óðàâíåíèåòî f(x) = g(x) èìà

ðåøåíèå çàùîòî lim
x→+∞

f(x) = +∞ , lim
x→+∞

g(x) = −∞ , à f(x) è g(x) ñà íåïðåêúñíàòè

ôóíêöèè.

Ðåøåíèÿòà íà íåðàâåíñòâîòî b2 + 3 ≤ 4b ñà b ∈ [1, 3] , ñëåäîâàòåëíî, âñè÷êè òúðñåíè

ñòîéíîñòè ñà b ∈ [−3, −1] ∪ [1, 3] .

Çàäà÷à 3. Ðàçñòîÿíèåòî îò öåíòúðà íà ñôåðàòà, êîÿòî ñå äîïèðà äî âñè÷êè ðúáîâå

íà ïðàâèëíà ÷åòèðèúãúëíà ïèðàìèäà, äî âúðõà íà ïèðàìèäàòà å ðàâíî íà äúëæèíàòà íà

îêîëíèÿ ðúá. Äà ñå íàìåðè îòíîøåíèåòî ìåæäó îñíîâåí è îêîëåí ðúá íà ïèðàìèäàòà.

Ðåøåíèå: Äà îçíà÷èì ABCD � êâàäðàò, îñíîâà íà ïèðàìèäàòà, Q � âðúõ íà ïèðà-

ìèäàòà, H = AC ×BD, M � ñðåäà íà AD, N � ñðåäà íà BC, O � öåíòúð íà ñôåðàòà, êîÿòî

ñå äîïèðà äî âñè÷êè ðúáîâå, R � ðàäèóñ íà ñúùàòà ñôåðà.

Ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå, íàìèðàùè ñå íà ðàâíè ðàçñòîÿíèÿ îò ïðàâèòå AB è CD, å

ðàâíèíàòà MNQ. Àíàëîãè÷íî, ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå, íàìèðàùè ñå íà ðàâíè ðàçñòîÿíèÿ
îò ïðàâèòå BC è AD, å ðàâíèíàòà îïðåäåëåíà îò Q è ñðåäèòå íà ðúáîâåòå AB è CD.

Ñëåäîâàòåëíî, O ëåæè íà ëú÷à QH→, òî÷êèòå îò êîéòî ñå íàìèðàò íà ðàâíè ðàçñòîÿíèÿ îò
ïðàâèòå AQ, BQ, CQ, DQ. Èìàìå îùå ON = R.



Íåêà AB = a, AQ = l = ax. Òîãàâà h = QH =
√
AQ2 −AH2 = a

√
x2 − 1

2
. Àêî P

å ïåòàòà íà ïåðïåíäèêóëÿðà îò O êúì CQ, òî òðèúãúëíèöèòå QOP è QCH ñà åäíàêâè

(çàùîòî QO = QC) è, ñëåäîâàòåëíî, R = OP = CH =
a√
2
.

Îò ïðàâîúãúëíèÿ 4OHN íàìèðàìå R2 = ON2 = OH2 + HN2 = (l − h)2 +
a2

4
, èëè

a2

2
= a2

(
x−

√
x2 − 1

2

)2

+
a2

4
, îòêúäåòî x −

√
x2 − 1

2
=

1

2
. Ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå èìà

åäèíñòâåíî ðåøåíèå x =
3

4
.

Ñëåäîâàòåëíî, AB : AQ = 4 : 3 .

Çàäà÷à 4. Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ 2 ñà èçïúëíåíè íåðà-

âåíñòâàòà

n
( n√

n+ 1 − 1
)

< 1 +
1

2
+

1

3
+ · · · + 1

n
< n

(
1− 1

n√
n+ 1

+
1

n+ 1

)
.



Ðåøåíèå: Ëÿâîòî íåðàâåíñòâî å åêâèâàëåíòíî íà

n√
n+ 1 <

1

n

(
n∑

k=1

1

k

)
+ 1 =

1

n

(
n∑

k=1

k + 1

k

)
,

êîåòî å íåðàâåñòâîòî ìåæäó ñðåäíîòî ãåîìåòðè÷íî è ñðåäíîòî àðèòìåòè÷íî íà ÷èñëàòà

k + 1

k
, 1 ≤ k ≤ n (ïîíå äâå ðàçëè÷íè), çàùîòî

n∏
k=1

k + 1

k
= n+ 1 .

Àíàëîãè÷íî, äÿñíîòî íåðàâåíñòâî å åêâåâàëåíòíî íà

1
n√
n+ 1

< 1− 1

n

(
n∑

k=1

1

k

)
+

1

n+ 1
=

1

n

(
n+1∑
k=2

k − 1

k

)
,

êîåòî å íåðàâåñòâîòî ìåæäó ñðåäíîòî ãåîìåòðè÷íî è ñðåäíîòî àðèòìåòè÷íî íà ÷èñëàòà

k − 1

k
, 2 ≤ k ≤ n+ 1 (ïîíå äâå ðàçëè÷íè), çàùîòî

n+1∏
k=2

k − 1

k
=

1

n+ 1
.

Çàäà÷à 5. Ïðàâîúãúëåí òðèúãúëíèê, ñ äúëæèíè íà ñòðàíèòå åñòåñòâåíè ÷èñëà, ñå

íàðè÷à ½íåñúêðàòèì�, àêî äúëæèíèòå íà ñòðàíèòå ìó ñà âçàèìíî ïðîñòè ÷èñëà.

à) Äà ñå äîêàæå, ÷å âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî å äúëæèíà íà ðàäèóñà íà âïèñàíàòà â ½íå-

ñúêðàòèì� òðèúãúëíèê îêðúæíîñò.

á) Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî, êîåòî å äúëæèíà íà ðàäèóñà íà âïè-

ñàíàòà îêðúæíîñò çà ïîíå 2019 ðàçëè÷íè ½íåñúêðàòèìè� òðèúãúëíèöè.

Ðåøåíèå: Çà âñåêè äâå åñòåñòâåíè ÷èñëà m < n ÷èñëàòà c = m2 + n2 , a = 2mn ,
b = n2 −m2 ñà äúëæèíè íà ñòðàíèòå íà ïðàâîúãúëåí òðèúãúëíèê, çàùîòî(
m2 + n2

)2
= (2mn)2+

(
n2 −m2

)2
. Ðàäèóñúò íà âïèñàíàòà â òàêúâ òðèúãúëíèê îêðúæíîñò

å r =
a+ b− c

2
= m (n−m) .

à) Çà k ∈ N ïîëàãàìå n = k + 1 è m = k . Òîãàâà r = k . ×èñëàòà c = 2k2 + 2k + 1 è

a = 2k2+2k ñà âçàèìíî ïðîñòè, çàùîòî c−a = 1 . Ñëåäîâàòåëíî, òðèúãúëíèêúò ñúñ ñòðàíè
c = 2k2 + 2k + 1 , a = 2k2 + 2k è b = 2k + 1 å ½íåñúêðàòèì�.

á) Íåêà p1, p2, . . . ps ñà ðàçëè÷íè íå÷åòíè ïðîñòè ÷èñëà, k =
s∏

i=1

pi .

Ùå ïîêàæåì, ÷å k å ðàäèóñ íà ïîíå 2 s ðàçëè÷íè ½íåñúêðàòèìè� òðèúãúëíèêà (òàêà

òâúðäåíèåòî ñå ïîëó÷àâà çà s = 11 ). Çà A ⊂ {1, 2, . . . s} ïîëàãàìå A∗ = {1, 2, . . . s} \ A ,

P =
∏
i∈A

pi , Q =
∏
i∈A∗

pi (àêî A = ∅ èëè A∗ = ∅, ñúîòâåòíîòî ïðîèçâåäåíèå å 1).

×èñëàòà c = 2P 2+2PQ+Q2 è a = 2P 2+2PQ ñà âçàèìíî ïðîñòè. Íàèñòèíà, ðàçëèêàòà

èì å Q2 , êîåòî îçíà÷àâà, ÷å àêî òå èìàò îáù äåëèòåë d > 1 , òî ïðîñòèòå äåëèòåëè íà d ñà

íÿêîè èçìåæäó pi , i ∈ A∗ . Îò òîâà ñëåäâà, ÷å çà íÿêîå i ∈ A∗ ÷èñëîòî pi äåëè P , êîåòî å

ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëíî, çà âñÿêî A ⊂ {1, 2, . . . s} òðèúãúëíèêúò ñúñ ñòðàíè

c = 2P 2+2PQ+Q2 , a = 2P 2+2PQ è b = 2PQ+Q2 å ½íåñúêðàòèì� ñ ðàäèóñ íà âïèñàíàòà

îêðúæíîñò r = PQ = k . Çà ðàçëè÷íè ïîäìíîæåñòâà ïîëó÷àâàìå ðàçëè÷íè òðèúãúëíèöè, à
áðîÿò íà ïîäìíîæåñòâàòà å 2 s .


