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Ïðèìåðíè ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Â îñòðîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê ABC òî÷êàòà H å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà

âèñî÷èíèòå íà òðèúãúëíèêà, òî÷êàòà O å öåíòúð íà îïèñàíàòà îêðúæíîñò, úãëîïîëîâÿùàòà

CL íà úãúë <) ACB (L å âúðõó ñòðàíàòà AB) ðàçïîëîâÿâà îòñå÷êàòà OH, <) BAC = 45◦ è
AB = 2. Äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà òðèúãúëíèêà ABC.

Ðåøåíèå: Èçïîëçâàìå ñòàíäàðòíèòå îçíà÷åíèÿ çà åëåìåíòèòå íà òðèúãúëíèêà ABC.
Íåêà CL ïðåñè÷à îïèñàíàòà îêîëî òðèúãúëíèêà ABC îêðúæíîñò â òî÷êàòà C1, M å

ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà CL ñ OH è òî÷êèòå A′, B′ è C ′ ñà ïåòèòå íà âèñî÷èíèòå ïðåêàðàíè,

ñúîòâåòíî, ïðåç âúðõîâåòå A, B è C. Òî÷êàòà C1 ðàçïîëîâÿâà äúãàòà AB. Ñëåäîâàòåëíî
OC1 å ñèìåòðàëà íà îòñå÷êàòà AB è OC1 å óñïîðåäíà íà CH. Òîãàâà òðèúãúëíèöèòå OMC1

è HMC ñà ïîäîáíè, à îò óñëîâèåòî OM = MH, è åäíàêâè. Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å CH = R.

Îò äðóãà ñòðàíà, CB′ = acos γ è CH = CB′

cos<) B”CH = acos γ
cos (90◦−α) = 2Rsin αcos γ

sin α = 2Rcos γ.

Ñëåäîâàòåëíî cos γ = 1
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√
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Çàäà÷à 2. Äà ñå íàìåðÿò ñòîéíîñòèòå íà ïàðàìåòúðà b , çà êîèòî ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣∣
|xy − 3x− 4y + 12| = b

x2 + y2 − 8x− 6y = − b2

èìà òî÷íî ÷åòèðè ðàçëè÷íè ðåøåíèÿ.

Êàêúâ å íàé-ãîëåìèÿò âúçìîæåí áðîé ðàçëè÷íè ðåøåíèÿ íà òàçè ñèñòåìà?

Ðåøåíèå: Ïðåîáðàçóâàìå ñèñòåìàòà äî∣∣∣∣∣∣
|(x− 4) (y − 3)| = b

(x− 4)2 + (y − 3)2 = 25− b2

Ïðè b /∈ [0, 5] ñèñòåìàòà íÿìà ðåøåíèå. Ïîëàãàìå u = |x− 4| è v = |y − 3| . Îò∣∣∣∣∣∣
uv = b

u2 + v2 = 25− b2
íàìèðàìå (u+ v)2 = 25 + 2b− b2 .

Ïîñëåäíîòî íÿìà ðåøåíèå ïðè 25+2b− b2 < 0 , ò.å. b /∈ [1−
√
26 , 1+

√
26 ] . Ñëåäîâàòåëíî,

òúðñåíèòå ñòîéíîñòè ñà â èíòåðâàëà [0, 5] . Çà òÿõ ïîëó÷àâàìå u+v =
√
25 + 2b− b2 , ïîíåæå

u ≥ 0 è v ≥ 0 .
Ñëåäîâàòåëíî, u è v ñà êîðåíèòå íà êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå t2−

√
25 + 2b− b2 t+b = 0 .



• Ïðè b = 0 óðàâíåíèåòî èìà êîðåíè 0 è 5 . Òîãàâà èçõîäíàòà ñèñòåìà èìà ðåøåíèÿ

(4, −2) ; (4, 8) ; (−1, 3) ; (9, 3) .

• Ïðè b ∈
(
0, −1 +

√
26
)
óðàâíåíèåòî èìà êîðåíè 0 < t1 < t2 . Òîãàâà èçõîäíàòà ñèñ-

òåìà èìà ðåøåíèÿ (4± t1, 3± t2) ; (4± t2, 3± t1) , êàòî çíàöèòå ñà íåçàâèñèìè, ò.å. 8
ðåøåíèÿ.

• Ïðè b =
√
26 − 1 óðàâíåíèåòî èìà äâîåí êîðåí t0 =

√√
26 − 1 . Òîãàâà èçõîäíàòà

ñèñòåìà èìà ðåøåíèÿ (4± t0, 3± t0) , êàòî çíàöèòå ñà íåçàâèñèìè, ò.å. 4 ðåøåíèÿ.

• Ïðè b ∈
(√

26 , 5
]
óðàâíåíèåòî íÿìà ðåøåíèå, ò.å. èçõîäíàòà ñèñòåìà íÿìà ðåøåíèå.

Çàäà÷à 3. Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêà òðîéêà x > 0 , y > 0 , z > 0 å èçïúëíåíî
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Êîãà ñå äîñòèãà ðàâåíñòâî?

Ðåøåíèå: Èçïîëçâàìå äîáðå èçâåñòíîòî íåðàâåíñòâî íà Êîøè-Øâàðö

(a1b1 + a2b2 + a3b3)
2 ≤

(
a21 + a22 + a23

) (
b21 + b22 + b23

)
,

ñ ðàâåíñòâî çà a1 = pb1 , a2 = pb2 , a3 = pb3 , p ∈ R .
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Îò äðóãà ñòðàíà
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êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà èñêàíîòî.

Ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ñàìî çà x = y = z .

Çàäà÷à 4. Äà ñå íàìåðÿò öåëèòå ÷èñëà K îò èíòåðâàëà [2000 , 2060] , çà êîèòî óðàâ-
íåíèåòî K + x2 = 2y èìà ðåøåíèå â öåëè ÷èñëà x è y .

Ðåøåíèå: Ïîíåæå 211 = 2048 ∈ [2000 , 2060] , òî çà K = 2012 èìàìå x = 6 , y = 11 ,
çà K = 2023 � x = 5 , y = 11 , çà K = 2032 � x = 4 , y = 11 , çà K = 2039 � x = 3 , y = 11 ,
çà K = 2044 � x = 2 , y = 11 , çà K = 207 � x = 1 , y = 11 , çà K = 2048 � x = 0 , y = 11 .

Ùå ïîêàæåì, ÷å çà îñòàíàëèòå öåëè ÷èñëà îò èíòåðâàëà [2000 , 2060] óðàâíåíèåòî
K + x2 = 2y íÿìà ðåøåíèå â öåëè ÷èñëà x è y .

Íåêà òî èìà ðåøåíèå, çà êîåòî x 6= 0 .



• Àêî K å ÷åòíî ÷èñëî, òî 4 äåëè K è óðàâíåíèåòî K1 + x2 = 2y , K = 4K1 , èìà

ðåøåíèå â öåëè ÷èñëà. Íàèñòèíà, â òîçè ñëó÷àé, x å ÷åòíî, çíà÷è x2 ñå äåëè íà 4 ,
îòêúäåòî, ñëåä ñúêðàùàâåíå íà 4 , ïîëó÷àâàìå K1 + x21 = 2y−2 , x = 2x1 , .

• Àêî K å íå÷åòíî ÷èñëî, òî è x å íå÷åòíî, çíà÷è x2 = 8x1 + 1 . Ñëåäîâàòåëíî,
K = 8K1 − 1 .

Ñëåäîâàòåëíî, óðàâíåíèåòî K + x2 = 2y áè ìîãëî äà èìà ðåøåíèå â öåëè ÷èñëà ñàìî

â ñëó÷àèòå 2007, 2015, 2031, 2055, 2060 (åêâèâàëåíòíî 515).

• Àêî K = 3K1 (2007, 2031, 2055), òî 3 íå äåëè x , çíà÷è x2 = 3x1 + 1 , îòêúäåòî
ïîëó÷àâàìå y = 2p . Òîãàâà K = (2p + x) (2p − x) , ò.å. K å ïðîèçâåäåíèå íà äâå

öåëè ÷èñëà ñúñ ñóìà 2p+1 .

• 2007 = 1.2007 = 3.669 = 9.223 ñà âñè÷êè ïðåäñòàâÿíèÿ êàòî ïðîèçâåäåíèå íà äâà

ìíîæèòåëÿ, òî çà K = 2031 óðàâíåíèåòî íÿìà ðåøåíèå.

• 2031 = 1.2031 = 3.677 ñà âñè÷êè ïðåäñòàâÿíèÿ êàòî ïðîèçâåäåíèå íà äâà ìíîæèòåëÿ,

òî çà K = 2007 óðàâíåíèåòî íÿìà ðåøåíèå.

• 2055 = 1.2055 = 3.685 = 5.411 = 15.137 ñà âñè÷êè ïðåäñòàâÿíèÿ êàòî ïðîèçâåäåíèå íà

äâà ìíîæèòåëÿ, òî çà K = 2055 óðàâíåíèåòî íÿìà ðåøåíèå.

• Àêî K = 5K1 (515, 2015), òî 5 íå äåëè x , çíà÷è x2 = 5x1 ± 1 , îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå
y = 2p . Òîãàâà K = (2p + x) (2p − x) , ò.å. K å ïðîèçâåäåíèå íà äâå öåëè ÷èñëà ñúñ

ñóìà 2p+1 .

• 515 = 1.515 = 5.103 ñà âñè÷êè ïðåäñòàâÿíèÿ êàòî ïðîèçâåäåíèå íà äâà ìíîæèòåëÿ, òî

çà K = 2060 óðàâíåíèåòî íÿìà ðåøåíèå.

• 2015 = 1.2015 = 5.403 = 13.155 = 31.65 ñà âñè÷êè ïðåäñòàâÿíèÿ êàòî ïðîèçâåäåíèå íà

äâà ìíîæèòåëÿ, òî çà K = 2015 óðàâíåíèåòî íÿìà ðåøåíèå.

Çàäà÷à 5. Ðîáîò ñå äâèæè ïî ðúáîâåòå íà êóá, êàòî çà åäèí õîä ïðåìèíàâà îò âðúõ

êúì äðóã âðúõ, ñâúðçàí ÷ðåç ðúá ñ íà÷àëíèÿ.

à) Êîè ñà êðàéíèòå âúðõîâå, äî êîèòî ùå äîñòèãíå ðîáîòúò, ñòàðòèðàéêè îò äàäåí âðúõ,

ñëåä ÷åòåí áðîé õîäîâå?

á) Äà ñå íàìåðè áðîÿò íà íà÷èíèòå, ïî êîèòî ðîáîòúò ìîæå äà ñå âúðíå â íà÷àëíèÿ

(äàäåí) âðúõ ñëåä èçâúðøâàíåòî íà 2N õîäà (N � åñòåñòâåíî ÷èñëî).

Ðåøåíèå: Íåêà êóáúò å ñ âúðõîâå Vq ñ êîîðäèíàòè (m1, m2, m3) , mi ∈ {0, 1} ,
q = 4m3+2m2+m1 . Îçíà÷àâàìå è e1 = (1, 0, 0) , e2 = (0, 1, 0) , e3 = (0, 0, 1) . Çà âúðõîâåòå
Vq è âåêòîðèòå ei èçïîëçâàìå ñúáèðàíå ïî ìîäóë 2 (0 + 0 = 1 + 1 = 0 , 1 + 0 = 0 + 1 = 1 ).

Ïî òîçè íà÷èí, êðàéíèÿò âðúõ íà õîä, ñ íà÷àëåí âðúõ Vq , å Vq + ei .

à) Âñåêè õîä ïðîìåíÿ ÷åòíîñòòà íà ñóìàòà m1 + m2 + m3 . Ñëåäîâàòåëíî, ÷åòåí áðîé

õîäîâå çàïàçâàò ÷åòíîñòòà íà òàçè ñóìà. Âúðõîâåòå ñå ðàçäåëÿò íà äâå ãðóïè � "÷åòíè"

V0 , V3 , V5 , V6 , è "íå÷åòíè" V1 , V2 , V4 , V7 , êàòî îò âðúõ îò åäíàòà ãðóïà íå ìîæå äà ñå

äîñòèãíå äî âðúõ îò äðóãàòà ñ ÷åòåí áðîé õîäîâå, à ñ äâà õîäà ìîæå äà ñå ñòèãíå äî âðúõ

îò ñúùàòà ãðóïà.

á) Òúðñèì áðîÿ íà ôóíêöèèòå ϕ , äåôèíèðàíè çà âñÿêî öÿëî k , 1 ≤ k ≤ 2N , è ñúñ

ñòîéíîñòè 1, 2 èëè 3, çà êîèòî

2N∑
k=1

eϕ(k) = V0 (äâîè÷íî ñúáèðàíå). Íåêà òîçè áðîé å B .



Ëåìà: Áðîÿò íà ôóíêöèèòå ϕ , äåôèíèðàíè çà âñÿêî öÿëî k , 1 ≤ k ≤ 2N , è ñúñ ñòîéíîñòè

1, 2 èëè 3, çà êîèòî

2N∑
k=1

eϕ(k) = V3 (äâîè÷íî ñúáèðàíå), å B − 1 .

Äîêàçàòåëñòâî: Çà ϕ , çà êîÿòî

2N∑
k=1

eϕ(k) = V0 è ϕ íå å êîíñòàíòàòà 3, äåôèíèðàìå

F (ϕ) = ψ ïî ñëåäíèÿ íà íà÷èí:

Íåêà p å íàé-ìàëêîòî öÿëî ÷èñëî ìåæäó 1 è 2N , çà êîåòî

ϕ(p+ 1) = ϕ(p+ 2) = . . . = ϕ(2N) . Ïîëàãàìå ψ(k) = ϕ(k) çà k 6= p è ψ(p) = 3− ϕ(p) .

Èìàìå

2N∑
k=1

eψ(k) =
2N∑
k=1

eϕ(k) + e1 + e2 = V0 + e1 + e2 = V3 .

Îò äðóãà ñòðàíà, àêî ψ å ôóíêöèÿ, çà êîÿòî

2N∑
k=1

eψ(k) = V3 , òî òÿ å "ñòîéíîñò" íà

F . Íàèñòèíà, ψ âçåìà ñòîéíîñò 1 (è ñòîéíîñò 2) íà ïîíå åäíî ìÿñòî. Îòíîâî îïðåäåëÿìå p
êàòî íàé-ìàëêîòî öÿëî ÷èñëî ìåæäó 1 è 2N , çà êîåòî ψ(p+ 1) = ψ(p+ 2) = . . . = ψ(2N) è

ïîëàãàìå ϕ(k) = çà k 6= p è ϕ(p) = 3− ψ(p). Òîãàâà ψ = F (ϕ) .

Ñëåäîâàòåëíî, F å áèåêöèÿ, ñ êîåòî ëåìàòà å äîêàçàíà. Òÿ å ïðèëîæèìà è çà âúðõîâåòå

V5 è V6 (ñ ïðåíîìåðèðàíå). Âñè÷êè íà÷èíè íà äâèæåíèå, ñòàðòèðàùè îò V0 è ñúñòîÿùè

ñå îò 2N õîäà, ñà 32N íà áðîé è çàâúðøâàò â åäèí îò âúðõîâåòå V0 , V3 , V5 , V6 , îòêúäåòî

3(B − 1) +B = 32N , ò.å. B =
32N + 3

4
.


