
ñó ½ñâ. êëèìåíò îõðèäñêè� � ôàêóëòåò ïî ìàòåìàòèêà è

èíôîðìàòèêà

íàöèîíàëíî ñúñòåçàíèå ïî åëåìåíòàðíà ìàòåìàòèêà

½òóðíèð ïðîô. áîðèñëàâ áîÿíîâ�

08 ôåâðóàðè 2015 ã.

óñëîâèÿ è ïðèìåðíè ðåøåíèÿ íà çàäà÷èòå

Çàäà÷à 1. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî
√
x2 − x + 1 +

√
x2 − x + 4 =

√
2x2 − 2x + 9 .

Ðåøåíèå: Ïîëàãàìå y := x2 − x + 1 =
�
x − 1

2

�2
+

3

4
≥ 3

4
, ïðè êîåòî ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî

√
y+
√
y + 3 =

√
2y + 7 . Ïîâäèãàíå íà êâàäðàò è ïîëó÷àâàìå åêâèâàëåíòíîòî óðàâíåíèå

√
y
√
y + 3 = 2 .

Ñëåä îùå åäíî âäèãàíå íà êâàäðàò ïîëó÷àâàìå íîâî åêâèâàëåíòíî óðàâíåíèå y2 + 3y − 4 = 0 ñ êîðåíè

y1 = −4 è y2 = 1 . Ñàìî y2 èçïúëíÿâà óñëîâèåòî y ≥ 3/4 , ñëåäîâàòåëíî å èçïúëíåíî óðàâíåíèåòî

x2 − x + 1 = 1. Êîðåíèòå ìó x1 = 0 è x2 = 1 ñà ðåøåíèÿòà íà äàäåíîòî óðàâíåíèå .

Çàäà÷à 2. Ïåðèìåòúðúò íà òðèúãúëíèêà ABC å ðàâåí íà 9. Ïðàâàòà A1B1 (A1 ∈ AC, B1 ∈
BC) îòñè÷à îò ∆ABC òðèúãúëíèê A1B1C ñ ïåðèìåòúð 4 . Äà ñå íàìåðè äúëæèíàòà íà AB, àêî â

÷åòèðèúãúëíèêà ABB1A1 ìîæå äà ñå âïèøå îêðúæíîñò.

Ðåøåíèå: Îò AB +BC +CA = 9 è A1B1 +B1C +CA1 = 4 ñëåä ïî÷ëåííî èçâàæäàíå

ïîëó÷àâàìå (AB−A1B1)+(BC−B1C)+(CA−CA1) = 5 = AB−A1B1+AA1+BB1 . Òúé

êàòî ÷åòèðèúãúëíèêúò ABB1A1 å îïèñàí îêîëî îêðúæíîñò, èìàìå AB +A1B1 = BB1 +
AA1, ñëåäîâàòåëíî 5 = AB −A1B1 + (BB1 + AA1) = AB −A1B1 + (AB + A1B1) = 2AB .

Îò òóê íàìèðàìå AB =
5

2
.

Çàäà÷à 3. Äà ñå íàìåðè áðîÿò íà ðàçëè÷íèòå (ò. å. íååäíàêâè) òðèúãúëíèöè, âñè÷êè ñòðàíè íà

êîèòî ñà ñ äúëæèíè ðàâíè íà ÷èñëà îò ìíîæåñòâîòî {1, 3, 4, 5, 7} .

Ðåøåíèå: Íåîáõîäèìîòî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà òîâà òðè ïîëîæèòåëíè ÷èñëà a ≤ b ≤ c äà

ñà äúëæèíè íà ñòðàíè íà òðèúãúëíèê å äà å èçïúëíåíî c < a + b . Áðîÿò íà âñè÷êèòå íååäíàêâè

òðèúãúëíèöè å 23 , êàòî â òîâà ÷èñëî âëèçàò:

• 5 ðàâíîñòðàííè òðèúãúëíèêà ñ äúëæèíè íà ñòðàíèòå 1, 3, 4, 5 è 7;

• 10 ðàâíîáåäðåíè òðèúãúëíèêà, â êîèòî îñíîâàòà å ïî-ìàëêà îò áåäðîòî, òîâà ñà òðèúãúëíèöèòå ñ

äúëæèíè íà ñòðàíèòå: {1, 3, 3} , {1, 4, 4} , {1, 5, 5} , {1, 7, 7} , {3, 4, 4} , {3, 5, 5} , {3, 7, 7} , {4, 5, 5} ,
{4, 7, 7} è {5, 7, 7} ;

• 5 ðàâíîáåäðåíè òðèúãúëíèêà ñ îñíîâà ïî-ãîëÿìà îò áåäðîòî, òîâà ñà òðèúãúëíèöèòå ñ äúëæèíè

íà ñòðàíèòå: {4, 3, 3} , {5, 3, 3} , {5, 4, 4} , {7, 4, 4} è {7, 5, 5} ;
• 3 òðèúãúëíèêà ñ ðàçëè÷íè äúëæèíè íà ñòðàíèòå: {3, 4, 5} , {3, 5, 7} è {4, 5, 7} .

Çàäà÷à 4. Äà ñå íàìåðè ìàêñèìàëíîòî ëèöå íà ÷åòèðèúãúëíèê, äâå îò ñòðàíèòå íà êîéòî èìàò

äúëæèíà 5 , à äðóãèòå äâå ñà ñ äúëæèíà 6 .

Ðåøåíèå: Âúçìîæíè ñà äâà ñëó÷àÿ: 1) äâîéêèòå ðàâíè ñòðàíè ñà ñðåùóïîëîæíè; 2) äâîéêèòå ðàâíè

ñòðàíè ñà ñúñåäíè. Â ïúðâèÿ ñëó÷àé ÷åòèðèúãúëíèêúò å óñïîðåäíèê, èçìåæäó óñïîðåäíèöèòå ñ äàäåíè

ñòðàíè íàé-ãîëÿìî ëèöå èìà ïðàâîúãúëíèêúò. Ïðè äàäåíîòî â çàäà÷àòà òîâà ìàêñèìàëíî ëèöå å 30.
Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé äèàãîíàëúò ïðåç âúðõîâåòå, îò êîèòî èçëèçàò ðàâíè ñòðàíè, ðàçäåëÿ ÷åòèðèúãúë-

íèêà íà äâà åäíàêâè òðèúãúëíèêà. Èçìåæäó òðèúãúëíèöèòå ñ äâå äàäåíè ñòðàíè íàé-ãîëÿìî ëèöå èìà

ïðàâîúãúëíèÿò, ñ ïðàâ úãúë ìåæäó äàäåíèòå ñòðàíè. Ïðè äàäåíîòî â çàäà÷àòà òîâà ìàêñèìàëíî ëèöå

å 15, à ìàêñèìàëíîòî ëèöå çà ÷åòèðèúãúëíèêà � 30 .



Çàäà÷à 5. Äàäåí å ÷åòèðèúãúëíèê ABCD , çà êîéòî AC å úãëîïîëîâÿùà íà ^BAD = 120◦,
AB = 5, AC = 9 è AD = 4 . Äà ñå äîêàæå, ÷å îêîëî ÷åòèðèúãúëíèêà ABCD ìîæå äà ñå îïèøå

îêðúæíîñò, è äà ñå íàìåðè äúëæèíàòà íà ðàäèóñà �è .

Ðåøåíèå: Âúðõó äèàãîíàëà AC ïîñòðîÿâàìå òî÷êà M , òàêàâà ÷å AM = 5. Òðèúãúëíèêúò ABM
å ðàâíîñòðàíåí è BM = 5, ^BMC = 120◦ è CM = AC − AM = 4, ñëåäîâàòåëíî ∆ABD ∼= ∆MBC è

^ADB = ^ACB. Ïîëó÷èõìå, ÷å îòñå÷êàòà AB ñå âèæäà ïîä åäèí è ñúùè úãúë îò òî÷êèòå C è D, ò.å.
÷åòèðèúãúëíèêúò å âïèñàí â îêðúæíîñò k è òÿ ñå ÿâÿâà îïèñàíà è îêîëî ∆ABC.
Îò êîñèíóñîâàòà òåîðåìà çà ∆ABC èìàìå BC2 = 52 + 92 − 2 · 5 · 9 · cos 60◦ èëè
BC =

√
61. Ñåãà îò ñèíóñîâàòà òåîðåìà çà ∆ABC íàìèðàìå ðàäèóñà R íà k:

R =
BC

2 sin 60◦
=

√
183

3
.

Çàáåëåæêà. Îò êîñèíóñîâàòà òåîðåìà çà ∆ABD è ∆ACD ñúùî ìîæåì äà ïî-

ëó÷èì BD = BC = CD =
√

61, ò.å. òðèúãúëíèêúò BCD å ðàâíîñòðàíåí. Òîãàâà

^BAD + ^BCD = 120◦ + 60◦ = 180◦ è ñëåäîâàòåëíî îêîëî ABCD ìîæå äà ñå

îïèøå îêðúæíîñò .

Çàäà÷à 6. Äà ñå ðåøè íåðàâåíñòâîòî:

log 5x+3 (3x + 7)2 + log 3x+7 (5x + 3)2 ≤ 5 .

Ðåøåíèå: Äîïóñòèìèòå ñòîéíîñòè çà x îïðåäåëÿìå îò èçèñêâàíèÿòà 5x + 3 > 0, 5x + 3 6= 1,
3x + 7 > 0, 3x + 7 6= 1, îòêúäåòî íàìèðàìå x ∈ (−3

5 ,−
2
5) ∪ (−2

5 ,∞). Äàäåíîòî íåðàâåíñòâî å åêâè-

âàëåíòíî íà log 5x+3 (3x + 7) + log 3x+7 (5x + 3) ≤ 5
2 . Ïîëàãàìå y = log 3x+7 (5x + 3) è èçïîëçâàíå íà

ñâîéñòâîòî log 5x+3 (3x + 7) = 1
log 3x+7 (5x+3) = 1

y , çà äà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâîòî y + 1
y ≤

5
2 , ÷èåòî ðåøåíèå

å y ∈ (−∞, 0) ∪ [12 , 2] . Îò òóê ñëåäâà, ÷å çà x òðÿáâà äà å èçïúëíåíî èëè log 3x+7 (5x + 3) < 0 , èëè
1
2 ≤ log 3x+7 (5x + 3) ≤ 2 . Îòáåëÿçâàéêè, ÷å ïðè äîïóñòèìèòå ñòîéíîñòè íà x çà îñíîâàòà íà ëîãàðè-

òúìà èìàìå 3x+ 7 > 7− 9
5 > 1 , èçâúðøâàìå àíòèëîãàðèòìóâàíåòî, ïîëó÷àâàéêè ÷å òðÿáâà äà å èçïúë-

íåíî èëè 0 < 5x + 3 < 1, èëè
√

3x + 7 ≤ 5x + 3 ≤ (3x + 7)2 . Ïúðâàòà ñèñòåìà íåðàâåíñòâà èìà ðåøåíèå
x ∈ (−3

5 ,−
2
5) . Ðåøåíèåòî íà ëÿâîòî íåðàâåíñòâî îò âòîðàòà ñèñòåìà å x ∈ (−∞,−1)∪[− 2

25 ,∞), à äÿñíîòî
å èçïúëíåíî çà âñÿêî x. Ïðåäâèä äîïóñòèìèòå ñòîéíîñòè çà x, ðåøåíèåòî íà âòîðàòà ñèñòåìà îò íåðà-
âåíñòâà å x ∈ [− 2

25 ,∞). Îêîí÷àòåëíî, ðåøåíèåòî íà èçõîäíîòî íåðàâåíñòâî å x ∈ (−3
5 ,−

2
5) ∪ [− 2

25 ,∞).

Çàäà÷à 7. Íåêà ABCD å òðèúãúëíà ïèðàìèäà, çà êîÿòî AB = CD = 16, à îñòàíàëèòå �è ðúáîâå

ñà ñ äúëæèíà 14 . Äà ñå íàìåðè ðàäèóñúò íà îïèñàíàòà îêîëî ïèðàìèäàòà ñôåðà .

Ðåøåíèå: Íåêà C1 å ñðåäà íà ñòðàíàòà AB. Îò åäíàêâîñòòà íà ðàâíîáåäðåíèòå òðèúãúëíèöè ABD
è ABC ñëåäâà, ÷å DC1 è CC1 ñà âèñî÷èíè íà ∆ABD è ∆ABC è DC1 = CC1. Òàêà, ðàâíèíàòà

(CC1D) ⊥ AB è (CC1D) ⊥ (ABC). Ñëåäîâàòåëíî, ïðîåêöèÿòà H íà âúðõà D íà ïèðàìèäàòà âúðõó

ðàâíèíàòà (ABC) ëåæè âúðõó CC1 (DH å âèñî÷èíàòà íà ïèðàìèäàòà) è DH å âèñî÷èíà â ðàâíîáåäðå-

íèÿ òðèúãúëíèê CC1D.

Íåêà O,R è O1, R1 ñà ñúîòâåòíî öåíòúðúò è ðàäèóñúò íà îïèñàíàòà îêîëî

ïèðàìèäàòà ñôåðà è öåíòúðúò è ðàäèóñúò íà îïèñàíàòà îêîëî òðèúãúëíèêà ABC
îêðúæíîñò. ßñíî å, ÷å ïðîåêöèÿòà íà òî÷êàòà O âúðõó ðàâíèíàòà íà îñíîâàòà å

òî÷êàòà O1. Òîãàâà òî÷êàòà C ′ 6≡ C, êîÿòî ëåæè âúðõó CC1 è îïèñàíàòà îêîëî

∆ABC îêðúæíîñò (O1C
′ = O1C) ùå ëåæè âúðõó îïèñàíàòà îêîëî ïèðàìèäàòà

ñôåðà. Òúé êàòî ðàâíèíàòà CC ′D ñúäúðæà O, òî òÿ îòñè÷à îò ñôåðàòà ãîëÿìà

îêðúæíîñò, êîÿòî ñúâïàäà ñ îïèñàíàòà îêîëî òðèúãúëíèêà CC ′D îêðúæíîñò,

ò. å. R ñúâïàäà ñ ðàäèóñà íà òàçè îêðúæíîñò. Ïðåñìÿòàìå ïîñëåäîâàòåëíî:

CC1 =

s
BC2 −

�
AB

2

�2

= 2
√

33, SCC1D =
CD

È
CC2

1 − CD2

4

2
= 16

√
17, DH =

2SCC1D

CC1
= 16

r
17

33
,

SABC =
AB.CC1

2
= 16

√
33, R1 =

AB.AC.BC

4SABC
=

49√
33

, CC ′ = 2R1 =
98√
33

,



sin^C ′CD = sin^HCD =
HD

CD
=

r
17

33
, cos^C ′CD =

È
1− sin2^C ′CD =

4√
33

,

C ′D2 = C ′C2 + CD2 − 2C ′C.CD. cos^C ′CD =
1836

11
, C ′D = 6

r
51

11
, R =

C ′D

2 sin^C ′CD
= 9.

Çàäà÷à 8. Äàäåíî å óðàâíåíèåòî

x4 + x2 − a x − 3 = 0 ,

êúäåòî a å ðåàëåí ïàðàìåòúð. Äà ñå äîêàæå, ÷å óðàâíåíèåòî èìà òî÷íî äâà ðåàëíè êîðåíà, è äà ñå

íàìåðè a , àêî ñóìàòà èì å ðàâíà íà 1 .

Ðåøåíèå: Î÷åâèäíî x = 0 íå å êîðåí íà äàäåíîòî óðàâíåíèå, è ïðè x 6= 0 òî å åêâèâàëåíòíî íà

óðàâíåíèåòî ϕ(x) = a , êúäåòî ϕ(x) := x3 + x − 3
x . Ôóíêöèÿòà ϕ å íåïðåêúñíàòà è ñòðîãî ìîíîòîííî

ðàñòÿùà â èíòåðâàëèòå (−∞, 0) è (0,∞) ; ìîíîòîííîñòòà ñëåäâà îò ϕ′(x) = 3x2 + 1 + 3
x2 > 0 . Îò òóê

è îò

lim
x→−∞

ϕ(x) = −∞ , lim
x→0
x<0

ϕ(x) = +∞ , lim
x→0
x>0

ϕ(x) = −∞ , lim
x→+∞

ϕ(x) = +∞

ïîëó÷àâàìå, ÷å óðàâíåíèåòî ϕ (x) = a , à ñëåäîâàòåëíî è èçõîäíîòî óðàâíåíèå, èìà òî÷íî åäèí îòðèöà-
òåëåí êîðåí x1 è òî÷íî åäèí ïîëîæèòåëåí êîðåí x2 . Íåêà x1 + x2 = 1 , è äà îçíà÷èì x1 x2 =: b , b < 0 ,
òîãàâà

x4 + x2 − a x − 3 = (x − x1)(x − x2)(x
2 + c x + d) = (x2 − x + b)(x2 + c x + d)

= x4 + (c− 1)x3 + (b + d− c)x2 + (b c− d)x + b d .

Ïðèðàâíÿâàéêè êîåôèöèåíòèòå ïðåä åäíàêâèòå ñòåïåíè íà x , ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî c = 1 ,
b + d = 2 , d − b = a è b d = −3 . Ñëåäîâàòåëíî b è d ñà êîðåíèòå íà êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå

t2 − 2 t − 3 = 0 , è ïîíåæå b < 0 , íàìèðàìå b = −1 è d = 3 , à îò òóê a = d − b = 4 .


