
ñó ½ñâ. êëèìåíò îõðèäñêè� � ôàêóëòåò ïî ìàòåìàòèêà è
èíôîðìàòèêà

íàöèîíàëíî ñúñòåçàíèå ïî åëåìåíòàðíà ìàòåìàòèêà

½òóðíèð ïðîô. áîðèñëàâ áîÿíîâ�
8 ìàðò 2015 ã.

Óñëîâèÿ è ðåøåíèÿ íà çàäà÷èòå îò âòîðèÿ êðúã

Çàäà÷à 1. Ñóòðèíòà ïðåäè äà îòèäå íà ó÷èëèùå, ó÷åíèêúò Èâàí Êàëèòêîâ íàïèñàë áåëåæêà íà áàùà
ñè ñ ìîëáà äà ìó îñòàâè ïàðè, çà äà ñè êóïè ÷èôò íîâè ìàðàòîíêè, êàòî íàïèñàë òî÷íàòà èì öåíà . Êàòî ñå
âúðíàë îò ó÷èëèùå, Êàëèòêîâ ñ óäîâîëñòâèå óñòàíîâèë, ÷å ðàçñåÿíèÿò ìó áàùà å ðàçìåíèë êîëè÷åñòâàòà
íà ëåâîâåòå è íà ñòîòèíêèòå îò áåëåæêàòà. Èâàí áúðçî ïðåñìåòíàë, ÷å îñòàâåíèòå îò áàùà ìó ïàðè ñòèãàò
äà ñè êóïè äâà ÷èôòà ìàðàòîíêè, è ùå ìó îñòàíàò 1 ëåâ è 50 ñòîòèíêè. Êîëêî ñòðóâà ÷èôò ìàðàòîíêè ?

Ðåøåíèå: Äà îçíà÷èì êîëè÷åñòâàòà íà ëåâîâåòå è íà ñòîòèíêèòå â öåíàòà íà ÷èôò ìàðàòîíêè ñúîò-
âåòíî ñ x è y, òîãàâà ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å y ≤ 99 è x ≤ 49. Îò óñëîâèåòî ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

2(100x + y) + 150 = 100y + x ⇒ 199x + 150 = 98 y ⇒ y = 2x + 1 +
3x+ 52

98
,

ñëåäîâàòåëíî 3x + 52 ñå äåëè íà 98. Ïîíåæå 52 ≤ 3x + 52 ≤ 199 , åäèíñòâåíèòå âúçìîæíîñòè ñà
3x + 52 = 98 èëè 3x + 52 = 196. Ñàìî âòîðîòî óðàâíåíèå èìà öåëî÷èñëåíî ðåøåíèå, x = 48, îòêúäåòî
íàìèðàìå y = 99. È òàêà, ÷èôò ìàðàòîíêè ñòðóâà 48 ëåâà è 99 ñòîòèíêè.

Çàäà÷à 2. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC, çà êîéòî AC > BC, ^ACB = γ è tg
γ

2
=

2

3
. Ñèìåòðàëàòà s íà

ñòðàíàòà AB è úëîïîëîâÿùàòà l íà ^ACB ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà N è SABN : SABC = 1 : 2. Òî÷êèòå
L è H ñà ñúîòâåòíî ïåòè íà úãëîïîëîâÿùàòà è âèñî÷èíàòà ïðåç âúðõà C è CL = 2

√
13. Äà ñå íàìåðè

äúëæèíàòà íà îòñå÷êàòà HB.

Ðåøåíèå: Äà ïîñòðîèì îïèñàíàòà îêîëî ∆ABC îêðúæíîñò è äà ðàçãëåäàìå ñðåäàòà íà äúãàòà ÃB,
òàçè òî÷êà å îò úãëîïîëîâÿùàòà l íà ^ACB è îò ñèìåòðàëàòà s íà ñòðàíàòà AB (íà ðàâíè äúãè â åäíà

îêðúæíîñò ñúîòâåòñòâàò ðàâíè õîðäè), ò.å. ñúâïàäà ñ òî÷êàòà N è ^NAB = ^NCB =
N̄B

2
=
γ

2
. Íåêà

îçíà÷èì AB = c, NM = h1 è ML = x, êúäåòî M å ñðåäàòà íà AB. Òàêà NM ⊥ AB, à îò óñëîâèåòî
1

2
=
SABN

SABC
=

AB·NM
2

AB·CH
2

ïîëó÷àâàìå CH = h = 2h1. Îò ïðàâîúãúëíèÿ ∆AMN èìàìå
2

3
= tg

γ

2
=
NM

AM
=
h1
c
2

èëè h1 =
c

3
. Èìàìå îùå ∆NML ∼ ∆CHL, îòêúäåòî

1

2
=
NM

CH
=
NL

CL
=
ML

LH
, ò.å. NL =

√
13 è LH = 2x.

Îò ïðàâîúãúëíèÿ ∆NML èìàìå h21 + x2 = NL2 = 13 èëè x2 = 13 − c2

9
, à îò

ñâîéñòâîòî íà îêðúæíîñòòà ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå AL · LB = NL · CL =
√

13 · 2
√

13 = 26,
( c

2
+ x
)( c

2
− x
)

=
c2

4
− x2 =

c2

4
−
Å

13− c2

9

ã
= 26, c2 · 13

36
= 39.

Îò òóê íàìèðàìå c = 6
√

3, h1 =
c

3
= 2
√

3, x =
»

13− h21 = 1. Íàêðàÿ ïðåñìÿòàìå

HB = MB −MH =
c

2
− 3x = 3

√
3− 3 = 3(

√
3− 1).

Çàäà÷à 3. Äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà: ∣∣∣∣∣∣
2x2 − 4x + 2 = y
2 y2 − 4y + 2 = z
2 z2 − 4z + 2 = x .

Ðåøåíèå: ßñíî å, ÷å x ≥ 0 , y ≥ 0 , z ≥ 0 . Àêî äîïóñíåì, ÷å x > 2 , òîãàâà îò ïúðâîòî óðàâíåíèå íà
ñèñòåìàòà ùå ïîëó÷èì

y = 2x2 − 4x + 2 > x > 2 ,

è ïðèëàãàéêè ñúùèòå ðàçñúæäåíèÿ êúì âòîðîòî è òðåòîòî óðàâíåíèå íà ñèñòåìàòà, ïîëó÷àâàìå ïîñëåäî-
âàòåëíî z > y > x > 2 è x > z > y > x, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî x ≤ 2 è àíàëîãè÷íî



y ≤ 2 è z ≤ 2. Òîãàâà −1 ≤ x − 1 ≤ 1 è ìîæåì äà ïîëîæèì x − 1 := cos t çà t ∈ [0 , π] . Îò òóê,

y − 1 = 2 (x − 1)
2 − 1 = 2 cos2 t − 1 = cos 2t , z − 1 = cos 4t è x − 1 = cos 8t . Ïîëó÷èõìå óðàâíåíèåòî

cos 8t = cos t, êîåòî å åêâèâàëåíòíî ñ sin
7t

2
sin

9t

2
= 0 . Ðåøåíèÿòà íà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå â [0 , π] ñà:

t1 = 0, t2 =
2π

7
, t3 =

4π

7
, t4 =

6π

7
, t5 =

2π

9
, t6 =

4π

9
, t7 =

2π

3
, t8 =

8π

9
.

Ñúîòâåòíî, ðåøåíèÿòà íà äàäåíàòà ñèñòåìà ñà:

• (x, y, z) = (2, 2, 2), ïîëó÷åíî ïðè t = t1;

• (x, y, z) =

Å
1

2
,

1

2
,

1

2

ã
, ïîëó÷åíî ïðè t = t7;

• (x, y, z) =

Å
1 + cos

2π

7
, 1 + cos

4π

7
, 1 + cos

8π

7

ã
, è îùå äâå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åíè îò òîâà ðåøåíèå ñ

öèêëè÷íà çàìÿíà. Òåçè ðåøåíèÿ îòãîâàðÿò íà t = t2, t3 è t4 ;

• (x, y, z) =

Å
1 + cos

2π

9
, 1 + cos

4π

9
, 1 + cos

8π

9

ã
, è îùå äâå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åíè îò òîâà ðåøåíèå ñ

öèêëè÷íà çàìÿíà. Òåçè ðåøåíèÿ îòãîâàðÿò íà t = t5, t6 è t8 .

Çàäà÷à 4. Íåêà P (x) = a x3 + b x2 + c x + d å ïîëèíîì ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè, òàêúâ ÷å
∣∣P (± 1

2

)∣∣ ≤ 1
è
∣∣P (±1)

∣∣ ≤ 1 . Äà ñå íàìåðè P (x) , àêî P ′(1) = 9 .

Ðåøåíèå: Ùå äîêàæåì, ÷å çà âñåêè ïîëèíîì P îò ñòåïåí íåíàäìèíàâàùà 3 å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

P ′(1) = −1

2
P (−1) +

4

3
P
(
− 1

2

)
− 4P

(1

2

)
+

19

6
P (1) . (1)

Çà öåëòà óìíîæàâàìå äâåòå ñòðàíè íà ðàâåíñòâàòà

P (−1) = − a + b − c + d

P
(
− 1

2

)
= −1

8
a +

1

4
b − 1

2
c + d

P
(1

2

)
=

1

8
a +

1

4
b +

1

2
c + d

P (1) = a + b + c + d

(2)

ñúîòâåòíî ñ (íåèçâåñòíèòå çàñåãà) ÷èñëà c1, c2, c3 è c4, è ãè ñúáèðàìå, êàòî èñêàìå äà ïîëó÷èì ðåçóëòàò
P ′(1) = 3 a + 2 b + c. Ïðèðàâíÿâàéêè êîåôèöèåíòèòå ïðåä a, b, c è d, ïîëó÷àâàìå ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ
çà c1, c2, c3 è c4 : ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

− c1 − 1

8
c2 +

1

8
c3 + c4 = 3

c1 +
1

4
c2 +

1

4
c3 + c4 = 2

− c1 − 1

2
c2 +

1

2
c3 + c4 = 1

c1 + c2 + c3 + c4 = 0 .

Ðåøåíèåòî íà òàçè ñèñòåìà å c1 = −1

2
, c2 =

4

3
, c3 = −4 è c4 =

19

6
, ò.å. âÿðíà å ôîðìóëàòà (1). Îò òàçè

ôîðìóëà, íåðàâåíñòâîòî y ≤ |y| è óñëîâèåòî çà P ïîëó÷àâàìå

9 = P ′(1) = −1

2
P (−1) +

4

3
P
(
− 1

2

)
− 4P

(1

2

)
+

19

6
P (1)

≤ 1

2
|P (−1)| +

4

3

∣∣∣P(− 1

2

)∣∣∣ + 4
∣∣∣P(1

2

)∣∣∣ +
19

6
|P (1)| ≤ 1

2
+

4

3
+ 4 +

19

6
= 9 .

Çà äà ñå èçêëþ÷è àáñóðäíîòî íåðàâåíñòâî 9 < 9, òðÿáâà íàâñÿêúäå â ãîðíèòå íåðàâåíñòâà äà å èçïúëíåíî
ðàâåíñòâî. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âñè÷êè ñúáèðàåìè â ïúðâèÿ ðåä ñà ïîëîæèòåëíè è

∣∣P (± 1
2

)∣∣ =
∣∣P (±1)

∣∣ = 1.
Îò òóê çàêëþ÷àâàìå, ÷å P (1) = 1, P

(
1
2

)
= −1, P

(
− 1

2

)
= 1, è P (−1) = −1. Çàìåñòâàìå ñ òåçè ñòîéíîñòè â

ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ (2) è íàìèðàìå ðåøåíèåòî �è: a = 4, b = d = 0, è c = −3. Îêîí÷àòåëíî, òúðñåíèÿò
ïîëèíîì å P (x) = 4x3 − 3x.



Çàáåëåæêà. Ôîðìóëàòà (1) ìîæå äà ñå èçâåäå ÷ðåç äèôåðåíöèðàíå íà èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì íà
Ëàãðàíæ ñ âúçëè ±1 è ± 1

2 è ïîëàãàíå x = 1 .

Çàäà÷à 5. Ñ B(N) å îçíà÷åí áðîÿò íà âñè÷êè ðàçëè÷íè ðåäèöè îò öåëè ÷èñëà

1 ≤ k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kN ≤ N

(ðåäèöèòå {k1, k2, . . . , kN} è {k′1, k′2, . . . , k′N} ñà ðàçëè÷íè, àêî ki 6= k′i çà ïîíå åäíî i, 1 ≤ i ≤ N) .

à) Ñ êîëêî íóëè çàâúðøâà äåñåòè÷íèÿò çàïèñ íà B(2015) ?

á) Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî åñòåñòâåíè ÷èñëà N , çà êîèòî ïîñëåäíàòà öèôðà â
äåñåòè÷íèÿ çàïèñ íà B(N) å 5 .

Ðåøåíèå: Ùå ïîêàæåì, ÷å B(N) =

Ç
2N − 1

N

å
. Çà öåëòà ðàçãëåæäàìå èçîáðàæåíèåòî F , êîåòî íà

ðåäèöà îò âèäà â óñëîâèåòî ñúïîñòàâÿ ðåäèöà

0 < m1 < m2 < · · · < mN < 2N

ïî ôîðìóëàòà mi = ki + i − 1 . F å âçàèìíî åäíîçíà÷íî, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å B(N) ñúâïàäà ñ áðîÿ íà
èçáîðèòå íà N ÷èñëà îò 2N − 1 âúçìîæíîñòè.

Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèÿ ôàêò: Àêî p å ïðîñòî ÷èñëî, òî ñòåïåíòà ìó â ðàçëàãàíåòî íà n! å ðàâíà íà∑
s≥1

ï
n

p s

ò
.

à) Ïðåñìÿòàìå ñòåïåíèòå íà 2 â 4029! , 2015! è 2014! .∑
s≥1

ï
4029

2 s

ò
= 2014 + 1007 + 503 + 251 + 125 + 62 + 31 + 15 + 7 + 3 + 1 ,

∑
s≥1

ï
2015

2 s

ò
= 1007 + 503 + 251 + 125 + 62 + 31 + 15 + 7 + 3 + 1 ,

∑
s≥1

ï
2014

2 s

ò
= 1007 + 503 + 251 + 125 + 62 + 31 + 15 + 7 + 3 + 1 .

Îò òóê, ∑
s≥1

ï
4029

2 s

ò
−
∑
s≥1

ï
2015

2 s

ò
−
∑
s≥1

ï
2014

2 s

ò
= 9 ,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å B(2015) ñå äåëè íà 29 .

Ïðåñìÿòàìå ñòåïåíèòå íà 5 â 4029! , 2015! è 2014! .∑
s≥1

ï
4029

5 s

ò
= 805 + 161 + 32 + 6 + 1 ,

∑
s≥1

ï
2015

5 s

ò
= 403 + 80 + 16 + 3 ,

∑
s≥1

ï
2014

5 s

ò
= 402 + 80 + 16 + 3 ,

îòêúäåòî ∑
s≥1

ï
4029

5 s

ò
−
∑
s≥1

ï
2015

5 s

ò
−
∑
s≥1

ï
2014

5 s

ò
= 2 ,

è B(2015) ñå äåëè íà 52 (íî íå ñå äåëè íà 53). Ñëåäîâàòåëíî, äåñåòè÷íèÿò çàïèñ íà B(2015) çàâúðøâà ñ
äâå íóëè.

á) B(2n) å íå÷åòíî ÷èñëî çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n . Íàèñòèíà,

∑
s≥1

ï
2n+1 − 1

2 s

ò
=

n∑
s=1

(
2n+1−s − 1

)
= 2n+1 − 2− n ,



∑
s≥1

ï
2n

2 s

ò
=

n∑
s=1

2n−s = 2n − 1 ,

∑
s≥1

ï
2n − 1

2 s

ò
=

n−1∑
s=1

(
2n−s − 1

)
= 2n − 1− n ,

îòêúäåòî ∑
s≥1

ï
2n+1 − 1

2 s

ò
−
∑
s≥1

ï
2n

2 s

ò
−
∑
s≥1

ï
2n − 1

2 s

ò
= 0 ,

ñ êîåòî òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî.

B(24n+3) ñå äåëè íà 5 çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n . Íàèñòèíà, 24n+3 = 5K + 3 çà íÿêîå åñòåñòâåíî
÷èñëî K . Òîãàâà ï

24n+4 − 1

5

ò
= 2K + 1 > K +K =

ï
24n+3

5

ò
+

ï
24n+3 − 1

5

ò
.

Ïðåäâèä íåðàâåíñòâîòî [x+ y] ≥ [x] + [y] äîêàçàòåëñòâîòî íà á) å çàâúðøåíî.


