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Glava 1

Uvod

Nasto�wi�t disertacionen trud sъdъrжa izsledvani� po n�kolko zada-
qi ot oblastta na kra�nite geometrii, imawi vrъzka s teori� na xu-
mozawitnite kodove. Tezi dva d�la na matematikata vъznikvat poqti ed-
novremenno i nezavisimo edin ot drug v sredata na XX vek. Za roжdena
data na teori� na kodiraneto se priema publikuvaneto na zabeleжitel-
nata stati� na C. Shannon [174], v ko�to to� dokazva, qe za vs�ka sko-
rost po-malka ot kapaciteta na izpolzvani� kanal sъwestvuvat blokovi
kodove, kakto i pravilo za dekodiraneto im, za koito grexkata pri
dekodirane na proizvolna kodova duma e po-malka ot vs�ka predvaritel-
no zadadena konstanta. Tozi rezultat e izvesten kato osnovna teorema
na kanalnoto kodirane i e podrobno izloжen v [42, 92]. Za sъжalenie,
vъvedenite ot Shannon stohastiqni kodove sa s takava gol�ma dъlжina,
qe praktiqeskoto im izpolzvane e nevъzmoжno. Taka gol�mo znaqenie
pridobiva obratnata teorema: v sluqaite, kogato skorostta na izpolz-
vanite kodove e po-gol�ma ot kapaciteta na izpolzvani� kanal, ne e
vъzmoжno predavane na danni s proizvolno malka grexka pri dekodi-
rane. Ot praktiqeska gledna toqka izkl�qitelno vaжna e zadaqata za
postro�vane na ”dobri” kodove i na algoritmi za dekodiraneto im. Za
dobri obiknoveno se sqitat kodove, koito leжat ili sa blizo do izvest-
nite teoretiqni granici.

V godinite sled po�v�vaneto na rabotata na C. Shannon line�nite
kodove se prevrъwat v na�-izsledvani� klas blokovi kodove. Naliqieto
na hubava matematiqeska struktura gi pravi lesni za opisanie i analiz
i vodi do efektivni algoritmi za dekodirane. Sledva da otbeleжim, qe
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4 1. Uvod

makar obwata zadaqa za dekodirane na lineen kod po principa na maksi-
malnoto pravdopodobie da e NP-pъlna [16], tova ne izkl�qva naliqieto
na kodove, za koito sъwestvuva efektivno dekodirane.

Aktivnoto izsledvane na kra�ni geometriqni strukturi zapoqva sъwo
okolo 1950 g., makar otdelni razultati da se po�v�vat i po-rano. Taka
v svo�ta rabota [60] po dokazvane na nezavisimostta na aksiomite za
proektivno prostranstvo G. Fano izsledva vъzmoжnostta qetvъrtata
harmoniqna toqka da sъvpada sъs spregnatata si. Tova vodi do trimerno
prostranstvo ot 15 toqki, 35 pravi i 15 ravnini, izvestno dnes kato
PG(3, 2). Prez 1955 g. B. Segre dokazva v [167], qe vs�ko mnoжestvo
ot q + 1 toqki v PG(2, q), q neqetno, nikoi tri ot koito ne sa kolinear-
ni, e konika. V sledvawite godini zapoqva intenzivno izsledvane na
kra�nite geometrii. Izvestno vreme te protiqat nezavisimo ot prouq-
vani�ta v teori� na kodiraneto, koeto vodi do presiqane i dori do
preotkrivane na rezultati. Prez 70-te godini na minali� vek stava vse
po-zabeleжima dъlbokata vrъzka meжdu opredeleni zadaqi ot teori� na
kodiraneto i kra�nite geometrii. Centralni rezultati, koito povli�-
vat v znaqitelna stepen na izsledvani�ta sa otkrivaneto na algebro-
geometriqnite kodove ot V. Goppa [66, 67, 68], konstruiraneto na 56-
xapka v PG(5, 3) ot R. Hill [94, 95], kakto i konstruiraneto ot M. Tsfas-

man, S. Vladut i Th. Zink [192] na AG-kodove, podobr�vawi granicata
na Gilbert-Varshamov [63, 194].

Prez 80-te i 90-te godini na XX vek se iz�sni, qe t. nar. osnovna
zadaqa na teori� na kodiraneto ima geometriqna priroda i moжe da se
formulira estestveno kato zadaqa za razpolagane na toqki v proektivna
geometri� nad kra�no pole. V na�-popul�rni� si vid t� se formulira
kato zadaqa za minimizirane na dъlжinata na lineen kod pri fiksirani
razmernost i minimalno razsto�nie. Estestvena dolna granica za tazi
dъlжina e t. nar. granica na Griesmer [71, 177]. Ot principno znaqe-
nie e harakteriziraneto na kodovete, leжawi na tazi granica. Vъpreki
znaqitelni�t napredъk postignat v rabotite na B. I. Belov, V. N. Lo-

gaqev, V. P. Sandimirov, S. Dodunekov, N. Manev, N. Hamada, R.

Hill, T. Helleseth, H. van Tilborg, T. Maruta, L. Storme i dr., re-
xenieto na tazi zadaqa nad proizvolni poleta kъm nasto�wi� moment
izgleжda nedostъpno.

Prez poslednite godini b�ha dokazani n�kolko rezultata za opti-
malni kodove nad kra�ni poleta, koito dadoha otgovor na vъprosi sto�-
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li otkriti n�kolko desetileti�. Vsiqki te b�ha poluqeni kato tvъr-
deni� za specialni mnoжestva ot toqki v kra�ni geometrii. Na�-vaжnite
ot t�h sa slednite:

◦ dokazatelstvoto na S. Ball za maksimalnata mownost na mnoжestvo
ot toqki v PG(r, p), p prosto qislo, namirawi se v obwo poloжenie
[3, 10]; tova e ekvivalentno na proqutata MDS-hipoteza ot teori� na
kodiraneto za maksimalnata vъzmoжna dъlжina na MDS-kod;

◦ teoremata na H. N. Ward za delimostta na kodove nad prosto pole,
leжawi na granicata na Griesmer [196];

◦ namiraneto na dolna granica za mownostta na afinno blokirawo mno-
жestvo v afinnite geometrii AG(n, q) ot A. Bruen [32], kakto i podobr�-
vaneto í ot S. Ball i A. Blokhuis [2, 4, 8];

◦ dokazatelstvoto na teoremata za nesъwestvuvane na maksimalni arki
v ravnini ot neqeten red na S. Ball, A. Blokhuis, i F. Mazzocca [7, 9].

V nasto�wi� trud sa rexeni zadaqi ot kra�nite geometrii, imawi
pr�ko otnoxenie kъm teori� na kodiraneto. Makar rezultatite da sa
predstaveni kato geometriqni, te dopuskat i �sni formulirovki v ter-
minite line�ni kodove. Po-dolu we opixem nakratko sъdъrжanieto na
tozi trud.

Glava 2. Predvaritelni svedeni�. Tazi glava sъdъrжa definicii
i rezultati za mnoжestva ot toqki v kra�ni geometrii i line�ni kodove
nad kra�ni poleta. V razdel 2.1 sa vъvedeni koordinatnite proektivni
prostranstva PG(r, q) nad poletata Fq i sa formulirani t.nar. fun-
damentalni teoremi na proektivnata geometri�. Vъvedeni sa arki i
blokirawi mnoжestva kato specialni multimnoжestva ot toqki v PG(r, q).
Predstaveni sa specialni konstrukcii na arki, na�-vaжnite ot koito
sa proektirane ot podprostranstvo i konstruirane na σ-dualna arka. V
razdel 2.2 sa opisani redica klasove ot arki i e predstavena klasi-
fikaci�ta na arki v malki proektivni ravnini. Razdel 2.3 e posveten
na line�ni kodove nad kra�ni poleta. Vъvedeni sa osnovnite pon�ti�
i sa predstaveni n�koi klasiqeski granici: granicite na Singleton,
Gilbert-Varshamov, obobwenata granica na Singleton i granicata na
Griesmer. V razdel 2.4 e opisana vrъzkata meжdu line�nite kodove i
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multimnoжestvata ot toqki v geometriite PG(r, q). Izloжeni sa geo-
metriqnite versii na principni rezultati kato teoremata na Ward za
delimost na kodove, leжawi na granicata na Griesmer i teoremata za
razxirimost na Hill i Lizak. Opisani sa i podobreni� na teoremata na
Hill-Lizak, sledvawi ot edin rezultat na Beutelspacher za blokirawi
mnoжestva. V kra� na razdela e predstaveno sъotvetstvie meжdu n�koi
pon�ti� ot teori� na kodiraneto i kra�nite geometrii.

Sledvawite tri glavi sъdъrжat originalnite rezultati v diserta-
cionni� trud.

Glava 3. Arki i optimalni kodove. Osnovna tema v tazi glava e
dostiжimostta na granicata na Griesmer i geometriqna harakterizaci�
na kodovete, koito leжat na ne�. Sъglasno tazi granica za vseki lineen
kod s parametri [n, k, d]q e izpъlneno:

n ≥ gq(k, d) :=
k−1∑

i=0

⌈
d

qi

⌉
. (1.1)

Kodove, leжawi na tazi granica, se nariqat kodove na Griesmer, a
asociiranite s t�h arki – arki na Griesmer. Xirok klas ot kodove na
Griesmer be postroen ot Belov, Logaqev i Sandimirov v [14, 15, 138].
Konstrukci�ta im se sъstoi v iztrivane na simpleks kodove s malki
razmernosti ot konkatenaci� na simpleks-kodove s razmernost k. Geo-
metriqno konstrukci�ta e po-estestvena: t� se sъstoi v iztrivane na
blokirawo mnoжestvo ot opredelen bro� kopi� na PG(k − 1, q). Na�-
malkata dъlжina n, za ko�to sъwestvuva [n, k, d]q-kod pri fiksirani
k, d i q beleжim s nq(k, d). Principno vaжen vъpros e da se izsledva
povedenieto na funkci�ta tq(k), zadavawa otklonenieto na optimalnata
dъlжina na kod ot sto�nostta, zadadena ot granicata na Griesmer:

tq(k) := max
0≤d<∞

(nq(k, d)− gq(k, d)). (1.2)

Tuk poleto Fq e fiksirano. Izvestno e [99], qe za vs�ka fiksirana
razmernost k sъwestvuva konstanta δ(k, q), takava qe nq(k, d) = gq(k, d) za
vsiqki d ≥ δq(k, d). Ako fiksirame d i ostavim k da raste neograniqeno,
to (nq(k, d)− gq(k, d)) → ∞, otkъdeto i tq(k) → ∞. Tozi netrivialen fakt
e zabel�zan za prъv pъt ot S. Dodunekov v [46]. V razdeli 3.1–3.3
izsledvame vъprosa za skorostta na tova narastvane.
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V razdel 3.1 izlagame tri ekvivalentni formulirovki na zadaqata
za opredel�ne na maksimalnoto otklonenie ot granicata na Griesmer

na na�-dobrite kodove ot fiksirana razmernost nad dadeno pole. For-
malno tova e ekvivalentno na namiraneto na skorostta na narastvane na
funkci�ta tq(k), zadadena s (1.2). Trite formulirovki sa sъotvetno v
terminite na line�ni kodove, na arki i na blokirawi mnoжestva (ili
minihiperi) v PG(k − 1, q). V naqaloto e privedeno novo dokazatelstvo
na teoremata na Dodunekov za neograniqenoto narastvane na tq(k) kato
funkci� na k. Sled tova sa privedeni n�kolko rezultata, uprost�vawi
izsledvaneto na tq(k). Na�-vaжni�t e Lema 3.6, ot ko�to sledva, qe mak-
simumъt v (1.2) moжe da bъde vzet samo po kraen bro� sto�nosti na
d:

tq(k) := max
0≤d<qk−1−qk−2

(nq(k, d)− gq(k, d)). (1.3)

Osnoven rezultat v razdel 3.2 e Teorema 3.10, ko�to e obobwenie na kon-
strukci�ta na Belov, Logaqev i Sandimirov. Na geometriqen ezik t�
se sъstoi v iztrivane na blokirawo mnoжestvo, poluqeno kato suma na
podprostranstva s dadeni razmernosti, ot s-kratna suma na PG(k− 1, q).
Problemъt e, qe pri konstruiraneto na blokirawoto mnoжestvo mogat
da se po�v�t toqki s kratnost po-gol�ma ot s. Ide�ta na Teorema 3.10
se sъstoi v izglaжdane na toqkite s kratnosti, nadhvъrl�wi s, i za-
men�neto im s toqki s maksimalnata dopustima kratnost. Po tozi naqin
n�koi hiperravnini se okazvat blokirani nedostatъqen bro� pъti i
tr�bva da bъdat kompensirani s dopъlnitelni, podhod�wo izbrani toq-
ki.

V konstrukci�ta ot Teorema 3.10 ima gol�ma svoboda pri izbora na
podprostranstva, koito formirat tъrsenoto blokirawo mnoжestvo. Za
geometrii s neqetna razmernost PG(2l− 1, q) sъwestvuva spred ot (l− 1)-
merni podprostranstva, koito mogat da se izpolzvat za konstruirane na
podhod�wi blokirawi mnoжestva. Izpolzva�ki tazi ide�, dokazvame, qe
za k = 2l e v sila neravenstvoto (Teorema 3.13);

tq(k) ≤ 2
ql − 1

q − 1
− (2l + q − 1),

otkъdeto tq(k) . qk/2. Ottuk sledva i interesni�t rezultat tq(4) ≤ q − 1
(Sledstvie 3.14). Tozi rezultat dava qastiqen otgovor na vъprosa za
narastvaneto na tq(4) kato funkci� na q. Tova e modifikaci� na osnovni�
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vъpros za povedenieto na funkci�ta tq(k), pri ko�to razmernostta e fik-
sirana, a redъt na poleto raste neograniqeno. V sluqa� na ravninni
arki problemъt za opredel�ne na asimptotikata na tq(3) kato funkci�
na q e postaven ot S. Ball [6]. To� izkaza hipotezata, qe

tq(3) ≤ log q.

V razdel 3.3 nie izsledvame tazi zadaqa. Na�-napred dokazvame, qe ako v
PG(2, q) sъwestvuva (n, w)-arka, za ko�to n = (w−1)q+w−α, to sъwestvuva
[n, 3, d]q-kod s d = n−w, za ko�to n = t+gq(3, d) s t = ⌊α/q⌋ (Lema 3.15). Tova
svъrzva trivialnata gorna granica za mownostta na arka s otklonenieto
ot granicata na Griesmer za asociirani� kod. Osnoven rezultat v tozi
razdel e dokazatelstvoto na hipotezata na Ball za ravnini ot qeten red:
v Teorema 3.18 dokazvame, qe ako q = 2h, to tq(3) ≤ h−1. Dokazatelstvoto
na tazi teorema izpolzva sъwestvuvaneto na maksimalni arki v ravnini
ot qeten red [45, 155, 186, 188]. Za ravnini ot redove, koito sa qetna
stepen na neqetno prosto qislo dokazvame po slabata ocenka t3(q) ≤

√
q−1

(Teorema 3.19).
V razdel 3.4 sa namereni novi toqni sto�nosti na nq(k, d) za q = 4,

k = 5. Za kodove nad F4, k = 5 e na�-malkata razmernost, pri ko�-
to sъwestvuvat minimalni razsto�ni� d, za koito toqnata sto�nost na
n4(5, d) ne e namerena. V naqaloto na tozi razdel (podrazdeli 3.4.1 i
3.4.2) e napravena harakterizaci� na arki s parametri (100, 26), (117, 30)
i (118, 30) v PG(3, 4). Tazi haraktrizaci�, ko�to e interesna i sama
po sebe si, se izpolzva po-natatъk v dokazatelstvata za nesъwestvu-
vane na arki v PG(4, 4). V tazi vrъzka vaжna e konstrukci�ta na ne-
razxirimata (100, 26)-arka v PG(3, 4), ko�to se okazva i edinstvenata
nerazxirima arka s tezi parametri (Teorema 3.34). Sledvawite qe-
tiri podrazdela 3.4.3–3.4.5 sъdъrжat rezultati za arki i asociranite
s t�h kodove, qieto sъwestvuvane bexe pod vъpros. Osnoven rezul-
tat v 3.4.3 e Teorema 3.35, v ko�to e dokazano nesъwestvuvaneto na
(467, 118)-arki v PG(5, 4). V podrazdel 3.4.4 sa dokazani Teoremi 3.37
i 3.38, koito othvъrl�t sъwestvuvaneto na arki s parametri (465, 117) i
(464, 117) v PG(4, 4). Nakra� podrazdel 3.4.5 sъdъrжa owe tri rezultata
za nesъwestvuvane – Teoremi 3.40, 3.42 i 3.43, koito othvъrl�t sъwest-
vuvaneto na arki v PG(4, 4) s parametri (398, 101),(396, 100) i (395, 100).
Ot tezi rezultati poluqavame toqnata sto�nost na n4(5, d) za deset mi-
nimalni razsto�ni� d = 295, 296, 297, 298, 347, . . . , 352. V kra� na glava 3
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e predstavena tablica na vsiqki minimalni razsto�ni� d, za koito za-
daqata za toqnata sto�nost na n4(5, d) e otkrita kъm nasto�wi� moment.
Rezultatite ot tozi trud zaedno s n�koi novi toqni sto�nosti, namereni
ot H. Kanda [118], sveжdat bro� na otkritite sluqai do 98.

Glava 4. Razxirimost na arki i kodove. Glava 4 e posvetena na
izsledvane na uslovi�ta za razxirimost na arki i, ekvivalentno, na
uslovi�ta za razxirimost na asociiranite s t�h line�ni kodove. Do-
bre izvesten fakt e, qe vseki dvoiqen [n, k, d]-kod s neqetno minimalno
razsto�nie e razxirim do [n+1, k, d+1]-kod. Tova nabl�denie e obobweno
ot R. Hill i P. Lizak v [100, 103]. Te dokazvat, qe vseki q-iqen [n, k, d]q-
kod s (d, q) = 1, v ko�to vs�ka duma e s teglo sravnimo s 0 ili d po modul
q, e razxirim do [n+ 1, k, d+ 1]q-kod. Tipiqen sluqa� pri izsledvane na
dostiжimostta na granicata na Griesmer e d ≡ −1 (mod q). Tazi lini�
na izsledvane e prodъlжena ot T. Maruta, ko�to dokaza novi rezultati
za razxirimost [147, 149, 150, 151]. Na�-interesen za nas e rezultatъt
ot [150], sъglasno ko�to za neqetni q vseki [n, k, d]q-kod s d ≡ −2 (mod q),
imaw tegla ≡ −2,−1, 0 (mod q), e razxirim.

Izsledvani�ta po razxirimost na arki predhoжdat tezi po razxi-
rimost na kodove i protiqat nezavisimo ot t�h. Moжe bi pъrvi�t takъv
rezultat e teoremata na Barlotti [12], sъglasno ko�to vs�ka ((w− 1)(q+
1), w)-arka v PG(2, q) e razxirima do maksimalna ((w − 1)(q + 1) + 1, w)-
arka. Rezultatite za razxirimost sa specialen sluqa� na xirok klas
ot rezultati, izvestni kato teoremi za stabilnost.

V tazi glava e predloжen nov geometriqen podhod kъm zadaqata za
razxirimost, razbirana kato formulirane na uslovi�, pri koito (n, w)-
arka v PG(r, q) e razxirima do (n+ 1, w)-arka qrez uveliqavane na krat-
nostta na edna toqka. Osnovnata ide� e da se svъrжe razxirimostta
na dadena arka K sъs strukturata na specialna arka K̃ v dualnata geo-
metri�. Ot osoben interes e vъprosъt za razxirimostta na t.nar. arki
s t-kvazidelimost. Takiva arki se po�v�vat pri razgleжdane na kodove
na Griesmer s d ≡ −t (mod q), t < q.

V razdel 4.1 vъveжdame t.nar. (t mod q)-arki. Te se poluqavat pri
podhod�wo dualizirane na arki sъs svo�stvoto t-kvazidelimost, koito
na svo� red sa asociirani s kodove na Griesmer s minimalno razsto�nie
d ≡ −t (mod q). Osnoven rezultat v tozi razdel e Teorema 4.3, sъglasno
ko�to dostatъqno uslovie za c-kratna razxirimost na t-kvazidelima
arka K e dualnata arka K̃ da e suma na c hiperravnini i n�ko� druga
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arka. V qastnost, edna arka K s t-kvazidelimost e 1-razxirima (ili
prosto razxirima), ako nositel�t í SuppK = {X | K(X) > 0} sъdъrжa
hiperravnina. Tova obuslav� i vaжnostta na zadaqata za opredel�ne na
strukturata na (t mod q)-arkite.

V razdel 4.2 se izsledva strukturata na (t mod q)-arki bez vrъzka
sъs zadaqata za razxirimost. Na�-vaжen tuk e vъprosъt za struktu-
rata na (0 mod q)-arkite, t.e. tezi arki, za koito vs�ka hiperravnina
e s kratnost ≡ 0 (mod q). Izsledvaneto ni e ograniqeno samo do geo-
metriite PG(r, p) ot prost red p. V tozi sluqa� kratnostite na toq-
kite mogat da se razgleжdat kato elementi na Fp i vsiqki (0 mod p)-
arki obrazuvat vektorno prostranstvo nad Fp (Sledstvie 4.14). V Teo-
rema 4.6 predstav�me obwa konstrukci�, pri ko�to ot (t mod q)-arka
F0 v PG(r − 1, q) poluqavame (t mod q)-arka F v PG(r, q). Poslednata
nariqame arka, poluqena ot F0 qrez lifting. Osnoven rezultat v tozi
razdel e Teorema 4.12, v ko�to se dokazva, qe vs�ka (0 mod q)-arka v
PG(r, q) e suma na dopъlneni� na hiperravnini (ili suma na afinni
prostranstva). Tozi rezultat se poluqava s izpolzvane na klasiqeskata
formula na N. Hamada [73] za p-ranga na matricata na incidentnost
na PG(r, q), v ko�to redovete sa indeksirani s toqkite, a stъlbovete
– s pravite na tazi geometri�. Zatvoren vid na formulata za ranga
e poluqen ot J. van Lint kato dokazatelstvoto se sъdъrжa v rabotata
na P. V. Ceccherini i J. Hirschfeld [39]. Ot Teorema 4.12 sledva, qe
vs�ka (0 mod p)-arka, a ottuk i vs�ka (t mod p)-arka za t < p e suma
na arki, poluqeni qrez lifting (Sledstvie 4.13 i 4.14). V ravnin-
ni� sluqa� dokazvame, qe tazi suma ne vkl�qva poveqe ot p sъbiraemi
(Teorema 4.15). Izgleжda pravdopodobno, qe analogiqno tvъrdenie e v
sila i za geometrii ot proizvolna razmernost. Dokazatelstvoto na tova
tvъdenie zavisi ot proverkata na uslovie, koeto garantira validnostta
na formulata za vkl�qvane i izkl�qvane za razmernostite na podpro-
stranstva. Izvestno e, qe tazi formula ne e v�rna v obwi� sluqa�.

Razdel 4.3 e posveten na izsledvane na (t mod q)-arki, v koito maksi-
malnata kratnost na toqka e t. V ravninni� sluqa� e dokazano, qe takiva
arki sa ekvivalentni na blokirawi mnoжestva, pri koito kratnostite
na pravite se sъdъrжat v interval s dъlжina t (Teorema 4.19). V kra�
na razdela sa harakterizirani (3 mod 5)-arkite v PG(2, 5) s malъk bro�
toqki: 18, 23, 28 i 33. Ot tazi harakterizaci� sledva, qe vs�ka (3
mod 5)-arka F v PG(3, 5) s mownost, nenadhvъrl�wa 158, e poluqena s
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lifting ot ravninna (3 mod 5)-arka, t.e. |F| = 93, 118, ili 143. Tozi
rezultat se izpolzva po-natatъk za dokazvane na nesъwestvuvaneto na
n�koi hipotetiqni optimalni kodove.

V sledvawite dva razdela 4.4 i 4.5 se sъdъrжat razultati za razxi-
rimost na gri�smъrovi arki. V sluqaite, kogato minimalnoto razsto�-
nie d na asociirani� s takava arka kod udovletvor�va d ≡ −t (mod q),
tezi arki priteжavat svo�stvoto t-kvazidelimost s t ≡ −d (mod q). Taka
za t�h mogat da bъdat izpolzvani rezultatite ot prednite tri razdela.
Osnoven rezultat v 4.4 e Teorema 4.26, ko�to dava dostatъqno uslovie
za razxirimost na (n, n − d)-arki v PG(k − 1, q), imawi svo�stvoto t-
kvazidelimost. Ako qisloto d e predstaveno vъv vida

d = sqk−1 −
k−2∑

i=0

εiq
i,

kъdeto 0 ≤ εi < q za vsiqki i = 0, 1, . . . , k− 2, i za qislata εi sa izpъlneni
neravenstvata

t = ε0 <
√
q, ε1 <

√
q, . . . , εk−2 <

√
q,

to K e t-kratno razxirima. Tozi rezultat dava uslovie za razxirimost
i na line�ni kodove (Teorema 4.27).

V obwi� sluqa� parametrite na edna arka K s t-kvazidelimost ne
opredel�t paramaterite na dualnata í K̃. Vse pak v sluqaite, kogato
e izvesten spektъrъt na restrikci�ta na K vъrhu maksimalna hiper-
ravnina, to mownostta na K̃ moжe da bъde ograniqena. V redica sluqai
tova pozvol�va da se dokaжe razxirimostta na K. Edin takъv rezultat
predstavl�va Teorema 4.28, ko�to dava dostatъqno uslovie za razxi-
rimost, zavisewo ot spektъra na K|H, kъdeto H e maksimalna hiper-
ravnina. V kra� na razdel 4.4 sa predstaveni dva primera, v koito
se prilagat poluqenite rezultati za razxirimost. V pъrvi� primer
se izsledva klas ot hipotetiqni arki v PG(3, q) s parametri (q3 − 3q −
6, q2 − 3). Okazva se, qe vsiqki te sa razxirimi do nesъwestvuvawite
(q3 − 3q − 3, q2 − 3)-arki. Za q ≥ 11 tozi rezultat sledva ot Teorema 4.26.
V sluqaite q = 5, 7, 8, 9 hipotetiqnite arki s parametri (q3 − 3q − 6, q2 −
3) sa otnovo razxirimi, no dokazatelstvoto iziskva i dopъlnitelni
geometriqni argumenti. Vъv vtori� primer e dokazana t-razxirimostta
na (q2 + 1− t)-xapki v PG(3, q) za vs�ko t <

√
q.

V razdel 4.5 e dokazano nesъwestvuvaneto na arki s parametri (104, 22)
v PG(3, 5). Tova rexava edin ot qetirite otkriti sluqa� za kodove s
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k = 4, q = 5 [152]. Ide�ta e, qe ako sъwestvuva takava arka K, to t� ima

svo�stvoto 3-kvazidelimost i e nerazxirima. Taka dualnata arka K̃ ne
sъdъrжa v nositel� si ravnina i ima dopъlnitelnoto svo�stvo, qe ne
sъwestvuva 18-ravnina sъdъrжawa 18-prava. Izpolzva�ki strukturata
na (3 mod 5)-arkite ot razdel 4.3, stigame do protivoreqie.

Glava 5. Afinni blokirawi mnoжestva. Glava 5 e posvetena na
konstruiraneto na afinni blokirawi mnoжestva. Edno mnoжestvo B ot
toqki v AG(n, q) nariqame afinno t-kratno blokirawo mnoжestvo, ako
vs�ka hiperravnina na AG(n, q) sъdъrжa pone t toqki ot B.

Granicata za minimalnata mownost na 1-blokirawo mnoжestvo e doka-
zana nezavisimo ot R. Jamison [117] i A. Brouwer i A. Schrijver [31]:

|B| ≥ n(q − 1) + 1. (1.4)

Tazi granica e toqna za vsiqki razmernosti n i vsiqki poleta Fq. Edin
primer za takova blokirawo mnoжestvo sa n konkurentni pravi, nikoi
tri ot koito ne leжat v edna ravnina. Znaqitelno obobwenie na tazi
granica e napraveno ot A. Bruen [32], ko�to dokaza, qe ako B e t-kratno
blokirawo mnoжestvo, to za mownostta mu e v sila neravenstvoto:

|B| ≥ (n+ t− 1)(q − 1) + 1. (1.5)

Tazi granica e netrivialna za 1 ≤ t ≤ (n−1)(q−1), tъ� kato za sto�nosti
na t izvъn tozi interval t� stava po-slaba ot trivialnata

|B| ≥ tq.

Za golemi sto�nosti na t granicata na Bruen ne se dostiga. C. Zanella

[200] dokaza, qe za sto�nosti na t, za koito

t >
(n− 1)(q − 1) + 1

2

ne sъwestvuvat blokirawi mnoжestva, udovletvor�vawi granicata na
Bruen. Granicata na Bruen moжe sъwestveno da se podobri za n�koi
specialni sto�nosti na t i n. S. Ball [2] dokaza, qe za t < q edno t-kratno
blokirawo mnoжestvo B v AG(n, q), q = ph, e s mownost pone (n+ t−1)(q−
1) + k pri uslovie, qe sъwestvuva c�lo qislo j, za koeto e izpъlneno

(
k − n− t

j

)
6≡ (mod p).
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Po-specialno, ako

( −n
t− 1

)
6≡ 0 (mod p), to

|B| ≥ (n+ t− 1)q − n + 1.

V sъwata rabota [2] S. Ball konstruira i blokirawi mnoжestva v AG(n, q)
s parametri ((n+ t− 1)q − n + ε, 2), kъdeto

ε =

{
1 za n 6≡ 0 (mod p),
0 za n ≡ 0 (mod p).

V sluqaite, kogato ε = 0 konstruiranite blokirawi mnoжestva dosti-
gat granicata na Bruen. Nezavisimo edin ot drug C. Zanella [200] i
S. Ball [2] otbel�zvat, qe ako ot hiperboliqnata kvadrika v PG(3, q) se
iztrie ravnina, minavawa po dve ne�ni pravi, to rezultatъt e (q2, q−1)-
blokirawo mnoжestvo v AG(3, q), leжawo na granicata na Bruen. Taka
kъm 2012 g. b�ha izvestni slednite klasove ot blokirawi mnoжestva,
dostigawi granicata na Bruen:

(1) t = 1 za vsiqki n i q;

(2) t = 2 za vs�ko n ≡ 0 (mod p) i vs�ko q = ph;

(3) t = q − 1, n = 3 za vs�ko q = ph.

Razdel 5.1 sъdъrжa obzor na izvestnite dolni granici za mownostta
na blokirawo mnoжestvo v AG(n, q).

V razdel 5.2 e izloжen osnovni�t rezultat na glava 5. Tova e Teo-
rema 5.6, v ko�to e predstavena nova obwa konstrukci� na afinni bloki-
rawi mnoжestva. Po-specialno e dokazano, qe ako sъwestvuvat (M,w)-
arka v PG(r, q), 2 ≤ r ≤ n− 2, q = ph, i blokirawo mnoжestvo s parametri
(M ′, u) v afinnata geometri� AG(n− r− 1, q), to sъwestvuva (N, t)-bloki-
rawo mnoжestvo v AG(n, q) s parametri

N = qM, t = min{M − w, aqu},

kъdeto a = ⌊M/M ′⌋.
V n�kolko sledstvi� sa opisani vaжni specialni sluqai na prila-

gane na Teorema 5.6. V Sledstvie 5.7 arkata i blokirawoto mnoжestvo
sa s edna i sъwa mownost, dokato v Sledstvie 5.8 arkata se izbira v
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podprostranstvo s korazmernost 2, t.e. r = n − 2. V tezi sluqai se
poluqava i seme�stvo ot blokirawi mnoжestva s parametri (q2, q−n+2)
v AG(n, q), 3 ≤ n ≤ q − 1 (Teorema 5.12). Tova e nov klas ot bloki-
rawi mnoжestva, dostigawi granicata na Bruen. Tozi klas vkl�qva
hiperboliqnite kvadriki ot (3), koito se poluqavat pri n = 3. Taka
konstruirani�t klas moжe da bъde izpolzvan po-natatъk za poluqavane
na novi primeri na optimalni blokirawi mnoжestva (imawi minimalna
mownost pri fiksirani t, n i q). Takъv primer e Teorema 5.13, v ko�to
e dokazano, qe za vs�ko s = 0, 1, . . . , q + 1− n, sъwestvuva blokirawo mno-
жestvo v AG(n, q), 3 ≤ n ≤ q−1, s parametri (q2−s(n−2+s), q− (n−2+s)).
Po-specialno, pri s = 1 poluqavame blokirawi mnoжestva s parametri
(q2 − n + 1, q − n + 1), koito ne leжat na granicata na Bruen, za koito
dokazvame, qe sa optimalni (Teorema 5.14).

Po-natatъk, kato izpolzvame Teorema 5.6 konstruirame blokirawi
mnoжestva sъs slednite parametri:

(28, 4) v AG(5, 4); (40, 4) v AG(9, 4);
(52, 4) v AG(13, 4); (64, 4) v AG(17, 4);
(120, 8) v AG(9, 8).

Tezi pet blokirawi mnoжestva sa optimalni i leжat na granicite
na Ball ot [4] i Ball-Blokhuis ot [8]. Osven qe sa pъrvite primeri
vъobwe na blokirawi mnoжestva, za koito tezi granici se dostigat, te
sa i edinstvenite izvestni primeri kъm nasto�wi� moment.

V razdel 5.4 predstav�me dve tablici. Pъrvata ot t�h e tablica
za blokirawi mnoжestva v AG(n, 4), poluqeni ot konstrukci�ta v Teo-
rema 5.6, koito sa sravneni s dolnite granici ot rabotite [4, 8]. Vtorata
tablica sъdъrжa dolni i gorni granici za mownostta na 3-kratni 4-
kratni blokirawi mnoжestva v malki afinni geometrii AG(n, q), za
n = 3, 4, 5, q = 5, 7, 8, 9, 11, 13.

Rezultatite v tozi disertacionn trud sa publikuvani v sedem nauqni
statii [127, 128, 129, 130, 164, 165]. Glava 3 e napisana po [128, 131,
165]. Obwoto izsledvane na funkci�ta tq(k) ot pъrvite tri razdela e
v rabota [131]. Nesъwestvuvani�ta na arki sъs specialni parametri v
razdel 3.4 se sъdъrжat v [128] i [165]. Glava 4 sъdъrжa idei ot [127]
i e ne�no prodъlжenie. Rezultatite ot ne� sa publikuvani v [129] kato
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nesъwestvuvaneto na (104, 22)-arki v PG(4, 5) se sъdъrжa v [130]. Glava 5
e napisana po rabota [164].

Rezultatite ot tozi disertacionen trud sa dokladvani na mnogo kon-
ferencii u nas i v quжbina, po vaжnite ot koito sa slednite:

• ALCOMA: Thurnau, Germany 2010; Kloster Banz, Germany 2015

• Workshop on Coding and Cryptography: Paris, 2015; St. Jacut-de-la-Mer 2019

• Combinatorics: Perugia, 2012; Gaeta 2014; Maratea 2016; Arco, 2018

• Finite Fields and Their Applications Fq13: Gaeta 2017

• Finite Geometries: Kloster Irsee 2014; Germany, Kloster Irsee 2017

• CSECS: Fulda, Germany 2016; Boston University 2018; Fulda 2019

• ACCT: Pomorie 2012; Svetlogorsk 2014, Russia; Albena 2016; Svetlogorsk 2018

Izkazvam na�-gol�ma blagodarnost na prof. dmn Ivan Landжev.
Priznatelna sъm mu za bezcennite sъveti i diskusii pri sъvmestnata
ni rabota i za tehniqeskata pomow pri oform�ne na tozi trud. Blago-
dar� na kolegite ot katedra “Geometri�” i katedra “Algebra” na FMI
kъm SU “Sv. Kl. Ohridski”, koito iskreno sa me podkrp�li prez godi-
nite i me podkrep�t v tezi neobiqa�ni vremena. Specialno blagodar� na
kolegite ot sekci� MOI na IMI pri BAN, kakto i na kolegite ot gru-
pata po kodirane za podkrepata i kritiqnoto otnoxenie kъm rabotata
mi.
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Glava 2

Predvaritelni svedeni�

V tazi glava predstav�me osnovnite pon�ti� i fakti ot kra�nite geo-
metrii i teori�ta na line�nite kodove. Gol�ma qast ot izloжenite
rezultati se sъdъrжat v klasiqeskite knigi po kra�ni geometrii [44,
106, 108, 109, 111, 114] i po kodirane [29, 92, 98, 135, 143, 116]. Na�-
novite rezultati v tezi oblasti se sъdъrжat v rabotite [5, 109, 110,
178, 182].

2.1 Proektivni geometrii nad kra�ni poleta

2.1.1 Proektivni prostranstva

Neka P i L sa dve mnoжestva s elementi, koito we nariqame sъotvetno
toqki i pravi i neka I ⊆ P × L e relaci� na incidentnost. Struktu-
rata na incidentnost (P,L, I) nariqame proektivno prostranstvo, ako
udovletvor�va slednite tri aksiomi:

(P1) S vseki dve razliqni toqki e incidentna toqno edna prava.

(P2) S vs�ka prava sa incidentni pone tri razliqni toqki.

(P3) Ako P,Q,R i S sa razliqni toqki i pravite PQ i RS se presiqat,
to pravite PR i QS sъwo se presiqat.

Da otbeleжim, qe aksioma (P3) moжe da bъde zamenena ot aksiomata
na Veblen:

17
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(P3′) Qetiri razliqni pravi ne mogat da se presiqat v pet razliqni
toqki.

Neka (P,L, I) e proektivno prostranstvo. Edno podmnoжestvo ot toq-
ki P ′ ⊆ P nariqame proektivno podprostranstvo na (P,L, I), ako s vseki
dve svoi toqki P,Q ∈ P ′, to sъdъrжa i vsiqki toqki ot opredelenata
ot t�h prava PQ. Ako L′ e mnoжestvoto na vsiqki pravi, opredeleni ot
dvo�ki toqki ot P ′, to podprostranstvoto ot toqkite na P ′ samo po sebe
si e struktura na incidentnost

(P ′,L′, I|P ′×L′).

�sno e, qe seqenieto na proektivni podprostranstva e proektivno
prostranstvo. Neka M ⊂ P. Seqenieto na vsiqki proektivni podpro-
stranstva, sъdъrжawi M, we oznaqavame s 〈M〉 i we nariqame proek-
tivno prostranstvo, porodeno ot M. 1 Neka P ′ ⊆ P e proektivno pod-
prostranstvo na (P,L, I) i neka P e toqka izvъn P, t.e. P ∈ P \ P ′.
Podprostranstvoto 〈P ∪ {P}〉 se sъstoi ot toqno tezi toqki, koito sa
incidentni s pravite, svъrzvawi P s toqkite ot P ′.

Edno mnoжestvo ot toqki B ⊂ P nariqame baza na (P,L, I), ako
(1) 〈B〉 = P i

(2) 〈B′〉 6= P za vs�ko B′ ( B.

Vs�ko proektivno prostranstvo ima baza i vsiqki bazi sa ravnomow-
ni. Razmernost na proektivnoto prostranstvo Σ = (P,L, I) se definira
qrez dimΣ := |B| − 1, kъdeto B e proizvolna baza na Σ. Po-specialno
imame dim{P} = 0, za vs�ka toqka P ∈ P i dimL = 1 za vs�ka prava L ∈ L.
Sъwo taka, ako P /∈ P ′, to e izpъlneno dim〈P ′ ∪ {P}〉 = dimP ′ +1. Udobno
e da se prieme, qe dim∅ = −1.

Proektivno prostranstvo s razmernost 2 se nariqa proektivna rav-
nina. Proektivnite ravnini se definirat i aksiomatiqno kato struk-
tura na incidentnost (P,L, I), udovletvor�vawa (P1), (P2) i slednite dve
aksiomi:

(P4) V P sъwestvuvat qetiri toqki, nikoi tri ot koito ne sa koli-
nearni.

1Po-natatъk we pixem 〈M1, . . . ,Ms〉 vmesto 〈∪s
i=1Mi〉, kakto i 〈P1, . . . , Ps〉 vmesto

〈{P1, . . . , Ps}〉.
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(P5) Vseki dve pravi sa incidentni s toqno edna toqka.

Proektivnite podprostranstva na Σ = (P,L, I) s razmernost dimΣ− 1
i dimΣ− 2 nariqame sъotvetno hiperravnini i hiperpravi.

Neka Σ = (P,L, I) e proektivno prostranstvo, i neka P ′ i P ′′ sa pod-
prostranstva na Σ. Togava e v sila slednata formula za razmernostite

dim〈P ′ ∪ P ′′〉+ dim(P ′ ∩ P ′′) = dimP ′ + dimP ′′. (2.1)

We otbeleжim, qe v obwi� sluqa� (2.1) ne se obobwava za suma na poveqe
ot dve prostranstva. 2

Neka Σ = (P,L, I) e proektivno prostranstvo i neka P̃ i L̃ sa sъotvetno

mnoжestvata na hiperravninite i hiperpravite v Σ. Definirame Ĩ ⊆
P̃ × L̃ za sъotvetnite podprostranstva po sledni� naqin: (H,F ) ∈ Ĩ toq-

no togava, kogato F ⊂ H. Strukturata Σ̃ = (P̃ , L̃, Ĩ) nariqame dualno
prostranstvo na Σ.

2.1.2 Proektivni prostranstva nad kra�ni poleta.

Xirok klas proektivni prostranstva se poluqavat kato koordinatni
geometrii nad podhod�wi algebriqni strukturi. Neka K e t�lo i V e
(r + 1)-merno vektorno prostranstvo nad K. Za vs�ko podprostranstvo
U ≤ V oznaqavame s U∗ mnoжestvoto U∗ = U \ {0}, kъdeto 0 e nulevi�t
vektor. Neka P e mnoжestvoto ot vsiqki ednomerni podprostranstva na
V :

P = {K∗v | v ∈ V ∗}
i da definirame izobraжenieto

ψ :

{
V ∗ −→ P
v −→ K∗v

.

2Taka naprimer za tri konkurentni pravi v edna ravnina imame

2 = dim〈L1, L2, L3〉 6= dimL1 + dimL2 + dimL3

− dim(L1 ∩ L2)− dim(L1 ∩ L3)− dim(L2 ∩ L3) + dim(L1 ∩ L2 ∩ L3) = 3.

Principъt za vkl�qvane i izkl�qvane za razmernostite e v sila, kogato za vseki k ot
podprostranstvata P1, . . . ,Pn e v sila

Pi1 ∩ 〈Pi2 ∪ . . . ∪ Pik〉 = 〈(Pi1 ∩ Pi2) ∪ . . . ∪ (Pi1 ∩ Pik)〉.
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Togava za vs�ko dvumerno podprostranstvo U ≤ V definirame

ψ(U) = {K∗v | v ∈ U∗}

i zadavame L qrez

L := {ψ(U) | U ≤ V, dimU = 2}.

Strukturata na incidentnost (P,L, I), kъdeto I se zadava s teoretiko-
mnoжestveno vkl�qvane, (P, L) ∈ I ⇔ P ⊂ L, izpъln�va aksiomite (P1)–
(P3) i sledovatelno e proektivno prostranstvo. Tova prostranstvo ozna-
qavame s PG(V,K). Ako K = Fq, q = ph, h ≥ 1, i V = Fr+1

q , to se nariqa
r-merna proektivna geometri� nad Fq i se oznaqava s PG(r, q).

Kazvame, qe vektorъt u ∈ V predstav� toqkata K∗v v homogenni ko-
ordinati, ako u ∈ K∗v, t.e. u = av za n�koe a ∈ K∗.

Za vs�ko m = −1, 0, 1, . . . , r, m-merno podprostranstvo na PG(r,K) e
mnoжestvoto ot toqki, qiito predstav�wi gi vektori zaedno s 0 obrazu-
vat (m+1)-merno podprostranstvo na V . Kakto po-gore, podprostranstva
s razmernost 0, 1, 2, r−2, r−1 nariqame sъotvetno toqki, pravi, ravnini,
hiperpravi i hiperravnini. Podprostranstva s razmernost r−s we nari-
qame podprostranstva s korazmernost s. Taka hiperravninite i hiper-
pravite sa podprostranstva s korazmernost sъotvetno 1 i 2.

Neka Σ = (P,L, I) i Σ′ = (P ′,L′, I ′) sa proektivni prostranstva. Edna
biekci�

κ :





P ∪ L → P ′ ∪ L′

P → P ′

L → L′

nariqame kolineaci� ot Σ v Σ′, ako zapazva incidentnostta, t.e.:

(P, L) ∈ I ⇐⇒ (κ(P ), κ(L)) ∈ I ′.

Kolineaci� na Σ v sebe se nariqa avtomorfna kolineaci� ili avto-
morfizъm na Σ. Avtomorfizmite na Σ obrazuvat grupa po otnoxenie na
operaci�ta kompozici� na izobraжeni�.

Neka V e vektorno prostranstvo nad t�loto K. Edna biekci� α : V →
V se nariqa poluline�no izobraжenie, ako

(1) α(x+ y) = α(x) + α(y), ∀x,y ∈ V ;
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(2) α(ax) = aσα(x), ∀a ∈ K, ∀x ∈ V za n�ko� avtomorfizъm σ ∈ AutK.

Mnoжestvoto ot vsiqki poluline�ni izobraжeni� vъv V e grupa po
otnoxenie na operaci�ta kompozici� na izobraжeni� i se oznaqava s
ΓL(V,K). Pri K = Fq i V = Fr+1

q e prieto tazi grupa da se oznaqava
s ΓL(r + 1, q). Podgrupata na ΓL(r + 1, q), sъdъrжawa vsiqki line�ni
izobraжeni�, t.e. tezi α ∈ ΓL(V,K) , za koito σ = id, se oznaqava s
GL(V,K) ili GL(r + 1, q), kogato K = Fq i V = Fr+1

q .
�sno e, qe vs�ko poluline�no izobraжenie vъv V inducira kolinea-

ci� v geometri�ta PG(r, q). Tezi kolineacii obrazuvat grupa, ko�to se
oznaqava s PΓL(r+1, q). Analogiqno, grupata ot kolineacii, porodena ot
line�nite izobraжeni�, se oznaqava s PGL(r + 1, q). Slednata teorema,
izvestna kato pъrva osnovna teorema na proektivnata geometri�, garan-
tira, qe vsiqki kolineacii na PG(r, q) se inducirat ot poluline�nite
izobraжeni� na V .

Teorema 2.1. (Pъrva osnovna teorema na proektivnata geometri�)

(1) Neka V e vektorno prostranstvo nad t�lo K. Togava vs�ko polu-
line�no izobraжenie α ∈ ΓL(V,K) poraжda kolineaci� α na PG(V,K),
ko�to se zadava qrez

α(K∗x) = K∗α(x).

(2) Neka dimV ≥ 3. Togava za vs�ka kolineaci� κ na PG(V,K) sъwestvuva
poluline�no izobraжenie α ∈ ΓL(V,K), za koeto α = κ.

Da otbeleжim, qe ako poluline�nite izobraжeni� α, β ∈ ΓL(V,K) sa
sъs sъotvetni avtomorfizmi na K σ1 i σ2, t.e.

α(ax) = aσ1x, β(ax) = aσ2x.

i α i β inducirat edna i sъwa kolineaci� na PG(V,K), to sъwestvuva
element a ∈ K∗, za ko�to e izpъlneno β(x) = α(ax) za vs�ko x ∈ V i
bσ2 = (aba−1)σ1 za vs�ko b ∈ K.

Obratno, za vs�ko poluline�no izobraжenie α ∈ ΓL(V,K) i vs�ko a ∈
K∗ izobraжenieto

β :

{
V → V
x → α(ax)
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e poluline�no izobraжenie takova, qe α = β. S drugi dumi, α i β
inducirat edna i sъwa kolineaci� v PG(V,K).

Vtorata osnovna teorema v proektivnata geometri� otraz�va fakta,
qe vs�ka kolineaci� v r-mernata geometri� PG(V,K) se opredel� edno-
znaqno ot de�stvieto si vъrhu r + 2 toqki v obwo poloжenie.

Teorema 2.2. (Vtora osnovna teorema na proektivnata geometri�) Neka
Σ = PG(V,K) e r-merno proektivno prostranstvo nad t�lo K. Neka
(P1, P2, . . . , Pr+2) i (Q1, Q2, . . . , Qr+2) sa dve redici ot toqki, takiva, qe koi
da e r+1 toqki ot vs�ka ot redicite obrazuvat baza na PG(V,K). Togava
sъwestvuva toqno edna kolineaci� κ ∈ PGL(V,K), za ko�to

P κ
i = Qi, i = 1, 2, . . . , r + 2.

Neka Σ = PG(V,K) e proektivno r-merno prostranstvo i neka H∞ e
fiksirana hiperravnina v Σ. Mnoжestvoto ot toqki i pravi izvъn H∞
s incidentnost nasledena ot PG(V,K) nariqame r-merno afinno podpro-
stranstvo nad K. Ako K = Fq, afinnoto prostranstvo oznaqavame s
AG(r, q). Hiperravninata H∞ nariqame bezkra�na hiperravnina na PG(r, q).
Podprostranstvata na AG(V,K) sa toqno podprostranstvata na PG(V,K),
nesъdъrжawi se v H∞, ot koito sa ”iztriti” toqkite na H∞.

Strukturata na edno afinno prostranstvo ne zavisi ot izbora na
hiperravninata H∞. Afinnite prostranstva, poluqeni sled ”iztrivane”
na razliqni hiperravnini v PG(r, q) sa izomorfni, zatova e korektno da
govorim za r-mernata afinna geometri� AG(r, q). Obratno, vs�ko r-merno
afinno prostranstvo nad pole K se vlaga po edinstven naqin v r-merno
proektivno prostranstvo nad K.

Izvestno e, qe pri kombinatorni presm�tani� v prostanstva nad kra�-
ni poleta sъwestveno se izpolzvat taka naraqenite gausovi koeficienti,
koito se definirat po sledni� naqin. Neka V = Fnq . Bro�t na podpro-
stranstvata na V ot fiksirana razmernost k se zadava qrez:

[
n

k

]

q

:=
(qn − 1)(qn−1 − 1) . . . (qn−k+1 − 1)

(qk − 1)(qk−1 − 1) . . . (q − 1)
. (2.2)

S t�hna pomow lesno se izraz�va bro�t na podprostranstvata s dadena
razmernost v PG(r, q).
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Teorema 2.3. Bro�t na s-mernite podprostranstva na PG(r, q), sъdъrжa-
wi fiksirano t-merno podprostranstvo, kъdeto 0 ≤ t ≤ s ≤ r, e raven

na e

[
r − t

s− t

]

q

. V qastnost, bro�t na vsiqki s-merni podprostranstva na

PG(r, q) e raven na

[
r + 1

s+ 1

]

q

.

2.1.3 Multimnoжestva ot toqki

Neka Σ = PG(r, q) e r-mernata proektivna geometri� nad Fq, r ≥ 2, i neka
P e mnoжestvoto ot toqki na Σ. Multimnoжestvo v Σ nariqame vs�ko
izobraжenie

K :

{
P → N0

P → K(P )
,

koeto na vs�ka toqka P ∈ Σ sъpostav� c�lo neotricatelno qislo K(P )
nareqeno kratnost na P . Tova izobraжenie se prodъlжava po estestven
naqin vъrhu podmnoжestvata ot toqki Q ⊆ P:

K(Q) =
∑

P∈Q
K(P ).

C�loto neotricatelno qislo K(Q) nariqame kratnost na Q. V qast-
nost toqkite, pravite, ravninite,..., hiperravninite s kratnost i nari-
qame sъotvetno i-toqki, i-pravi, i-ravnini, ..., i-hiperravnini. Krat-
nostta K(P) na multimnoжestvoto K nariqame negova mownost. Nositel
SuppK na K e mnoжestvoto ot vsiqki toqki s poloжitelna kratnost:

SuppK = {P | P ∈ P, K(P ) > 0}.

Edno multimnoжestvo K nariqame neizrodeno, ako 〈SuppK〉 = Σ. Edno
multimnoжestvo K nariqame proektivno, ako vs�ka toqka P ∈ P e s
kratnost K(P ) = 0 ili K(P ) = 1. Vs�ko proektivno multimnoжestvo
moжe da se razgleжda kato mnoжestvo kato se identificira s nositel�
si. Za vs�ko mnoжestvo Q definirame negova harakteristiqna funkci�
qrez

χQ(P ) :=

{
1, ako P ∈ Q,
0, ako P 6∈ Q.
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Dve multimnoжestva K i K′ v PG(r, q) nariqame izomorfni ili proek-
tivno ekvivalentni, ako sъwestvuva kolineaci� κ ∈ PΓL(r + 1, q), za
ko�to

K(P ) = K′(P κ)

za vs�ka toqka P ∈ P.
Neka K e multimnoжestvo v Σ. Oznaqavame s ai, i = 0, 1, 2 . . ., bro�

na hiperravninite v Σ s kratnost i. Qislata ai nariqame qisla na
presiqane, a redicata (ai)i≥0 – spektъr na K.

Edno multimnoжestvo K moжe da bъde interpretirano kato arka ili
kato blokirawo mnoжestvo v zavisimost ot tova dali postav�me gorna
ili dolna granica za kratnostta na hiperravninite. Multimnoжestvoto
K v Σ nariqame (n, w)-arka, ako:

(a) mownostta na K e K(P) = n;

(b) vs�ka hiperravnina H e s kratnost K(H) ≤ w;

(c) sъwestvuva hiperravnina H0 s kratnost K(H0) = w .

Ot druga strana, edno multimnoжestvo K v Σ nariqame (n, w)-bloki-
rawo mnoжestvo, ako:

(a) mownostta na K e K(P) = n;

(b) vs�ka hiperravnina H e s kratnost K(H) ≥ w;

(c) sъwestvuva hiperravnina H0 s kratnost K(H0) = w .

Neka K e (n, w)-arka v PG(r, q). Da oznaqim s λi bro� na toqkite ot
PG(r, q), imawi kratnost i. Togava sa v sila slednite ravenstva:

w∑

i=0

ai =
qr+1 − 1

q − 1
, (2.3)

w∑

i=1

iai = n · q
r − 1

q − 1
, (2.4)

w∑

i=2

(
i

2

)
ai =

(
n

2

)
qr−1 − 1

q − 1
+ qr−1 ·

∑

j≥2

(
j

2

)
λj. (2.5)
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Ottuk lesno sledva:

w−2∑

i=0

(
w − i

2

)
ai =

(
w

2

)
qr+1 − 1

q − 1
− n(w− 1)

qr − 1

q − 1
+

(
n

2

)
qr−1 − 1

q − 1
+ qr−1

∑

j≥2

(
j

2

)
λj.

(2.6)
Pri proektivnite arki poslednoto sъbiraemo vd�sno e ravno na nula.

Neka K e multimnoжestvo ot toqki v Σ. S wi(K) we oznaqavame mak-
simalnata kratnost na i-merno podprostranstvo v Σ, t.e.

wi(K) = max
δ

K(δ),

kъdeto δ prob�gva vsiqki i-merni podprostranstva na Σ. Za (n, w)-arka
imame po definici� wr = n i wr−1 = w. Za qislata wi se izpъln�vat
slednite neravenstva.

Teorema 2.4. Neka K e neizrodena (n, w)-arka v Σ = PG(r, q). Togava sa v
sila neravenstvata

0 < w0 < w1 < · · · < wr−1 < wr = n.

Naredenata r + 1-orka (w0, w1, . . . , wr) nariqame �erarhi� na kratno-
stite na K.

Neka S e (u − 1)-merno podprostranstvo v Σ. Togava χS e blokirawo
mnoжestvo v Σ s parametri (n, w), kъdeto

n =

[
u

1

]

q

=
qu − 1

q − 1
, w =

[
u− 1

1

]

q

=
qu−1 − 1

q − 1
.

Edna (n, w)-arka K v Σ nariqame t-razxirima, ako sъwestvuva (n+t, w)-
arka K′ v Σ, takava qe za vs�ka toqka P ∈ P e izpъlneno K′(P ) ≥ K(P ).
S drugi dumi K e t-razxirima, ako moжem da uveliqim kratnostite
na n�koi toqki sumarno s t, taka qe da zapazim maksimalnata kratnost
na hiperravninite (po otnoxenie na K). Arki, koito sa 1-razxirimi,
nariqame prosto razxirimi. Po analogi�, edno (n, w)-blokirawo mno-
жestvo K v Σ nariqame t-sъkratimo, ako sъwestvuva (n− t, w)-blokirawo
mnoжestvo K′, takova qe za vs�ka toqka P ∈ P e izpъlneno K′(P ) ≤ K(P ).
Kakto i po-gore 1-sъkratimite blokirawi mnoжestva nariqame prosto
sъkratimi.
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Neka K e (n, w)-arka v Σ sъs spektъr (ai)i≥0. Ako sъwestvuva takova
c�lo qislo ∆ > 1, qe ai = 0 za vs�ko i 6≡ n (mod ∆), we kazvame, qe K
ima delitel ∆. Samata arka we nariqame arka s delimost. Neka K e
(n, w)-arka v Σ sъs spektъr (ai)i≥0 i w ≡ n+t (mod ∆), 1 ≤ t < ∆. Kazvame,
qe K priteжava svo�stvoto t-kvazidelimost s delitel ∆, ako ai = 0, za
vs�ko i 6≡ n, n+ 1, . . . , n+ t (mod ∆).

2.1.4 Konstrukcii na multimnoжestva

V tozi razdel predstav�me n�koi obwi konstrukcii na multimnoжestva
v PG(r, q).

A. Suma na multimnoжestva.
Neka K′ i K′′ sa arki v Σ = PG(r, q) s parametri sъotvetno (n′, w′) i

(n′′, w′′). Neka a, b ∈ Q sa racionalni qisla, (a, b) 6= (0, 0), takiva qe za
vs�ka toqka P ot Σ, aK′(P )+ bK′′(P ) e neotricatelno c�lo qislo. Togava
arkata K = aK′ + bK′′ ima parametri (n, w), kъdeto n = an′ + bn′′ i w ≤
aw′ + bw′′. Slednite sluqai predstavl�vat specialen interes:

• K = aK′ – arka, kratna na dadena arka K′;

• K = bχP − K′, kъdeto b = maxP∈P K′(P ); obiknoveno K′ e blokirawo
mnoжestvo s podhod�wi parametri. V tozi sluqa� parametrite na
arkata K se opredel�t ednoznaqno ot parametrite na K′.

Vaжen sluqa� na arka, konstruirana kato suma na multimnoжestva e
sledni�t. Neka Si, i = 1, . . . , h, sa podprostranstva na PG(r, q), za koito
dimSi = λi. Togava multimnoжestvoto F =

∑h
i=1 χSi

e blokirawo mno-
жestvo s parametri

(
h∑

i=1

qλi+1 − 1

q − 1
,

h∑

i=1

qλi − 1

q − 1

)
.

Ako s = maxP∈P
∑h

i=1 χSi
(P ), to multimnoжestvoto K = sχP − F e arka s

parametri

(
s
qr+1 − 1

q − 1
−

h∑

i=1

qλi+1 − 1

q − 1
, s
qr − 1

q − 1
−

h∑

i=1

qλi − 1

q − 1

)
.
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B. Ograniqenie vъrhu podprostranstvo
Neka K e (n, w)-arka v PG(r, q) i neka U e u-merno podprostranstvo v

PG(r, q). Ograniqenieto na K vъrhu U se definira qrez

K|U :

{
U → N0

P → K(P )
.

Togava K|U e (n′, w′)-arka v U ∼= PG(u, q), kъdeto n′ = K(U). Za sto�nostta
na w′ v obwi� sluqa� moжe da se dade samo granica.

C. Proektirane vъru podprostranstvo.
Neka K e (n, w)-arka v PG(r, q). Neka U i V sa dve nepresiqawi se

podprostranstva v PG(r, q) s dopъlvawi se razmernosti, dimU + dimV =
r − 1, U ∩ V = ∅. Definirame proekci�ta ϕ = ϕU,V kato izobraжenie ot
toqkite na PG(r, q) \ U vъrhu toqkite na V qrez:

ϕU,V :

{
P \ U → V
P → V ∩ 〈U, P 〉 .

Neka dimU = u i dimV = v. Togava ϕU,V izobraz�va (u + s)-mernite
podprostranstva, sъdъrжawi U v (s − 1)-merni podprostranstva na V .
Za toqkite na V definirame arkata Kϕ, ko�to nariqame arka, inducirana
ot ϕ:

Kϕ :

{ P ∩ V → N0

P → ∑
Q:ϕU,V (Q)=P K(Q).

.

Ako S e podprostranstvo vъv V , to Kϕ(S) = K(〈S, U〉) − K(U). Sle-
dovatelno K e (n−K(U), w′ −K(U))-arka vъv V ∼= PG(v, q), kъdeto w′ ≤ w,
e maksimalnata mownost na hiperravnina, sъdъrжawa U . Analogiqno,
ako K e (n, w)-blokirawo mnoжestvo, to Kϕ e (n−K(U), w′ −K(U))-bloki-
rawo mnoжestvo, kъdeto w′ ≥ w e minimalnata mownost na hiperravnina
prez U .

Na�-qesto srewani�t sluqa� v izloжenieto po-natatъk e tozi, v ko�to
podprostranstvoto V e izbrano da bъde ravnina, t.e. dimV = 2. Pod-
prostranstvoto U e toqka v trimerni� sluqa�, prava - v qetirimerni�
i t.n. Obrazъt na vs�ka hiperravnina prez U e prava. Neka L e prava
v ravninata na proektirane V i P0, P1, . . . , Pq sa toqkite incidentni s
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L. Naredenata (q + 1)-orka (Kϕ(P0),Kϕ(P1), . . . ,Kϕ(Pq)) nariqame tip na
pravata L pri proekci�ta ϕ = ϕU,V .

D. Dualna konstrukci�.
Tazi konstrukci� e obobwenie na klasiqeski konstrukcii za sluqa�,

kogato sa dopustimi kratni toqki. T� e opisana ot A. Brouwer i M. van

Eupen [30] za line�ni kodove i e formulirana za arki ot S. Dodunekov

i J. Simonis [56] (vж. sъwo [133]). Neka K e (n, w)-arka v PG(r, q) i neka
W = {K(H) | H ∈ H}, kъdeto H e mnoжestvoto na vsiqki hiperravnini v
PG(r, q). Neka σ : W → N0 e proizvolno izobraжenie. Arkata

Kσ :

{
H → N0

H → σ(K(H))
.

nariqame σ-dualna arka na K. Neka (ai)i≥0 e spektъrъt na K. Parametrite
na Kσ sa (n′, w′), kъdeto

n′ =
∑

i∈W
σ(i)ai, w′ = max

P
Kσ(P ) = max

P

∑

P :P∈H
Kσ(H).

V sluqa�, kogato σ(x) = αx+ β, α, β ∈ Q i σ(x) priema samo celi neotri-
catelni sto�nosti za x ∈ W parametrite na σ-dualnata na K arka mogat
da bъdat presmetnati.

Teorema 2.5. Neka K e (n, w)-arka v PG(r, q) i neka σ = αx + β. Togava Kσ

e s parametri

n′ = αn
qr − 1

q − 1
+ β

qr+1 − 1

q − 1
,

w′ = max
P

(
α

(
n
qr−1 − 1

q − 1
+ qr+1K(P )

)
+ β

qr − 1

q − 1

)
.

kъdeto maksimumъt e po vsiqki toqki P na PG(r, q).

2.2 Klasove ot arki i blokirawi mnoжestva

V tozi razdel opisvame n�koi klasiqeski rezultati za mnoжestva ot toq-
ki v kra�ni proektivni geometrii, koito we izpolzvame v po-natatъx-
noto izloжenie.
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k-arki v PG(r, q).
k-arka v PG(2, q) nariqame mnoжestvo ot k toqki, nikoi tri ot koito
ne sa kolinearni. Maksimalni�t bro� toqki v edna k-arka oznaqavame
s m(2, q). �sno e, qe m(2, q) ≤ q + 2. Mnoжestvo ot toqki v PG(2, q),
proektivno ekvivalentno na P2 = {(x, y, z) | x, y, z ∈ Fq, x

2 + yz = 0}, se
nariqa konika. Lesno se prover�va, qe P2 e (q + 1)-arka [106]. Prava,
presiqawa κ-arka v toqno i toqki, se nariqa i-sekanta. Po-specialno, 0-
i 1-sekantite nariqame sъotvetno vъnxni pravi i tangenti. Pri qetno
q, vsiqki tangenti kъm (q+ 1)-arka sa konkurentni. Obwata im toqka se
nariqa nukleus na arkata. Sledovatelno vs�ka (q + 1)-arka pri q qetno
moжe da bъde dopъlnena po edinstven naqin do (q+2)-arka qrez dobav�ne
na nukleusa. Za neqetno q vs�ka toqka izvъn (q + 1)-arka leжi na toqno
dve tangenti ili na nito edna tangenta. Toqki ot pъrvi� tip nariqame
vъnxni, a ot vtori� – vъtrexni. Slednata teorema opredel� toqnata
sto�nost na m(2, q):

Teorema 2.6. [23, 162]

m(2, q) =

{
q + 1 za q neqetno,
q + 2 za q qetno.

Obiknoveno ravninnite (q+1)-arki se nariqat ovali, a ravninnite (q+2)-
arki –hiperovali. Vs�ka konika e oval za neqetno q, a konika pl�s
nukleusa e hiperoval za qetno q. Takъv hiperoval se nariqa regul�ren.
Fundamentalen problem e klasifikaci�ta na vsiqki ovali za neqetno q
i na vsiqki hiperovali za qetno q. Slednata klasiqeska teorema na B.

Segre rexava tozi problem za neqetni q:

Teorema 2.7. [166, 167] Pri q neqetno, vseki oval e konika.

Pri q = 2h, h ≥ 4, sъwestvuvat hiperovali, koito ne sa regul�rni
(nariqame gi neregul�rni). Vъpreki qe sa izvestni n�kolko bezkra�ni
klasove ot neregul�rni hiperovali, problemъt za klasificiraneto im
izgleжda izvъnredno truden. Izvestna e harakterizaci� na hiperovali-
te, ko�to svъrzva sъwestvuvaneto im sъs sъwestvuvaneto na polinomi
sъs specialni svo�stva.

Teorema 2.8. [106, 171] Neka F ∈ Fq[T ], q > 2 qetno, e polinom, za ko�to
F (0) = 0, F (1) = 1. Mnoжestvoto

OF = {P (F (t), t, 1) | t ∈ F′
q} ∪ {U1(0, 1, 0)},
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kъdeto F′
q = Fq ∪ {∞}, e hiperoval v PG(2, q), sъdъrжaw toqkite U0(1, 0, 0),

U1(0, 1, 0), U2(0, 0, 1), U(1, 1, 1) toqno togava, kogato

(i) F e permutacionen polinom nad Fq;

(ii) polinomъt Fs, definiran qrez

Fs(T ) =
F (T + s) + F (T )

T
.

e permutacionen polinom za vs�ko s ∈ Fq, udovletvor�vaw Fs(0) = 0.

Izvestni sa n�kolko klasa ot neregul�rni hiperovali, no vъprosъt
za pъlnoto im harakterizirane e daleq ot rexenie [40, 160, 169, 172,
173].

Definici� 2.9. Edno mnoжestvo, sъdъrжawo k toqki ot PG(r, q), nari-
qame k-arka, ako nikoi r+1 ot toqkite mu ne leжat v edna hiperravnina,
no sъwestvuva hiperravnina s r toqki. Ekvivalentno, edno mnoжestvo
ot k toqki ot PG(r, q) e k-arka, ako koi da sa r+1 ot t�h obrazuvat baza
na PG(r, q).

We otbeleжim, qe k-arkite sa ekvivalentni na line�ni kodove, leжa-
wi na granicata na Singleton, t.e. na MDS-kodove (vж. razdel 2.3). Nor-
malna racionalna kriva nariqame mnoжestvoto ot toqki v PG(r, q), 1 ≤
r ≤ q − 2, proektivno ekvivalentno na

{
(1, t, . . . , tr−1, tr) | t ∈ Fq

}
∪{

(0, 0, . . . , 0, 1)
}
. Vs�ka normalna racionalna kriva e (q+1)-arka v PG(r, q).

Kakto po-gore, neka m(r, q) oznaqava maksimalnata mownost na k-arka
v PG(r, q). Interes predstavl�va sledni�t problem, postaven ot B. Segre

v [168]:

Pri zadadeni r i q, da se opredeli maksimalnata sto�nost m(r, q) na k,
za ko�to sъwestvuva k-arka v PG(r, q)?

Izsledvani�ta vъrhu tazi zadaqa sa iniciirani ot K. A. Bush i B.

Segre. K. Bush [35] dokazva, qe za vs�ko q, stepen na prosto qislo, i za
vs�ko c�lo qislo r ≥ q − 1, m(r, q) = r + 2. Vs�ka arka s takava mownost
e ekvivalentna na

{
(1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1), (1, 1, . . . , 1)

}
.



2.2. Klasove ot arki i blokirawi mnoжestva 31

B. Segre dokazva, qe m(r, q) = q + 1 za r = 2, 3, 4 i q neqetno [168]. Osven
tova to� pokazva, qe za r = 3 vs�ka (q + 1)-arka e normalna racionalna
kriva. Analogiqen rezultat sъwestvuva i za q qetno: m(r, q) = q + 1 za
r = 3, 4 [36]. Klasifikaci�ta na (q + 1)-arkite v PG(3, q), q = 2h, dъlжim
na L. Casse i D. Glynn [37]. Te dokazaha, qe takava arka e ekvivalentna
na mnoжestvoto

{
(1, t, te, te+1) | t ∈ Fq

}
∪
{
(0, 0, 0, 1)

}
, kъdeto e = 2m i

(m, h) = 1.
J. Thas [184] dokaza, qe m(q− 3, q) = m(q− 4, q) = q+1 za vs�ko q stepen

na prosto qislo, m(q − 2, q) = q + 1 za q neqetno, i m(q − 2, q) = q + 2 za
q qetno. Harakterizaci� na (q + 2)-arkite v PG(q − 2, q) be izvъrxena
ot L. Storme i J. Thas [180]. Vsiqki izvestni do momenta rezultati za
gornata zadaqa podkrep�t slednata hipoteza (vж. [33, 34, 38, 65, 107,
112, 153, 179, 184, 185]:

Za vsiqki r ≥ 2, q neqetno, i za r 6= 2, q − 2, q qetno, m(r, q) = q + 1.

Tazi hipoteza dopuska estestvena formulirovka v terminite na li-
ne�ni kodove i e izvestna kato MDS-hipoteza za line�ni kodove. Zabe-
leжitelen napredъk be postignat ot S. Ball, ko�to dokaza tazi hipoteza
v sluqa� na prosto pole [3, 10].

(n, w)-arki v PG(2, q)

Da pripomnim, qe edno mnoжestvoto K ot n toqki v PG(2, q) nariqame
(n, w)-arka, ako nikoi w+1 ot t�h ne sa kolinearni, no sъwestvuva prava,
sъdъrжawa w toqki ot K.

S mw(2, q) we oznaqavame maksimalni� bro� toqki, sъdъrжawi se v
(n, w)-arka v PG(2, q). Osnovnata zadaqa za (n, w)-arki e slednata:

Pri zadadeni w i q, da se opredeli maksimalnata sto�nost mw(2, q) za n,
za ko�to sъwestvuva (n, w)-arka v PG(2, q).

Tazi zadaqa e ekvivalentna na zadaqata za namirane na minimalnata
dъlжina nq(3, d) na proektiven lineen kod s razmernost 3 i minimalno
razsto�nie d.

Edna gorna granica za mw(2, q) e formulirana v Teorema 2.10.

Teorema 2.10. Neka K e (n, w)-arka i da dopusnem, qe sъwestvuva m-sekanta
kъm K, za n�koe c�lo m 6= 0. Togava n ≤ (w − 1)q + m. Po specialno,
mw(2, q) ≤ (w − 1)q + w.
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Arki, dostigawi granicata ot Teorema 2.10, se nariqat maksimalni.
�sno e, qe za w = q i w = q + 1 maksimalni arki se poluqavat tri-

vialno za vs�ko q kato mnoжestvata ot toqki sъotvetno na AG(2, q) i
PG(2, q). Sledovatelno e smisleno da razgleжdame maksimalni arki, za
koito 2 ≤ w ≤ q−1. Primer za maksimalni arki s w = 2 sa hiperovalite
v ravninite ot qeten red. Sledni�t rezultat ot [41] (vж. sъwo [106])
dava neobhodimo uslovie za sъwestvuvane na maksimalni arki.

Teorema 2.11. Ako K e ((w − 1)q + w,w)-arka v PG(2, q), to w deli q i

dualnata na dopъlnenieto na K obrazuva
(
q(q+1−w)

w
, q
w

)
-arka, ko�to e otnovo

maksimalna arka.

Teorema 2.12. Edna (n, w)-arka K e maksimalna toqno togava, kogato vs�ka
prava v PG(2, q) e 0-sekanta ili w-sekanta kъm K.

Vs�ka (n, w)-arka s (w − 1)q + w − 1 toqki e nepъlna i moжe da bъde
razxirena do maksimalna arka qrez dobav�ne na preseqnata toqka na
vsiqki (w − 1)-sekanti [12, 106] (vж. sъwo i Teorema 2.32). Izvestno
e, qe maksimalni (n, w)-arki sъwestvuvat za q = 2h za vs�ko w del�wo q.
Konstrukcii na maksimalni arki sa predloжeni ot R. Denniston[45], J.

Thas [186, 188] i R. Mathon [155]. J.Thas [187] dokaza, qe ne sъwestvuvat
maksimalni arki v poleta s harakteristika 3. Neotdavna S. Ball, A.

Blokhuis i F. Mazzocca [7, 9] dokazaha, qe ne sъwestvuvat maksimalni
arki v ravnini ot neqeten prost red.

Teorema 2.13. [7][9] Neka q e stepen na neqetno prosto qislo, a w e es-
testveno qislo s 1 < w < q. Ne sъwestvuvat maksimalni (wq − q + w,w)-
arki v ravninata PG(2, q).

Toqnite sto�nosti na mw(2, q) za q ≤ 9 sa izvestni za vsiqki w (vж.
napr. [6] ili [110]). V tablicata po-dolu sa predstaveni tezi sto�nosti
za q ≤ 13. V sluqaite, v koito toqni sto�nosti ne sa izvestni, pred-
stav�me dolni i gorni granici. Gol�ma qast ot rezultatite sa poluqeni
s pomowta na komp�tъr. Deta�li vъrhu dolnite i gornite granici ot
tablicata mogat da bъdat namereni v [6, 106, 110].
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q 3 4 5 7 8 9 11 13
w

2 4 6 6 8 10 10 12 14
3 9 11 15 15 17 21 23
4 16 22 28 28 32 38–40
5 29 33 37 43–45 49–53
6 36 42 48 56 64–66
7 49 55 67 79
8 65 78 92
9 89–90 105

10 100–102 118–119
11 132–133
12 145–147

Po-dolu we opixem pъlnite (n, 3)-arki v PG(2, 4), koito izpolzvame
mnogokratno po-natatъk. S toqnost do ekvivalentnost sъwestvuvat qe-
tiri pъlni (κ, 3)-arki. Edna ot t�h sъdъrжa sedem toqki i ne e opti-
malna. T� se sъstoi ot toqkite na podravnina na Baer, sъdъrжawa se
v PG(2, 4).3 Ostanalite tri arki sa s maksimalni� vъzmoжen bro� toqki
[106]. Kratkoto im opisanie e predstaveno po-dolu.

(A1) Mnoжestvoto ot vsiqki toqki (x1, x2, x3), udovletvor�vawi uravne-
nieto x31 + x32 + x33 = 0. Tazi arka se sъstoi ot toqkite na ermitova
kriva. 4

(A2) Dopъlnenieto na obedinenieto na konika i dve ot tangentite í.

(A3) Dopъlnenieto na tri nekonkurentni pravi.

Qislata na presiqane za tezi arki sa predstaveni v slednata tablica:

3Ravnina na Baer za proektivnata ravnina Π ot red q, kъdeto q e toqen kvadrat, e
mnoжestvo ot q +

√
q + 1 toqki i q +

√
q + 1 pravi, obrazuvawi proektivna ravnina ot

red
√
q.

4Po-obwo, ermitova kriva v ravnina ot red q, q qetna stepen na prosto qislo, e

mnoжestvoto ot toqki s homogenni koordinati (x1, x2, x3), udovletvor�vawi x
√
q+1

1 +

x
√
q+1

2 + x
√
q+1

3 = 0.
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a0 a1 a2 a3
(A1) 0 9 0 12
(A2) 2 3 6 10
(A3) 3 0 9 9

Neka K e (9,3)-arka i neka P e toqka izvъn K. Da oznaqim s ρi, i = 0, 1, 2, 3,
bro� na pravite prez P , presiqawi K v toqno i-toqki. Za qislata ρi
imame slednite vъzmoжnosti:

ρ0 ρ1 ρ2 ρ3 bro� toqki ot
tozi tip

(A1) 0 3 0 2 12
(A2) 2 0 0 3 1

1 1 1 2 6
1 0 3 1 2
0 2 2 1 3

(A3) 2 0 0 3 3
1 0 3 1 9

n-xapki v PG(r, q)

Definici� 2.14. Edno mnoжestvo ot n toqki v PG(r, q), r ≥ 3, nariqame
n-xapka, ako nikoi tri negovi toqki ne sa kolinearni. Edna n-xapka e
pъlna, ako ne se sъdъrжa v (n + 1)-xapka.

Po-natatъk ot izloжenieto stava �sno, qe n-xapkite v PG(k − 1, q) sa
ekvivalentni na proektivni [n, k]q kodove C s d(C⊥) ≥ 4.

S µ(r, q) oznaqavame maksimalnata sto�nost na n, za ko�to sъwestvuva
n-xapka v PG(r, q). Interesъt v izsledvani�ta ot poslednite godini e
sъsredotoqen glavno vъrhu slednata zadaqa:

Pri zadadeni c�lo qislo r ≥ 3 i stepen na prosto qislo q = ph, da se
opredeli sto�nostta na µ(r, q).

We otbeleжim, qe analogiqna zadaqa moжe da bъde postavena i za mak-
simalnata sto�nost na xapka v AG(r, q), ko�to we oznaqavame s µ′(r, q).

Tezi zadaqi sa razgleжdani za pъrvi pъt ot R. Bose [23] i B. Qvist

[162]. B. Segre [170] dokaza, qe µ(r, 2) = 2r i 2r-xapka v PG(r, 2) e dopъl-
nenie na hiperravnina.



2.2. Klasove ot arki i blokirawi mnoжestva 35

Eliptiqna kvadrika v PG(3, q) e mnoжestvoto ot toqki

{(x0, x1, x2, x3) | f(x0, x1) + x2x3 = 0} ,

kъdeto f(x0, x1) e nerazloжima kvadratiqna forma nad Fq. Vs�ka elip-
tiqna kvadrika v PG(3, q) sъdъrжa q2+1 toqki, nikoi tri ot koito ne sa
kolinearni, i sledovatelno e (q2 + 1)-xapka. Afinnata qast na (q2 + 1)-
xapka v PG(3, q) e q2-xapka v AG(3, q) i e maksimalna. V sluqa�, kogato
harakteristikata e 2, sъwestvuva i drugo seme�stvo ot (q2 + 1)-xapki v
PG(3, q), q = 22m+1, t.nar. ovoidi na Tits [191] (vж. sъwo [61, 158]).

Izvestno e, qe ot sъwestvuvaneto na n-xapka v PG(r, q) sledva sъwest-
vuvaneto na 2n-xapka v AG(r+1, q) (vж [20, 157]). Taka ot sъwestvuvaneto
na 10-xapki v PG(3, 3) sledva sъwestvuvaneto na 20-xapki v AG(4, 3) i
PG(4, 3). Dokazatelstvo na fakta, qe ne sъwestvuvat po-golemi xapki, e
na G. Pellegrino i se sъdъrжa v [159]. R. Hill dokaza v [97], qe sъwest-
vuvat devet neekvivalentni 20-xapki v PG(4, 3).

56-xapka v PG(5, 3) be konstruirana ot R. Hill [94, 95]. To� dokaza i
edinstvenostta na tazi xapka [95]. Afinnata qast na xapkata na Hill

e maksimalna 45-xapka v AG(5, 3) [58]. Konstrukci�ta na A. Mukhopad-

hyay [157], priloжena kъm xapkata na Hill dava 112-xapka v AG(6, 3) (i
v PG(6, 3)). A. Potechin [161] pokaza, qe tezi xapki sa maksimalni. 41-
xapka v PG(4, 4) be konstruirana ot G. Tallini [183]; nesъwestvuvaneto
na po-golemi xapki v PG(4, 4) be dokazano naskoro ot Y. Edel i J. Bier-

brauer [57].

Taka kъm nasto�wi� moment toqnata sto�nost na µ(r, q) e izvestna v
slednite sluqai:

µ(r, 2) = 2r [23],

µ(3, q) = q2 + 1,

{
q − neqetno [23]
q − qetno , q > 2 [162]

µ(4, 3) = 20 [159],

µ(5, 3) = 56 [94],

µ(6, 3) = 112 [161],

µ(4, 4) = 41 [57].
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Ne sa izvestni drugi toqni sto�nosti za µ(r, q). Po-dolu davame n�koi
dolni i gorni granici za µ(4, q) za malki sto�nosti na q.

66 ≤ µ(4, 5) ≤ 111 [20, 72], µ(4, 7) ≤ 316 [72], µ(4, 9) ≤ 703 [110],

µ(4, 11) ≤ 1266 [110], µ(4, 13) ≤ 2107 [110].

Slednata rekursivna gorna granica za µ(r, q) dъlжim na R. Hill.

Teorema 2.15. [95]

µ(r, q) ≤ qµ(r − 1, q)− (q + 1), q 6= 2, r ≥ 4.

Sъwestvuvat mnogobro�ni podobreni� na tazi granica. Na�-dobrata
ot t�h dъlжim na R. Meshulam [156] (vж. sъwo [18, 19]). Neka Cr(q) e
maksimalnata mownost na xapka v AG(r, q), a cr = Cr(q)/q

r. Togava

cr(q) ≤
q−r + cr−1(q)

1 + cr−1(q)
, q > 2, r ≥ 3.

Edna po-slaba forma na tova neravenstvo e

cr(q) ≤
r + 1

r2
, q > 2, r ≥ 3.

Kato izpolzvame tezi neravenstva zaedno s udvo�vawata konstrukci� na
Mukhopadhyay poluqavame i granici za xapki v proektivni prostran-
stva. Taka, ako sъwestvuva n-xapka v PG(r − 1, q), to sъwestvuva i 2n-
xapka v AG(r, q), otkъdeto n ≤ Cr(q)/2. V niskite razmernosti sъwe-
stvuvat i po-dobri granici [181].

Osobeno smisleno ot gledna toqka na teori� na kodiraneto e da
se razgleжdat i po-obwi xapki. Moжem da definirame (n, w)-xapka v
PG(r, q) kato mnoжestvo C ot n toqki sъs svo�stvoto, qe vs�ka prava
sъdъrжa ne poveqe ot w toqki ot C. Konstrukcii i granici za takiva
obobweni xapki sa dadeni v [59, 96, 154, 198]. Da oznaqim s µw(r, q)
maksimalnata mownost na (n, w)-xapka v PG(r, q). Za xapki s w > 2 sa
izvestni slednite rezultati:

µq(N, q) = qN , za vsiqki q,

µ3(3, 4) = 31 [96],

µ3(3, 5) = 43 [59],

64 ≤ µ4(3, 5) ≤ 75 [198].
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2.3 Line�ni kodove nad kra�ni poleta

2.3.1 Line�ni kodove

Neka Fq e kra�no pole s q elementa, q = ph, p prosto qislo, i neka
Fnq e vektornoto prostranstvo na vsiqki naredeni n-orki nad Fq. V Fnq
vъveжdame metrika (razsto�nie na Hamming) qrez

ρHam :

{
Fnq × Fnq → N0

x× y → |{i | xi 6= yi}| . (2.7)

S drugi dumi, razsto�nieto meжdu dva vektora (dumi) ot Fnq e bro� na
poziciite, v koito te se razliqavat. Teglo na Hamming na edin vek-
tor x ∈ Fnq se definira kato bro� na nenulevite mu koordinati, ili
wHam(x) = ρHam(x, 0). Tuk s 0 beleжim nulevi� vektor v Fnq . Metrikata
na Hamming e invariantna otnosno translaci�, otkъdeto

ρHam(x,y) = wHam(x− y).

Lineen [n, k]-kod nad Fq ili [n, k]q-kod nariqame vs�ko k-merno vek-
torno podprostranstvo C na Fnq . Qislata n i k nariqame sъotvetno
dъlжina i razmernost na koda C. Minimalno razsto�nie na lineen kod
C nariqame minimalnoto razsto�nie na Hamming meжdu dve razliqni
dumi ot C. Lineen kod nad Fq s dъlжina n, razmernost k i minimalno
razsto�nie d nariqame [n, k, d]q-kod. Pon�koga, kogato ne se interesu-
vame ot minimalnoto razsto�nie, govorim samo za [n, k]q-kodove. �sno
e, qe minimalnoto razsto�nie na lineen kod C e ravno na na�-malkoto
nenulevo teglo na kodova duma ot C:

d(c) = min
x6=y

ρHam(x,y) = min
x 6=0

wHam(x).

Vъv vektornoto prostranstvo Fnq definirame skalarno proizvedenie
na dva vektora qrez

xy = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn,

kъdeto x = (x1, x2, . . . , xn) i y = (y1, y2, . . . , yn) sa vektori ot Fnq . Dva vek-
tora nariqame ortogonalni, ako xy = 0. Mnoжestvoto na vsiqki dumi
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ot Fnq , ortogonalni na vsiqki dumi ot C nariqame ortogonalen kod na C
i oznaqavame s C⊥:

C⊥ = {x ∈ Fnq | xy = 0 za vs�ko y ∈ C}.

Ako C e lineen [n, k]q-kod, to C⊥ e lineen kod s parametri [n, n− k]q.
Poraжdawa matrica na edin lineen kod C nariqame vs�ka matrica G,

qiito redove obrazuvat baza na C. Proveroqna matrica na C nariqame
vs�ka poraжdawa matrica H na C⊥. Edin vektor c e kodova duma ot
line�ni� [n, k]q-kod C s poraжdawa matrica G toqno togava, kogato sъ-
westvuva vektor u ∈ Fkq , za ko�to

c = uG.

Ako kodъt C ima proveroqna matrica H, to c ∈ C toqno togava, kogato

HcT = 0 ∈ Fnq .

Minimalnoto razsto�nie na edin lineen kod moжe da se harakterizira
qrez svo�stvata na ko� da e negova proveroqna matrica.

Teorema 2.16. Neka C e lineen [n, k]q-kod s proveroqna matrica H. Mini-
malnoto razsto�nie na C e d toqno togava, kogato vseki d−1 stъlba na
H sa line�no nezavisimi i v H sъwestvuvat d line�no zavisimi stъlba.

2.3.2 Izomorfizъm na line�ni kodove

Da razgledame slednite transformacii na dumite na lineen kod C ≤ Fnq :

(1) Permutaci� na koordinatnite pozicii.

(2) Umnoжenie na elementite vъv fiksirana pozici� s nenulev element
na Fq.

(3) De�stvie s avtomorfizъm na Fq vъrhu elementite vъv vsiqki pozicii
ednovremenno.

Vs�ka ot gornite transformacii zapazva tegloto na Hamming i izo-
braz�va edin [n, k, d]q-kod v kod sъs sъwite parametri.
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Dva line�ni koda C ′ i C ′′ nariqame izomorfni ili ekvivalentni,
ako vsiqki dumi na C ′′ mogat da bъdat poluqeni ot dumite na C ′ qrez
fiksirana redica ot transformacii ot vida (1–3) i obratno, vsiqki
dumi na C ′ mogat da bъdat poluqeni ot dumite na C ′′ qrez redica ot
transformacii ot vida (1)–(3). �sno e, qe dva izomorfni koda imat
edni i sъwi parametri.

Transformaciite ot vida (1) i (2) mogat da bъdat realizirani qrez
umnoжenie s podhod�wa monomialna matrica5. Taka dva [n, k]q koda C ′ i
C ′′ sa izomorfni, ako sъwestvuvat monomialna matrica M ∈ Mon(n, q) i
avtomorfizъm σ ∈ AutFq, za koito e izpъlneno:

c ∈ C ′ =⇒ c(M,σ) = (cM)σ ∈ C ′′.

Avtomorfizъm na lineen kod C nariqame vseki izomorfizъm ot C v C.
Mnoжestvoto

G = {(M,σ) | c(M,σ) ∈ C ∀c ∈ C}
e grupa po otnoxenie na umnoжenieto (M1, σ1) ◦ (M2, σ2) = (M1M2, σ1σ2).
Grupata G nariqame grupa ot avtomorfizmi na C. Podgrupata H =
{(M,σ) ∈ G | σ = id} e normalna podgrupa na G i G = H⋋ AutFq.

2.3.3 Spektъr na lineen kod

Neka C e lineen kod s parametri [n, k, d]q. Bro�t na kodovite dumi v C s
teglo na Hamming i oznaqavame s Ai. Redicata (Ai)i≥0 nariqame spektъr
na C. Sъs spektъra na C svъrzvame polinoma

WC(x, y) =

n∑

i=0

Aix
n−iyi,

ko�to nariqame nomerator na teglata na C.
Sъwestvuva vrъzka meжdu spektrite na lineen kod C i negovi� or-

togonalen kod C⊥. T� se dava ot slednata teorema na MacWilliams

[140, 143].

Teorema 2.17. Neka C e lineen [n, k]-kod nad Fq. Togava

WC⊥(x, y) =
1

|C|WC(x+ (q − 1)y, x− y).

5Monomialna matrica e kvadratna matrica s toqno edin nenulev element v red i
stъlb.
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Da oznaqim s (Bi)i≥0 spektъra na C⊥. Teorema 2.17 e ekvivalentna na
sledni� rezultat.

Teorema 2.18. Neka C e lineen [n, k]q-kod i neka spektъrъt na ortogonal-
ni� mu kod C⊥ e (Bi)i≥0. Togava za vs�ko i = 0, 1, . . . , n

Bi =
1

|C|
n∑

j=0

AjKj(i, n), (2.8)

kъdeto

Kj(x, n) =

j∑

i=0

(−1)i(q − 1)j−i
(
x

i

)(
n− x

j − i

)

sa polinomite na Kravquk.

Prieto e ravenstvata (2.8) da se nariqat tъжdestva na MacWilliams.
Ot Teorema 2.17 se poluqava i sledni� rezultat.

Teorema 2.19. Neka (Ai)i≥0 i (Bi)i≥0 sa sъotvetno spektrite na lineen
[n, k]q-kod C i negovi� ortogonalen C⊥. Togava za vs�ko j = 0, 1, . . . , n e v
sila

n−j∑

i=0

(
n− i

j

)
Ai = qk−j

j∑

i=0

(
n− i

j − i

)
Bi.

2.3.4 Granici za line�ni kodove

V tozi razdel predstav�me n�koi obwi granici za parametrite na line�ni
kodove.

Teorema 2.20. (Granica na sferiqnata opakovka) Neka C e [n, k, d]q-kod.
Togava

⌊(d−1)/2⌋∑

i=0

(
n

i

)
(q − 1)i < qn−k.

Kodove, za qiito parametri se dostiga ravenstvo v granicata na
sferiqnata opakovka se nariqat sъvъrxeni. Parametrite na vsiqki sъ-
vъrxeni kodove sa izvestni [136, 137, 189, 190, 201].
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Teorema 2.21. [63, 194] (Granica na Varshamov-Gilbert) Neka n, k, d sa
estestveni qisla, a q e stepen na prosto qislo. Ako

d−2∑

i=1

(
n− 1

i

)
(q − 1)i < qn−k,

to sъwestvuva lineen [n, k, d]q-kod.

Teorema 2.22. [175] (Granica na Singleton) Neka C e [n, k, d]q-kod. Togava

n ≥ d+ k − 1.

Line�ni kodove, za qiito parametri v granicata na Singleton se
dostiga ravenstvo, se nariqat MDS -kodove ili kodove s maksimalno do-
stiжimo razsto�nie. Xirok klas MDS-kodove e postroen ot I. Reed i
G. Solomon [163].

Sledvawata granicana na Griesmer e obobwenie na granicata na Sin-

gleton.

Teorema 2.23. [71] (Granica na Griesmer) Neka C e [n, k, d]q-kod. Togava

n ≥
k−1∑

i=0

⌈ d
qi
⌉.

Prieto e d�snata strana na gornoto neravenstvo da se oznaqava s
gq(k, d). Line�ni kodove s dъlжina, za ko�to v granicata na Griesmer

se dostiga ravenstvo, t.e. kodove s parametri [gq(k, d), k, d]q, se nariqat
kodove na Griesmer ili gri�smъrovi kodove.

Neka C e lineen kod nad Fq. Mnoжestvoto ot vsiqki koordinatni
pozicii na C, v koito dumite mu ne sa tъжdestveno nula nariqame nosi-
tel na koda C i oznaqavame sъs SuppC. Kod, za ko�to n = | SuppC|
nariqame neizroden kod ili kod s pъlna dъlжina.

Neka C e [n, k]q-kod. Pod r-to obobweno teglo na Hamming razbirame
minimalnata mownost na nositel na [n, r]-podkod6, 1 ≤ r ≤ k:

dr(C) = min{| SuppC| | D e [n, r]q − podkod na C}. (2.9)

�sno e, qe minimalnoto razsto�nie na C sъvpada s d1(C).
Slednite rezultati ot [197] obobwavat izvestni fakti za line�ni

kodove.
6Vs�ko r-merno podprostranstvo na line�ni� [n, k]q-kod C nariqame [n, r]-podkod na

C.
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Teorema 2.24. Za vseki lineen [n, k]q-kod C sa v sila neravenstvata

0 < d1(C) < d2(C) < . . . < dk(C) = n.

Teorema 2.25. Neka HC e proveroqna matrica na line�ni� [n, k]q-kod C i
neka Hi e i-ti� stъlb na HC. Togava za r-toto obobweno teglo na Hamming
imame

dr(C) = min{|I| | |I| − rk〈Hi, i ∈ I〉 ≥ r}.
Teorema 2.26. Neka C e lineen [n, k]q-kod, a C⊥ e negovi�t ortogonalen.
Togava

{dr(C) | r = 1, . . . , k} ∪ {n + 1− dr(C
⊥) | r = 1, . . . , n− k} = {1, 2, . . . , n}.

Teorema 2.27. ( obobwena granica na Singleton) Neka C e [n, k]-kod nad Fq.
Togava

dr(C) ≤ n− k + r (2.10)

za r = 1, 2, . . . , k.

MDS-kodovete udovletvor�vat obobwenata granica na Singleton za
vs�ko r. Kodove, udovletvor�vawi tazi granica za r = 2, . . . , k, a d1 =
n − k, se nariqat poqti-MDS kodove. Tezi kodove imat blizki svo�stva
do tezi na MDS-kodovete [53, 54, 55].

2.4 Line�ni kodove i arki v PG(k − 1, q)

Meжdu multimnoжestvata ot toqki v geometriite PG(k−1, q) i line�nite
kodove nad kra�ni poleta ima estestvena vrъzka.7 V tozi razdel opis-
vame otnositelno podrobno tazi vrъzka.

Neka C e lineen [n, k, d]q-kod s pъlna dъlжina, t.e. takъv kod, niko�
koordinata na ko�to ne e tъжdestveno nula. S drugi dumi, za vseki
indeks i ∈ {1, . . . , n} sъwestvuva kodova duma c = (c1, . . . , cn) ∈ C, za ko�to
ci 6= 0.

Neka G = (gT1 , . . . , g
T
n ), gi ∈ Fkq e poraжdawa matrica na C. Togava

stъlbovete gTi na G mogat da bъdat razgleжdani kato toqki Pi v proek-
tivnata geometri� PG(k − 1, q). Sledovatelno, na koda C moжem da sъ-
postavim naredena n-orka ot toqki p = (P1, . . . , Pn) kato se dopuska n�koi

7Po dumite na James Hirschfeld: "Linear codes are arcs."
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ot tezi toqki da se povtar�t. Na tazi n-orka sъpostav�me multimno-
жestvoto Kp : P → N0 kato definirame Kp(P ) := |{i | Pi = P}|, t.e. Kp(P ) e
bro� na po�v�vani�ta na toqkata P v p. �sno e, qe tova sъotvetstvie e
neednoznaqno, tъ� kato s edin lineen kod C se asociirat razliqni mul-
timnoжestva Kp. Sъwo taka, neposredstveno se prover�va, qe koe da e
ot multimnoжestvata, asociirani s line�ni� [n, k, d]q-kod C po opisani�
naqin, e arka v PG(k − 1, q) s parametri (n, n− d).

Neka sega K e (n, w)-arka v PG(k−1, q), takava qe nositel�t í SuppK ne
se sъdъrжa v niko� ot ko� da e ot ne�nite hiperravnini i G e matrica, v
ko�to toqno K(P ) stъlba sъdъrжat homogennite koordinati na toqkata
P . Togava kodъt C s poraжdawa matrica G e lineen [n, k, d]q-kod s d = n−
w. Tъ� kato s arka K se asociirat razliqni kodove, to taka opisanoto
sъotvetstvie meжdu K i C ne e ednoznaqno.

Po opisani� naqin na izomorfni kodove sъpostav�me proektivno ek-
vivalentni arki i obratno, proektivno ekvivalentni arki se asociirat
s izomorfni kodove. Vrъzkata meжdu kodove i arki e izvestna otdavna
– pone ot 60-te godini na XX vek (napr. [24]) i e formulirana v �ven vid
na razliqni mesta [56, 113, 122, 193, 195]. Predstavenata formulirovka
v sledvawata teorema e na�-blizka do tazi v [195] .

Teorema 2.28. Sъwestvuva vzaimno ednoznaqno sъotvetstvie meжdu kla-
sovete na proektivno ekvivalentnite (n, n− d)-arki v PG(k − 1, q) i kla-
sovete na ekvivalentnost na neizrodenite [n, k, d]q-kodove, kъdeto k ≥ 2 i
d ≥ 1.

Ottuk natatъk arka, asociirana s line�ni� kod C oznaqavame s KC, a
kod, asociiran s arkata K, oznaqavame sъs CK. Tezi oznaqeni� v izvesten
smisъl sa netoqni, tъ� kato kodъt, asociiran s dadena arka, i arkata,
asociirana s daden kod, ne se opredel�t ednoznaqno, no blagodarenie na
Teorema 2.28 tova ne vodi do nedorazumeni�.

�sno e, qe ako C e lineen kod sъs spektъr (Ai)i≥0, a KC e asociirana
s nego arka sъs spektъr (ai)i≥0, to vrъzkata meжdu dvata spektъra se
zadava qrez

ai =
1

q − 1
An−i.

Gornata vrъzka meжdu kodove i arki e polezna s tova, qe otmen�
proizvola pri izbora na kod ot daden klas na ekvivalentnost. Da ot-
beleжim, qe pri izsledvaneto na arki otpada i neobhodimostta ot fik-
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sirane na baza v Fnq . Sъwo taka zadaqata za vъzmoжnite parametri na
arka v dadena geometri� e daleq po-estestvena ot zadaqata za vъzmoж-
nite parametri na lineen kod, zawoto se sveжda do vъprosa, kakvo e na�-
obwoto poloжenie na n toqki v geometri�ta PG(k − 1, q). Nad bezkra�no
pole otgovorъt e trivialen – za vs�ka razmernost k i vs�ko estestveno
n moжem da izberem n toqki v obwo poloжenie. Nad kra�ni poleta tozi
vъpros e truden i ima otgovor samo za prosti poleta [3, 10] i malki
razmernosti v sluqa� na sъstavni poleta.

Za maksimalnata kratnost na hiperravnina na dadena arka imame
sledni� rezultat, ko�to v n�kakъv smisъl e ekvivalenten na granicata
na Griesmer.

Teorema 2.29. Neka K e (n, w)-arka v PG(k − 1, q) i neka S e (s − 1)-merno
podprostranstvo v PG(k − 1, q), 2 ≤ s < k, s kratnost K(S) = u. Togava
za vs�ko (s − 2)-merno podprostranstvo T , sъdъrжawo se v S, e v sila
neravenstvoto

K(T ) ≤ ws−1(K)− n− u

qk−s + . . .+ q
.

V sledvawite glavi sъwestveno izpolzvame zabeleжitelnata teorema
na H. N. Ward [196] za delimostta na teglata na kodove, leжawi na grani-
cata na Griesmer. Po-dolu formulirame rezultata na Ward v termi-
nite na arki v PG(k−1, q) (vж. sъwo [123] za obobwenie na rezultata na
Ward).

Teorema 2.30. Neka K e gri�smъrova (n, w)-arka v PG(k − 1, p), kъdeto p e
prosto qislo. Ako w ≡ n (mod pe), e ≥ 1, to za vs�ka hiperravnina H na K
e izpъlneno K(H) ≡ n (mod pe).

Za kodove nad F4, sъotvetno arki v geometrii nad F4, e v sila sled-
nata otslabena versi� na tazi teorema [196].

Teorema 2.31. Neka K e gri�smъrova (n, w)-arka v PG(k − 1, 4), za ko�to
w ≡ n (mod 4e). Togava za vs�ka hiperravnina H na K e v sila K(H) ≡ n
(mod 2e).

Edna (n, w)-arka K v PG(k−1, q) nariqame razxirima, ako sъwestvuva
arka K′ v PG(k − 1, q) s parametri (n + 1, w), za ko�to K′(P ) ≥ K(P ) za
vsiqki toqki ot PG(k − 1, q). Sledvawata teorema e geometriqna versi�
na teoremata na Hill–Lizak za razxirimost [103];
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Teorema 2.32. Neka K e (n, w)-arka v PG(k−1, q), za parametrite na ko�to
e izpъlneno (n − w, q) = 1. Neka kratnostite na vsiqki hiperravnini sa
sravnimi s n ili w po modul q. Togava K moжe da bъde razxirena do (n +
1, w)-arka.

Sledvawata teorema ot [127] obobwava rezultata na Hill i Lizak i
sledva ot edin rezultat na A. Beutelspacher [17] za blokirawi mno-
жestva (vж. sъwo [91]).

Teorema 2.33. Neka K e (n, w)-arka v PG(k−1, q), q = ph, sъs spektъr (ai)i≥0.
Ako w 6≡ n (mod p) i

∑

i 6≡w (mod q)

ai ≤ qk−2 + qk−3 + . . .+ 1 + qk−3 · r(q),

kъdeto q + r(q) + 1 e maksimalnata mownost na netrivialno blokirawo
mnoжestvo v PG(2, q), to togava sъwestvuva (n+1, w)-arka v PG(k− 1, q).

Ot tazi teorema se poluqava sledni�t polezen rezultat, sъglasno
ko�to arka, v ko�to bro�t na hiperravninite s kratnost 6≡ n, n+1 (mod q)
ne e mnogo gol�m, e po neobhodimost razxirima [127].

Sledstvie 2.34. Neka K e nerazxirima (n, w)-arka v PG(k−1, q), q = ph, za
ko�to w ≡ n + 1 (mod q) i ko�to ima spektъr (ai)i≥0. Neka θ e maksimal-
ni�t bro� hiperravnini s kratnost 6≡ n + 1 (mod q), koito minavat prez
proizvolno podprostranstvo s korazmernost 2 v n�ko� hiperravnina H s
K(H) ≡ w (mod q). Togava

∑

i 6≡n,n+1 (mod q)

ai > qk−3 · r(q)/(θ − 1),

kъdeto r(q) e definirano kakto v Teorema 2.33. Po-specialno e izpъlneno

∑

i 6≡n,n+1 (mod q)

ai > qk−3 · r(q)/(q − 1).

Po-dolu predstav�me sintezirano vrъkata meжdu n�koi osnovni pon�-
ti� za line�ni kodove i arki.
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neizroden [n, k, d]q - kod C ⇔ (n, w = n− d)-arka K
v PG(k − 1, q)

u ∈ C,u 6= 0, wHam(u) = u ⇔ hiperravnina H s K(H) = n− u,

(Ai)i≥0 ⇔ (ai)i≥0, ai =
1
q−1

An−i

razxirim [n, k, d]q -kod C ⇔ razxirima (n, n− d)-arka K v PG(k − 1, q)

[n, k, d]q-kod C s delitel ∆ ⇔ (n, n− d)-arka K v PG(k − 1, q) s delitel ∆
Ai = 0 za vs�ko i 6≡ 0 (mod ∆) ai = 0 za vs�ko i 6≡ n (mod ∆)

gri�smъrov [n, k, d]q - kod C ⇔ gri�smъrova (n, w)-arka K v PG(k − 1, q)

n =
∑k−1

i=0 ⌈d/qi⌉ n =
∑k−1

i=0 ⌈(n− w)/qi⌉



Glava 3

Arki i optimalni kodove

V tazi glava se izsledva vъprosъt za dostiжimostta na granicata na
Griesmer, kakto i za strukturata na kodovete, koito leжat na ne�. Obwa
konstrukci� za poluqavane na dvoiqni line�ni kodove, leжawi na grani-
cata na Griesmer be predstavena ot Belov, Logachov i Sandimirov v [15].
Sъwnostta na konstrukci�ta se sъstoi v iztrivane na kopi� na simpleks
kodove s podhod�wa razmernost ot konkatenaci�ta na n�kolko kopi� na
k-merni� simpleks kod. Tazi konstrukci� be obobwena ot Hill [99] i
Dodunekov [46] za line�ni kodove nad proizvolno pole. Ot tozi rezul-
tat se poluqavat n�kolko sledstvi�, na�-vaжnoto ot koito e tova, qe za
fiksirana razmernost i fiksirano pole Fq gri�smъrovi kodove sъwest-
vuvat za vsiqki dostatъqno golemi sto�nosti na d. S drugi dumi, za
fiksirani razmernost k i q – stepen na prosto qislo, sъwestvuva c�lo
poloжitelno qislo d0, za koeto e izpъlneno

nq(k, d)− gq(k, d) = 0 za vs�ko d ≥ d0.

Za fiksirani razmenost k i red na pole q definirame funkci�ta δ(k, q)
kato na�-gol�mata sto�nost d, za ko�to ne sъwestvuva [n = gq(k, d), k, d]q-
kod na Griesmer ili: (a) nq(k, d) = gq(k, d) za vsiqki d > δ(k, q); (b) nq(k, d) >
gq(k, d) za d = δ(k, q) (vж. sъwo [87]). Sledovatelno, δ(k, q) e na�-malkoto
podhod�wo d0 v gornata definici�.

Ot druga strana edin rezultat na Dodunekov [46] pokazva, qe pri
fiksirani d, q i razmernost k, ko�to kloni kъm bezkra�nost, razlikata
nq(k, d)− gq(k, d) raste neograniqeno, ili v gornite oznaqeni�

nq(k, d)− gq(k, d) k→∞
// ∞.

47
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Kazano po drug naqin, kogato redъt na poleto i minimalno razsto�nie
sa fiksirani, a razmernostta na koda raste neograniqeno, to i opti-
malnata dъlжina na line�nite kodove se otdaleqava neograniqeno ot
granicata na Griesmer.

V tazi glava izsledvame vъprosa za namirane na dobri ocenki za
funkci�ta tq(k), definirana kato

tq(k) := max
d

(nq(k, d)− gq(k, d)).

Ot rezultata na Dodunekov sledva, qe tq(k) → ∞, kogato k → ∞. Naxa-
ta cel e da namerim ocenka za skorostta na narastvane na tazi funkci�.
Ekvivalentna zadaqa v qastni� sluqa� na 3-merni kodove e postavena ot
S. Ball v [6]. Negovata formulirovka glasi: “V�rno li e, qe za vs�ko
fiksirano n − d sъwesvuvat 3-merni kodove, leжawi na garnicata na
Griesmer (ili razliqavawi se ot ne� s konstanta ili dori s log q)?” V
postaveni� vъpros se predlaga dori i ocenka za tq(3), ko�to po-natatъk
we dokaжem v qastni� sluqa� na poleta ot qeten red. Podoben pod-
hod kъm osnovnata zadaqa na teori� na kodiraneto e izpolzvan i ot N.

Hamada i T. Maruta [86], koito dokazvat slednata teorema:

Teorema 3.1. [86] Neka (e0, e1, . . . , ek−2) e naredena (k−1)-orka ot celi qisla,
za koito 0 ≤ ei ≤ q − 1, i neka d = qk−1 −∑k−2

i=0 eiq
i za fiksirano c�lo qislo

k ≥ 3 i fiksirana stepen na prosto qislo q ≥ 3. Togava sъwestvuvat
neotricatelni funkcii hk,q(e0, . . . , ek−2), k = 3, . . . , k, za koito nq(k, d) −
gq(k, d) moжe da se predstavi vъv vida

nq(k, d)− gq(k, d) =

k∑

j=3

hj,q(ek−j, . . . , ek−2).

Makar Hamada i Maruta da opredel�t toqnite sto�nosti na veliqi-
nata hk,q(e0, . . . , ek−2) za q = 3 i k = 3, 4, 5 (vж. [86]), namiraneto im za
golemi razmernosti k i golemi q izgleжda beznadeжdno.

V razdel 3.1 davame tri ekvivalentni formulirovki na zadaqata,
ko�to izsledvame v terminite na line�ni kodove, arki i minihiperi.
Tuk predstav�me i teoremata na Dodunekov za bezkra�noto otklone-
nie na optimalnata dъlжina na lineen kod ot granicata na Griesmer.
V razdel 3.2 opisvame konstrukci� na minihiperi, analogiqna na kon-
strukci�ta na Belov, Logaqov i Sandimirov za kodove na Griesmer.
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S ne�na pomow dokazvame n�kolko ocenki za tq(k), poluqeni pri sъkrawa-
vane na dobri line�ni kodove. Za qetni razmernosti dokazvame nera-
venstvoto tq(k) ≤ 2(qk/2 − 1)/(q − 1) − (k + q − 1), ot koeto poluqavame i
podobna ocenka i za neqetnite razmernosti. Razdel 3.3 e posveten na 3-
merni kodve i ravninni arki. Tuk dokazvame edin rezultat, ko�to dava
qastiqen otgovor na vъprosa na S. Ball za trimerni line�ni kodove i
ravninni arki. Po-specialno, v ravnini ot qeten red sъwestvuvat arki,
za koito dъlжinite na asociiranite line�ni kodove nadhvъrl�t grani-
cata na Griesmer s ne poveqe ot log2 q − 1. Za redove, koito sa qetni
stepeni na prosti qisla dokazvame po-slabata ocenka tq(3) ≤ √

q − 1.
Nakra� v razdel 3.4 opredel�me toqnite sto�nosti za n4(5, d) za n�koi
specialni minimalni razsto�ni�, za koito vъprosъt za sъwestvuvane
na kodove na Griesmer stoexe otkrit. V kra� na razdela e predstavena
tablica na nerexenite sluqai za optimalnata dъlжina na lineen kod s
q = 4, k = 5.

3.1 Osnovna zadaqa na teori� na kodiraneto

Zapoqvame tozi razdel s n�kolko ekvivalentni formulirovki na osnov-
nata zadaqa, ko�to e predmet na izsledvane v tazi glava. Na�-napred
predstav�me formulirovka v terminite na line�ni kodove.

Zadaqa A. Neka sa dadeni stepen na prosto qislo q i c�lo poloжitelno
qislo k. Da se nameri minimalnata sto�nost na t, za ko�to sъwestvuvat
[gq(k, d) + t, k, d]q-kodove za vsiqki d.

Tazi minimalna sto�nost na t oznaqavame s tq(k), ili, formalno

tq(k) := max
1≤d≤∞

(nq(k, d)− gq(k, d)).

Zadaqa A e shodna s osnovnata zadaqa na teori� na kodiraneto, sъsto�-
wa se v namiraneto na toqnata sto�nost na nq(k, d) za fiksirani q, k i
d. No taka postavena zadaqata za namirane na nq(k, d) za vsiqki q, k, d
e beznadeжdna i nie ne moжem da dobiem predstava, dokolko e dobra
granicata na Griesmer, sravnena sъs sto�nostite, poluqeni za opti-
malnite kodove. Edin vъzmoжen podhod e da se nameri toqno rexenie
za malki sto�nosti na q i k za vsiqki d. Tova be predloжeno ot R. Hill

i be obekt na izsledvani� v ogormen bro� raboti na S. Dodunekov,
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N. Manev, I. Bu�kliev, N. Hamada, T. Helleseth, R. Hill, H. van

Tilborg, Ø. Ytrehus, T. Maruta, L. Storme i dr. Ot tehnite rezul-
tati, kakto i ot rezultatite za ravninni arki s maksimalna mownost
(vж. tablicite [29, 69, 152], kakto i rabotite [25]–[28],[47]–[52],[70],[74]–
[90], [93],[101],[102],[119],[120],[124]–[126]) moжe da se poluqi, qe

tq(1) = tq(2) = 0, za vsiqki q;

tq(3) = 1 za vsiqki neqetni q ≤ 19;

tq(3) ≤ 2 za vsiqki q = 23, 25, 27, 29;

t2(4) = 0, t2(5) = 1, t2(6) = 1, t2(7) = 2, t2(8) = 3;

t3(4) = 1, t3(5) = 2, t3(6) = 2 ili 3;

t4(4) = 1, t4(5) = 2; t5(4) = 2, 2 ≤ t5(5) ≤ 5.

V naqaloto na 70-te godini Belov, Logaqov i Sandimirov nami-
rat dostatъqno uslovie za sъwestvuvane na dvoiqni kodove na Griesmer.
Dokazatelstvoto im e konstruktivno i dava dosta obw metod za poluqa-
vane vъobwe na dobri line�ni kodove [15] (vж. sъwo [13, 14, 138]).
Po-kъsno R. Hill obobwava tehni� rezultat za kodove nad proizvolni
kra�ni poleta [99]. Za izlaganeto na rezultata na Hill e neobhodimo
da vъvedem redica oznaqeni�. Te we bъdat izpolzvani do kra� na na-
sto�wi� razdel bez specialna ugovorka.

Neka d i k sa celi poloжitelni qisla i neka d e predstaveno v sledni�
vid:

d = sqk−1 − λk−2q
k−2 − . . .− λ1q − λ0, (3.1)

kъdeto 0 ≤ λi ≤ q − 1. Lesno se prover�va, qe

gq(k, d) = svk − λk−2vk−1 − . . . λ1v2 − λ0v1, (3.2)

kъdeto vi = (qi − 1)/(q − 1).
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Neka Vi,q, i = 1, . . . , k−1 e mnoжestvoto na vsiqki i-merni podprostran-
stva na Fkq i da oznaqim s Uk

i,q mnoжestvoto na vsiqki matrici s k reda i
(qi − 1)/(q − 1) nenulevi stъlba ot n�koe podprostranstvo na Vi,q, imawi
1 za pъrva nenuleva koordinata. �sno e, qe redovete na vs�ka matrica

ot Uk
i,q poraжdat simpleks-kod s parametri

[
qi − 1

q − 1
, i, qi−1

]

q

. Da oznaqim

s Sk,q matricata, imawa za stъlbove vsiqki nenulevi vektori na Fkq , v
koito pъrvata nenuleva koordinata e ravna na 1. Da vzemem konkate-
naci� na s kopi� na Sk,q i da iztriem ot poluqenata matrica λi matrici
ot Uk

i,q. Poluqeni�t kod e kod na Griesmer (vж. [99]). Sledva�ki F.

MacWilliams i N. Sloane [143], vseki lineen kod, postroen po opisani�
naqin nariqame kod ot tip BV.

Sega predstav�me d v malko po-razliqen vid:

d = sqk−1 −
l∑

i=1

qui−1,

kъdeto s = ⌈d/qk−1⌉, k > u1 ≥ u2 ≥ . . . ≥ ul, i na�-mnogo q − 1 ot qislata
ui priemat edna i sъwa sto�nost. Sledvawata teorema e formulirana
i dokazana v [99].

Teorema 3.2. [15, 99] Kod ot tip BV s parametri [gq(k, d), k, d]q sъwest-
vuva toqno togava, kogato

min(s+1,l)∑

i=1

ui ≤ sk.

Ot tazi teorema se poluqava principen rezultat za dostiжimostta na
granicata na Griesmer, ko�to formulirame po-dolu.

Sledstvie 3.3. Za vs�ko c�lo poloжitelno qislo k i vs�ka stepen na
prosto qislo q, sъwestvuva c�lo qislo d0, za koeto e izpъlneno nq(k, d) =
gq(k, d) za vsiqki d ≥ d0.

Dokazatelstvo. Da poloжim d0 = (k − 2)qk−1 + 1. Togava s ≥ k − 1 i tъ�
kato ui ≤ k − 1 ≤ s za vsiqki i, imame

min(s+1,l)∑

i=1

ui ≤
s+1∑

i=1

ui ≤ (s+ 1)(k + 1) = sk − (s+ 1− k) ≤ sk.
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Ot Sledstvie 3.3 poluqavame, qe e izpъlneno nq(k, d)− gq(k, d) = 0 za
fiksirano k i d → ∞. Ottuk poluqavame i ocenkata δ(k, q) ≤ (k − 2)qk−1.
Tazi sto�nost ne dava na�-dobrata granica za d0. Sъwestvuvat n�kolko
podobreni� na Sledstvie 3.3 (vж. napr. [87, 119, 120, 144, 145]). N�koi
izsledovateli izkazvat hipotezata, qe δ(k, q) = (k − 2)qk−1 − (k − 1)qk−2,
ko�to e dokazana v n�koi specialni sluqai [120, 144].

Ot druga strana povedenieto na razlikata nq(k, d) − gq(k, d) e dosta
razliqno, ako fiksirame d i ostavim k da kloni kъm bezkra�nost. V
sluqaite, kogato k raste neograniqeno dъlжinite na optimalnite kodove
se otklon�vat neograniqeno ot granicata na Griesmer. Tova nabl�denie
e napraveno ot Dodunekov v [46].

Teorema 3.4. [46] Za vseki dve celi qisla t i d ≥ 3, sъwestvuva takova
c�lo k0, za koeto e izpъlneno nq(k, d)− gq(k, d) ≥ t, za vsiqki k ≥ k0.

Dokazatelstvo. Neka d e fiksirano c�lo poloжitelno qislo i neka q e
fiksirana stepen na prosto qislo. Polagame ρ = ⌊(d−1)/2⌋ i oznaqavame
s Bn(ρ) kъlbo v Fnq s neopredelen centъr i radius ρ. Togava

|Bn(ρ)| =
ρ∑

i=0

(
n

i

)
(q − 1)i.

Ako k → ∞, to gq(k, d) → ∞ i

|Bgq(k,d)
q (ρ)| =

ρ∑

i=0

(
gq(k, d)

i

)
(q − 1)i

k→∞
// ∞.

Ottuk sъwo sledva, qe

logq
(
|Bgq(k,d)

q (ρ)|
)

k→∞
// ∞. (3.3)

Ot druga strana da razgledame optimalen kod s parametri [nq(k, d), k, d]q.
Ot granicata na sferiqnata opakovka (Teorema 2.20) poluqavame

qnq(k,d) ≥ qk ·
ρ∑

i=0

(
nq(k, d)

i

)
(q − 1)i

≥ qk ·
ρ∑

i=0

(
gq(k, d)

i

)
(q − 1)i,
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otkъdeto
nq(k, d)− k ≥ logq |Bgq(k,d)

ρ (ρ)| → ∞. (3.4)

Sega ot granicata na Griesmer imame

gq(k, d) = d+ ⌈d
q
⌉+ ⌈ d

q2
⌉+ . . .+ ⌈ d

qk−1
⌉

< d+
d

q
+
d

q2
+ . . .+

d

qk−1
+ k − 1,

otkъdeto

gq(k, d)− k < d
qk − 1

qk − qk−1
− 1. (3.5)

Kombinira�ki (3.4) i (3.5), poluqavame

nq(k, d)− gq(k, d) > logq |Bgq(k,d)
q (ρ)| − d

qk − 1

qk − qk−1
+ 1.

Ot (3.3) i fakta, qe lim
k→∞

qk − 1

qk − qk−1
= 1 poluqavame

nq(k, d)− gq(k, d) k→∞
// ∞.

Zabeleжka 3.5. Gornoto dokazatelstvo e rekonstrukci� na originalnoto,
koeto poqiva na podobna ide�. To otraz�va nabl�denieto, qe za golemi
razmernosti granicata na sferiqnata opakovka stava po-dobra ot grani-
cata na Griesmer.

Ot Teorema 3.4 sledva, qe za fiksirano d imame nq(k, d)−gq(k, d) → ∞,
i sledovatelno, tq(k) → ∞ pri fiksirano q i k klon�wo kъm bezkra�nost.
Problemъt e da se nameri podhod�wa funkci�, ko�to dobre aproksimira
(otgore) tq(k).

Predi da prodъlжim, we dadem dve ekvivalentni geometriqni ver-
sii na Zadaqa A. Neka otnovo qislata k, d i q sa fiksirani i neka d e
zapisano vъv vida (3.1). Togava gq(k, d) se zadava s izraza (3.2). Defini-
rame wq(k, d) := gq(k, d) − d. Ot (3.1) i (3.2), izpolzva�ki izvestnata
rekurentna vrъzka za gausovite koeficienti vi = vi−1 + qi−1, poluqavame

wq(k, d) = svk−1 − λk−2vk−2 − . . .− λ1v1. (3.6)
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Tъ� kato [n, k, d]q-kodove sъwestvuvat toqno togava, kogato sъwestvuvat
(n, n−d)-arki v PG(k−1, q), to Zadaqa A moжe da se formulira po sledni�
naqin.

Zadaqa B. Neka sa fiksirani stepen na prosto qislo q i c�lo poloжitel-
no qislo k. Da se nameri minimalnata sto�nost na t, za ko�to sъwest-
vuva arka v PG(k − 1, q) s parametri (gq(k, d) + t, wq(k, d) + t) za vsiqki d.

Kakto veqe spomenahme, zadaqata za namirane na tq(k) pri fiksirani
q i k, e kra�na. Vsъwnost moжem da napixem

tq(k) = max
1≤d≤δ(k,q)

(nq(k, d)− gq(k, d)),

kъdeto po-gore definirahme δ(k, q) kato maksimalnata sto�nost na d, za
ko�to ne sъwestvuva kod na Griesmer (tuk k i q sa fiksirani). Inter-
valъt za d moжe da se namali owe, blagodarenie na slednoto nabl�de-
nie.

Lema 3.6. Ako nq(k, d) = gq(k, d) + t, to nq(k, d+ qk−1) ≤ gq(k, d+ qk−1) + t.

Dokazatelstvo. Neka K e (n, w)-arka v PG(k−1, q), za ko�to n = nq(k, d)+ t
i w = wq(k, d)+t. Da definirame arka K′ kato uveliqim s 1 kratnostta na
vs�ka toqka v PG(k−1, q), t.e. K′ = K+χP , kъdeto χP e harakteristiqnata
funkci� na mnoжestvoto ot toqki P na PG(k − 1, q). �sno e, qe K′ e
(n + vk, w + vk−1)-arka. Ot druga strana imame

gq(k, d+ qk−1) =

k−1∑

i=0

⌈d+ qk−1

qi
⌉ = gq(k, d) + vk,

koeto zavъrxva dokazatelstvoto.

Ot Lema 3.6 poluqavame, qe pri fiksirani k i q e dostatъqno da
razgleжdame samo sto�nosti na d, koito sa po-malki ot qk−1:

tq(k) = max
1≤d≤qk−1

(nq(k, d)− gq(k, d)).

Intervalъt za d moжe da se namali owe, otbel�zva�ki, qe gri�smъrovi
kodove sъwestvuvat za vs�ko d = qk−1. Za tazi sto�nost na d e dostatъqno
da vzemem simpleks-koda ili, geometriqno, vsiqki toqki na PG(k− 1, q).
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Za d = qk−1− qk−2 sъwo vinagi sъwestvuvat kodove na Griesmer. Tova sa
kodovete, asociirani s toqkite na afinnoto prostranstvo AG(k − 1, q).
Tezi kodove se �v�vat qasten sluqa� na t.nar. kodove na MacDonald.

Prodъlжavame s preformuliraneto na Zadaqa B v terminite na t.nar.
minihiperi. Pon�tieto minihiper e predloжeno ot Hamada i e ekviva-
lentno na pon�tieto blokirawo mnoжestvo po otnoxenie na hiperravni-
nite. Makar da ne se e naloжilo v geometriqnata literatura, to se
izpolzva v teori� na kodiraneto vъv vrъzka s izsledvani�, otnas�wi se
do optimalni kodove i osnovnata zadaqa na teori� na kodiraneto. Neka
K e (gq(k, d) + t, wq(k, d) + t)-arka v PG(k − 1, q). Da oznaqim s s0 maksi-
malnata kratnost na toqka v K. Ako d e zadadeno s (3.1), to s0 ≤ s + t.
Tova sledva ot lemata po-dolu, ko�to e izvestna kato folklor (vж. sъwo
[15, 148]).

Lema 3.7. Neka d = sqk−1−λk−2q
k−2−. . .−λ0 i neka K e (gq(k, d)+t, wq(k, d)+t)-

arka v PG(k−1, q). Togava za vs�ko j-merno podprostranstvo S v PG(k−1, q)

K(S) ≤ t +

k−1∑

i=k−1−j
⌈ d
qi
⌉.

Dokazatelstvo. Neposredstveno se prover�va, qe tvъrdenieto e v�rno
za hiperravnini, t.e. za j = k − 2. Da dopusnem, qe tvъrdenieto e v�rno
za podprostranstva s razmernost j ≤ k− 2. Togava, kato prebroim krat-
nostite na vsiqki j-merni podprostranstva prez fiksirano (j−1)-merno
podprostranstvo s maksimalna kratnost poluqavame, qe rezultatъt e
veren i za podprostranstvata s razmernost j − 1.

Da razgledame multimnoжestvoto F := s0χP − K. To e minihiper s
parametri

(σvk + λk−2vk−1 + · · ·+ λ1v2 + λ0v1 − t, σvk−1 + λk−2vk−2 + · · ·+ λ1v1 − t),

kъdeto

σ =

{
s0 − s za s < s0 ≤ s+ t,

0 za s0 ≤ s.

Tozi minihiper ima dopъlnitelnoto svo�stvo, qe maksimalnata krat-
nost na toqka ne nadhvъrl� σ + s. Vsъwnost maksimalnata kratnost
na toqka we bъde toqno σ + s, ako arkata K ima 0-toqka. Zadaqa B se
preformulira kato zadaqa za minihiperi, kakto sledva.
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Zadaqa C. Da se nameri maksimalnata sto�nost na t, takava qe za vsiqki
d, zadadeni s (3.1), sъwestvuva minihiper v PG(k − 1, q) s parametri

(σvk + λk−2vk−1 + λ1v2 + λ0v1 − t, σvk−1 + λk−2vk−2 + λ1v1 − t),

s kratnost na toqkite, nenadhvъrl�wa σ + s.

Formulirovkata na Zadaqa C, ne e taka �sna, kakto tazi na prednite
dve. Zatova � il�strirame s dva primera.

Primer 3.8. Za proizvolna fiksirana stepen na prosto qislo q we raz-
gledame parametrite k = 4 i d = 2q3 − 4q2. Togava v gornite oznaqeni�
s = 2, λ2 = 4, λ0 = λ1 = 0. Sъwestvuvaneto na gri�smъrov kod s razmer-
nost k i minimalno razsto�nie d e ekvivalentno na sъwestvuvaneto
na minihiper s parametri (4v3, 4v2) i s maksimalna kratnost na toqka
s = 2. Takъv minihiper e po neobhodimost suma na qetiri hiperravnini
(tova sledva ot harakterizaci�ta na (xvt, xvt−1)-minihiperi, napravena
v [134]). Ottuk sledva, qe sъwestvuva toqka s kratnost 3, otkъdeto
poluqavame, qe ne sъwestvuva 4-meren gri�smъrov kod, imaw minimalno
razsto�nie d = 2q3 − 4q2 za vsiqki q. Kod s parametri [n, 4, d]q s n =
gq(4, d)+t sъwestvuva toqno togava, kogato sъwestvuva minihiper s n�koe
ot mnoжestvata ot prametri v red t na tablicata po-dolu.

s0 2 3 4 . . .

t

0 (4v3, 4v2)
1 (4v3 − 1, 4v2 − 1) (v4 + 4v3 − 1, v3 + 4v2 − 1)
2 (4v3 − 2, 4v2 − 2) (v4 + 4v3 − 2, v3 + 4v2 − 2) (2v4 + 4v3 − 2, 2v3 + 4v2 − 2)
3 (4v3 − 3, 4v2 − 3) (v4 + 4v3 − 3, v3 + 4v2 − 3) (2v4 + 4v3 − 3, 2v3 + 4v2 − 3) . . .

Za parametrite v stъlba, indeksiran s s0, maksimalnata kratnost na
toqka e ograniqena ot s0. Taka minihiperite s parametri v pъrvi�
stъlb sa s maksimalna kratnost na toqka ravna na 2, maksimalnata krat-
nost na toqka za parametrite vъv vtori� stъlb e ravna na 3 i t.n. Da
razgledame sumata na qetiri ravnini v PG(3, q), imawi obwa toqka P ,
no nikoi tri ot koito n�mat obwa prava. Namal�vame kratnostta na P
s dve (vж. Teorema 3.10). Poluqavame (4v3 − 2, 4v2 − 2)-minihiper, a s
tova i kod s t = 2.
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F P F ′ F −F ′

Da otbeleжim, qe za q = 5 e izvestno sъwestvuvaneto na [189, 4, 150]5-
kod, koeto dava dori n5(4, 150) = g5(4, 150) + 1.

Primer 3.9. Da razgledame sluqa� d = q3 − 4q2. Togava s = 1, λ2 = 4,
λ1 = λ0 = 0, i maksimalnite kratnosti na toqka v gornata tablica se
namal�vat s 1. Taka minihiperite, imawi parametri v pъrvi� stъlb
tr�bva da sa proektivni, vъv vtori� stъlb tr�bva da imat maksimalna
kratnost na toqka 2 i t.n. Sega konstrukci�ta ot gorni� primer dava
kodove s mnogo gol�mo t, tъ� kato tr�bva da namalim kratnostite na
vsiqki toqki P , za koito K(P ) > 1. Tuk moжem da izpolzvame drug podhod
i da razgledame sumata na 4q pravi, sъdъrжawi se v spred. 1 Sumata
na tezi 4q pravi dava minihiper s parametri (4qv2, 4qv1). Razbira se,
tr�bva da sme sigurni, qe takъv spred sъdъrжa pone 4q pravi, no tova
e v�rno za vsiqki q ≥ 4. V PG(3, q) sъwestvuva pъlen spred ot pravi,
t.e. pokrivaw vsiqki toqki s q2 + 1 pravi. �sno e, qe za q ≥ 4 imame
q2+1 ≥ 4q. Kato izpozvame ravenstvoto vi = qvi−1+1 poluqavame, qe tozi
minihiper e s parametri (4v3 − 4, 4v2 − 4), t.e. za k = 4, d = q3 − 4q2 imame
t ≤ 4 za vs�ko q. Izvestno e, qe za q = 5 moжe da se konstruira kod s
d = 25 i t = 2. Vsъwnost tova e edinstvenata sto�nost za d v sluqa�
q = 5, k = 4, pri ko�to t = 2; za vsiqki ostanali sto�nosti na d imame
t ≤ 1.

1Edno mnoжestvo F ot r-merni podprostranstva na PG(n, q) nariqame r-spred, ako
podprostranstvata ot F obrazuvat razbivane na toqkovoto mnoжestvo na PG(n, q). Za
da sъwestvuva r-spred v PG(n, q) e neobhodimo i dostatъqno r + 1 da deli n+ 1. Taka
spredove ot pravi, naprimer, sъwestvuvat vъv vsiqki geometrii s neqetna razmernost.
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3.2 Obwa konstrukci�

Zapoqvame tozi razdel s edno obobwenie na Primer 3.8, ko�to v izvesten
smisъl predstavl�va obobwenie na konstrukci�ta na Belov, Logaqov

i Sandimirov.

Teorema 3.10. Neka d = sqk−1 − λk−2q
k−2 − . . .− λ1q − λ0, i neka multimno-

жestvoto F e minihiper v PG(k − 1, q) s parametri

(σvk + λk−2vk−1 + . . .+ λ0v1 − τ1, σvk−1 + λk−2vk−2 + . . .+ λ1v1 − τ1).

Definirame multimnoжestvoto F ′ po sledni� naqin:

F ′(x) =

{
F(x), ako F(x) ≤ σ + s,
σ + s, ako F(x) > σ + s.

Neka N = |F| i N ′ = |F ′|. Ako F − F ′ e (N − N ′, τ2)-arka, to sъwestvuva
(gq(k, d) + t, wq(k, d) + t)-arka v PG(k− 1, q), ili, ekvivalentno, lineen kod s
parametri [gq(k, d) + t, k, d]q, kъdeto t = τ1 + τ2.

Dokazatelstvo. Minihiperъt F ′ ima parametri

(σvk+λk−2vk−1+ . . .+λ0v1− τ1− (N −N ′), σvk−1+λk−2vk−2+ . . .+λ1v1− τ1− τ2),

tъ� kato spored konstrukci�ta kratnostta na vs�ka hiperravnina se
namal�va na�-mnogo s τ1. Newo poveqe, kratnostta na vs�ka toqka e na�-
mnogo σ + s. Uveliqava�ki kratnostite na podhod�wo izbrani toqki
postro�vame minihiper F ′′ s parametri

(σvk + λk−2vk−1 + . . .+ λ0v1 − (τ1 + τ2), σvk−1 + λk−2vk−2 + . . .+ λ1v1 − (τ1 + τ2))

i maksimalna kratnost na toqka σ+ s. Ako P e mnoжestvoto ot toqki na
PG(k− 1, q), to multimnoжestvoto (σ+ s)χP −F ′′ e (gq(k, d) + t, wq(k, d) + t)-
arka v PG(k − 1, q).

Fiksirame celite qisla t i k i neka q e stepen na prosto qislo.
Definirame mnoжestvoto:

D(t)
q (k) := {d ∈ Z+ | nq(k, d) = gq(k, d) + t},

koeto se sъstoi ot tezi minimalni razsto�ni� pri fiksirana razmer-
nost k, za koito optimalnata dъlжina na [n, k, d]q-kod nadhvъrl� s t
sto�nostta, poluqena ot granicata na Griesmer.
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Lema 3.11. Ako d ∈ D
(t)
q (k), to d− 1 ∈ D

(t′)
q (k), kъdeto

t′ ≤ t+

k−2∑

j=1

(
⌈ d
qj
⌉ − ⌈d − 1

qj
⌉
)
.

Dokazatelstvo. Ot uslovieto na lemata sledva, qe sъwestvuva kod s
parametri [gq(k, d)+ t, k, d]q. Izpolzva�ki podhod�wo sъkrawavane moжem
da konstruirame lineen [gq(k, d)+t−1, k, d−1]q-kod. Sledovatelno, nq(k, d−
1) ≤ gq(k, d) + t− 1.

Neka d e predstaveno vъv vida (3.1), a s i e oznaqen na�-malki�t
indeks, za ko�to

λ0 = . . . = λi−1 = q − 1, λi < q − 1.

Togava d− 1 = qk−1 − λk−2q
k−2 − . . .− (λi + 1)qi i ot (3.2) poluqavame

gq(k, d)− gq(k, d− 1) = i+ 1. (3.7)

Ot druga strana imame

⌈ d
qj
⌉ =

{ ⌈d−1
qj

⌉ + 1 za j = 1, . . . , i,

⌈d−1
qj

⌉ za j = i+ 1, . . . , k − 2,

otkъdeto
k−2∑

j=1

(
⌈ d
qj
⌉ − ⌈d− 1

qj
⌉
)

= i. (3.8)

Ako d− 1 ∈ D
(t′)
q (k) ot (3.7) i (3.8) poluqavame, qe

t′ ≤ gq(k, d)− gq(k, d− 1) + t− 1

= t+
k−2∑

j=1

(
⌈ d
qj
⌉ − ⌈d− 1

qj
⌉
)
.

Sledstvie 3.12. Ako d ∈ D
(t)
q (k) i d′ < d, to d′ ∈ D

(t′)
q (k), kъdeto

t′ ≤ t+
k−2∑

j=1

(
⌈ d
qj
⌉ − ⌈d

′

qj
⌉
)
.

Po-specialno, ako k = 3 imame

t′ ≤ t+ ⌈d
q
⌉ − ⌈d

′

q
⌉.
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Sega we dokaжem, qe za qetni razmernosti k funkci�ta tq(k) ne nad-
hvъrl� qk/2. Tazi ocenka, makar da e gruba, e na�-dobrata, ko�to imame
kъm nasto�wi� moment. Neka otnovo d e predstveno vъv vida (3.1) i da
poloжim k = 2l. Ako za vs�ko takova d sъwestvuva proektiven minihiper
v PG(k − 1, q) s parametri

(λk−2vk−1 + . . .+ λ1v2 − t0, λk−2vk−2 + . . .+ λ1v1 − t0)

to togava tq(k) ≤ t0.

Teorema 3.13. Ako k = 2l, to

tq(k) ≤ 2
ql − 1

q − 1
− (2l + q − 1).

Dokazatelstvo. Neka d = sqk−1 − λk−2q
k−2 − . . . − λ1q − λ0. Ot qetnostta

na k sledva, qe sъwestvuva razbivane S na toqkite ot PG(k − 1, q) na
podprostranstva s razmernost l− 1, koeto nariqame sъwo (l− 1)-spred v
PG(k − 1, q). Izbira�ki podprostranstva ot S, moжem da konstruirame
minihiper v PG(k − 1, q) s parametri

(
(λk−2q

k/2−1 + . . .+ λk/2−1)vk/2, (λk−2q
k/2−1 + . . .+ λk/2−1)vk/2−1

)
.

Kato izpolzvame vi+1 = qvi + 1 poluqavame



k/2−1∑

i=0

λk/2+i−1q
i


 vk/2 = (λk−2q

k/2−2 + . . .+ λk/2)vk/2+1 +

λk/2−1vk/2 − (λk−2q
k/2−2 + . . .+ λk−2)

= (λk−2q
k/2−3 + . . .+ λk/2+1)vk/2+1 + λk/2vk/2+1 +

λk/2−1vk/2 − (λk−2q
k/2−2 + . . .+ λk/2) +

(λk−2q
k/2−3 + . . .+ λk/2+1)

= λk−2vk−1 + . . .+ λk/2−1vk/2 −
k−2∑

i=k/2

λivi−k/2+1

=

k−2∑

i=1

λivi+1 −
k−2∑

i=k/2

λivi−k/2+1 −
k/2−2∑

i=1

λivi+1
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Da otbeleжim, qe λk−2vk−1+ . . .+λk/2−1vk/2 < qk/2+1, t.e. vinagi e naliqen
neobhodimi�t bro� (l−1)-podprostranstva v spreda. Konstruirani�t po
tozi naqin minihiper e s parametri (N,W ), kъdeto

N = λk−2vk−1 + . . .+ λ1v2 − t0

W = λk−2vk−2 + . . .+ λ1v1 − t0,

i

t0 =
k−2∑

i=k/2

λivi−k/2+1 −
k/2−2∑

i=1

λivi+1.

Tъ� kato λi ≤ q − 1 za vs�ko i imame

t0 ≤
k−2∑

i=k/2

(q − 1)vi−k/2+1 −
k/2−2∑

i=1

(q − 1)vi+1

=

k/2−1∑

i=1

(qi − 1)−
k/2−1∑

i=2

(qi − 1)

= 2 ·
k/2−1∑

i=1

(qi − 1)− (q − 1)

= 2
ql − 1

q − 1
− (2l + q − 1).

V specialni� sluqa� k = 4 poluqavame sledni� rezultat.

Sledstvie 3.14.

tq(4) ≤ q − 1.

Za kodove ot neqetna razmernost ide�ta na Teorema 3.13, sъsto�-
wa se vъv vzimane na podprostrostranstva s razmernost k/2 ot pod-
hod�wo izbran spred, ne dava dobra ocenka. Po-dobra gorna granica se
poluqava ot neravenstvoto tq(k − 1) ≤ tq(k).
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3.3 Sluqa�t k = 3

Konstruiraneto na dobri trimerni kodove nad Fq e ekvivalentno na kon-
struiraneto na dobri arki v proektivnata ravnina PG(2, q). Maksimal-
nite mownosti za proektivni arki sa izvestni za vsiqki ravnini ot
redove q ≤ 9, a dobri granici sa namereni za vsiqki ravnini ot red
q ≤ 29 [6, 110]. V [6] e postaven sledni�t vъpros, ko�to e svъrzan sъs
Zadaqa B, ko�to formulirahme po-gore:

V�rno li e, qe za fiksirano n− d sъwestvuva trimeren lineen [n, 3, d]-kod,
leжaw na granicata na Griesmer (ili pone leжaw blizo do granicata
na Griesmer, moжe bi razliqavaw se ot ne� s konstanta ili s log q)?

�sno e, qe otgovorъt na pъrvata qast ot tozi vъpros e “ne”. Neka
naprimer w = n− d = q + 2. Optimalnite arki imat mownost q2 + q + 2 i
ne sa asociirani s kodove na Griesmer (vж. napr. [11]). Naistina, ne
sъwestvuvat (q2+q+3, q+2)-arki, tъ� kato te zadъlжitelno imat 2-toqki
i mownostta im e ograniqena otgore ot 2+(q+1)q (broene na kratnostite
na pravite prez 2-toqka). Ot druga strana, edna (q2+ q+2, q+2)-arka se
asociira s [q2+q+2, 3, q2]q-kod, ko�to ne e gri�smъrov: gq(3, q

2) = q2+q+1 .
Vtorata qast na vъprosa na S. Ball postav� vъprosa za gorna granica na
tq(3) kato izkazva dve hipotezi tq(3) ≤ c i tq(3) ≤ log q. Sъwestvuvawite
tablici pokazvat, qe tq(3) ≤ 2 za vsiqki q ≤ 29. Kъm nasto�wi� moment
ne e izvestno w, za koeto sъwestvuvawite optimalni (n, w)-arki vod�t
do optimalni kodove, nadhvъl�wi garnicata na Griesmer s 2. Zatova
we preformulirame vtorata qast na vъprosa na Ball po sledni� naqin:

V�rno li e, qe za vs�ko fiksirano w = n−d ≤ q2−q sъwestvuvat konstanta
c i trimeren lineen kod s minimalno razsto�nie d, qi�to dъlжina nad-
hvъrl� na�-mnogo sъs c sto�nostta gq(k, d), dadena ot granicata na Gries-

mer?

Makar qe log2 q izgleжda gruba ocenka za tq(3), ne sъwestvuva dokaza-
telstvo na tova neravenstvo za neqetno q. Po-dolu we dokaжem tozi
rezultat za ravnini nad poleta s qetna harakteristika. Dokazatel-
stvoto se opira na sъwestvuvaneto na maksimalni arki v ravnini ot
qeten red [45, 155, 188].

Ot Lema 3.6 sledva, qe e dostatъqno da se ograniqim do sluqa� na
kodove s d ≤ q2. �sno e, qe moжem da zapixem d vъv vida d = q2−λ1q−λ0.
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Ottuk lesno poluqavame, qe

gq(3, d) = v3 − λ1v2 − λ0, wq(3, d) = v2 − λ1 ≤ q + 1.

Tъ� kato sъwestvuvat trivialni primeri na gri�smъrovi arki s w = q
i q+1 (tova sa sъotvetno AG(2, q) i PG(2, q)), we razgleжdame sto�nosti
za w, udovletvor�vawi w ≤ q − 1. Sledvawata polezna lema svъrzva
granicata na Griesmer s trivialnata gorna granica za mownostta na
(n, w)-arka v PG(2, q).

Lema 3.15. Neka K e (n, w)-arka v PG(2, q), za ko�to w ≤ q − 1. Ako n =
(w − 1)q + w − α i d = n− w, to n = t+ gq(3, d), kъdeto t = ⌊α/q⌋.
Dokazatelstvo. Tъ� kato d = (w − 1)q − α i w ≤ q − 1, imame ⌈d/q2⌉ = 1 i

gq(3, d) = d+ ⌈d
q
⌉+ ⌈ d

q2
⌉

= (w − 1)q − α+ (w − 1)− ⌊α
q
⌋+ 1

= n− ⌊α
q
⌋.

Sega we dokaжem, qe v sluqa� na qetno q sumata na r maksimalni arki
dava lineen kod, ko�to se otklon�va ot granicata na Griesmer na�-mnogo
s r − 1.

Lema 3.16. Neka q = 2h i neka Ki, i = 1, . . . , r, sa maksimalni arki. Defini-
rame arkata K =

∑r
i=1Ki. Ako kodъt CK, asociiran s K ima parametri

[n, 3, d]q, to n = gq(3, d) + (r − 1).

Dokazatelstvo. Neka za vs�ko i = 1, 2, . . . , r e izbrana maksimalna arka Ki

s parametri ((2ai − 1)q+2ai , 2ai), ai ∈ {1, . . . , h− 1}. Sega sumata na arkite
Ki, K =

∑Ki, ima parametri

(N,W ) = ((2a1 + . . .+ 2ar − r)q + 2a1 + . . .+ 2ar , 2a1 + . . .+ 2ar).

Arkite Ki mogat da bъdat izbrani po takъv naqin, qe W da ima toqno
sto�nostta, dadena v gorni� izraz. Togava mownostta N moжe da se
predstavi kato

N = (2a1 + . . .+ 2ar − 1)q + (2a1 + . . .+ 2ar)− (r − 1)q

= (W − 1)q +W − (r − 1)q.

i rezultatъt se poluqava ot Lema 3.15, v ko�to sme vzeli α = (r−1)q.
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Lema 3.17. Neka q = 2h. Vs�ko c�lo qislo m ≤ q moжe da se predstavi
vъv vida m = 2a1 + . . .+ 2ar − r, kъdeto ai ∈ {1, . . . , h− 1} i r ≤ h.

Dokazatelstvo. We izpolzvame indukci� po h. Za malki sto�nosti na
h tъrsenite predstav�ni� se namirat lesno. Da dopusnem, qe lemata e
v�rna za q = 2h i neka q′ = 2h+1. Dostatъqno e da pokaжem, qe takiva
predstav�ni� sъwestvuvat za vsiqki celi qisla ot vida m = q+β, kъdeto
β = 1, . . . , q − 1, tъ� kato q′ = 2h+1 + 21 − 2. Sъglasno indukcionnoto
dopuskane imame β + 1 = 2a1 + . . .+ 2ar − r s ai ∈ {1, . . . , h− 1}, r ≤ h. Sega

q + β = (2h − 1) + (β + 1) = (2h + 2a1 + . . .+ 2ar)− (r + 1),

koeto e жelanoto predstav�ne.

Teorema 3.18. Ako q = 2h, to tq(3) ≤ log2 q − 1.

Dokazatelstvo. Ot Sledstvie 3.12 e �sno, qe e dostatъqno da razgleж-
dame samo sto�nosti na d, za koito d ≤ q2 − 2q. Da zapixem d vъv vida
d = q2 − λq = (q − λ)q = jq, j = 1, . . . , q − 2. Sъglasno Lema 3.17 vs�ko
c�lo j ∈ {2, . . . , q − 2} moжe da se predstavi kato j = 2a1 + . . . + 2ar − r za
n�koe r ≤ h = log2 q. Ot Lema 3.16 sledva, qe sъwestvuva (n, w)-arka s
n = jq + j + r i w = j + r, ko�to e suma na r maksimalni arki v PG(2, q).
Sъglasno Lema 3.15, dъlжinata na line�ni� kod, asociiran s tazi arka,
nadhvъrl� s r − 1 = log2 q − 1 granicata na Griesmer gq(3, d).

Teorema 3.19. Ako q e qetna stepen na prosto qislo, to tq(3) ≤
√
q − 1.

Dokazatelstvo. Ot rezultat na R. Hill i J. Mason [104] (vж. sъwo [110])
za q qetna stepen na prosto qislo, sъwestvuva (n, w)-arka s n = (w−1)q+
w − √

q(q − w + 1). Tova e smisleno za n − w > 0, t.e. w >
√
q + 1√

q+1
.

Sledovatelno razgleжdame sto�nosti za w, ograniqeni ot

√
q + 1 ≤ w ≤ q − 1.

Da poloжim w =
√
q + ǫ, kъdeto ǫ ∈ {1, . . . , q − √

q − 1}. Tezi arki sa
svъrzani s kodove s minimalno razsto�nie dǫ = ǫq − (ǫ − 1)

√
q. Moжe da

se proveri, qe za ǫ = 1, t.e. d = q, n = gq(3, d) + (
√
q − 1). Za ǫ ≥ 1,

n = gq(3, dǫ) + t, kъdeto t ≤ √
q + 2. Sega rezultatъt se poluqava ot

Sledstvie 3.12.
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N. Hamada [87] izkaza hipotezata, qe v sluqa� na trimerni kodove
tq(3) = 1, t.e. vinagi ima trimeren kod, nadhvъrl�w na�-mnogo s edinica
sto�nostta, dadena ot granicata na Griesmer. Geometriqno, tova e ek-
vivalentno na tvъrdenieto (vж. Lema 3.15), qe za vs�ko w sъwestvuva
(n, w)-arka v PG(2, q), za ko�to n ≥ (w−2)q+w. Sъwestvuvawite tablici
za arki s maksimalen bro� toqki v ravnini nad malki poleta (vж. napr.
[6]) ne othvъrl�t tova predpoloжenie. Vъpreki tova to izgleжda tvъrde
optimistiqno. Po slaba versi� bi bila slednata: sъwestvuva kon-
stanta c, nezavisewa ot q, za ko�to tq(3) ≤ c. V qastna korespondenci� T.

Maruta izkaza po-obwata hipoteza, qe tq(k) ≤ k − 2 za vsiqki q.

3.4 Harakterizaci� na optimalni arki i kodove

Zadaqata za opredel�ne na toqnata sto�nost na n4(k, d) e rexena v razmer-
nosti k ≤ 4 za vsiqki minimalni razsto�ni� d. Za sledvawata razmer-
nost k = 5 kъm 2010 g. sъwestvuvaha 112 sto�nosti na d, za koito toqnata
sto�nost na n4(5, d) be neizvestna. V tozi razdel dokazvame nesъwest-
vuvane na gri�smъrovi kodove za sedem sto�nosti na d: d = 295, 296,
297, 298, 347, 348 i 349. Tova rexava deset otkriti sluqa� za toqnata
sto�nost na n4(5, d). Podhodъt, ko�to izpolzvame e geometriqen. Rexe-
nieto se sveжda do dokazvane na nesъwestvuvane na arki s opredeleni
parametri v PG(4, 4).

3.4.1 Harakterizaci� na (117, 30)- i (118, 30)-arki v PG(3, 4)

Na�-napred we harakterizirame arkite s parametri (118, 30) i (117, 30)
v proektivnata geometri� PG(3, 4).

Neka K e (118, 30)-arka v PG(3, 4) sъs spektъr (ai)i≥0. Za maksimalnata
kratnost na toqka, prava i ravnina Teorema 2.29 dava w0 = 2, w1 = 8,
w2 = 30. Tъ� kato K e gri�smъrova arka, ot Teorema 2.31 i Teorema 2.29
sledva, qe edinstvenite vъzmoжni kratnosti za ravnina v PG(3, 4) sa 30,
26, 22, 18, 14 i 6. Da otbeleжim, qe K n�ma prava s kratnost 1, kakto i
qe niko� 2-toqka ne e incidentna s prava s kratnost po-malka ot 6. Sega
ravenstvo (2.6) priema vida

6a26 + 28a22 + 66a18 + 120a14 + 276a6 = −372 + 16λ2. (3.9)

Lema 3.20. Neka K e (118, 30)-arka v PG(3, 4). Togava a6 = 0.
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Dokazatelstvo. Da dopusnem protivnoto i neka π0 e 6-ravnina. �sno e,
qe K|π0 e hiperoval. Ravnini prez 2-prava na π0 sa s kratnost 30, a tezi
prez 0-prava sa tri 30-ravnini i edna 22-ravnina2. Ot (3.9) poluqavame
6 · 28 +

(
24
2

)
= −372 + 16λ2, t.e. λ2 = 51. Da izberem 1-toqka P v π0 i da

razgledame xestnadesette pravi prez P , nesъdъrжawi se v π0. Pone tri
ot t�h we sъdъrжat po qetiri 2-toqki i we imat kratnost 9, koeto e
protivoreqie s w1 = 8.

Lema 3.21. Neka K e (118, 30)-arka v PG(3, 4).

(i) Ako a14 > 0, to a14 = 2.

(ii) Vs�ka (118, 30)-arka v PG(3, 4) s a14 = 2 e ot vida

K = 2− χπ′ − χπ′′ − χL′ − χL′′ .

Tuk π′, π′′ sa ravnini, a L′, L′′ – pravi v takova vzaimno poloжenie,
qe niko� toqka ot multimnoжestvoto χπ′ + χπ′′ + χL′ + χL′′ n�ma
kratnost po-gol�ma ot 2.

Dokazatelstvo. (i) Da otbeleжim, qe dve 14-ravnini zadъlжitelno se
presiqat v 0-prava. Tъ� kato 14-ravnina ne moжe da ima dve 0-pravi
poluqavame a14 ≤ 2. Neka dopusnem, qe v PG(3, 4) sъwestvuva toqno edna
14-ravnina π0. Tova e ili dopъlnenieto na prava i dve razliqni toqki,
ili dopъlnenieto na podravnina na Baer. Taka vъzmoжnite spektri
(bi)i≥0 na (14, 4)-arka sa slednite:

b4 = 12, b3 = 8, b2 = 1, b1 = 0, b0 = 1;

i
b4 = 14, b3 = 0, b2 = 7, b1 = 0, b0 = 0.

Pъrvata vъzmoжnost se othvъrl� qrez prebro�vane na prinosa na ravni-
nite prez razliqnite pravi na π0 kъm l�vata strana na (3.9)3.

2Poslednoto e v�rno zawoto (26, 7)-arka F v PG(2, 4) n�ma 0-prava. Ako dopusnem
protivnoto, to bro�t na 2-toqkite λ2(F) za takava arka e λ2(F) = 5+λ0(F) ≥ 10. Ottuk
sledva, qe sъwestvuvat qetiri kolinearni 2-toqki, koeto e protivoreqie.

3Prez 4-prava na π0 minavat qetiri 30-ravnini; prez 3-prava minavat tri 30- i
edna 26-ravnina; prez 0-prava minavat dve 22- i dve 30-ravnini (18-ravnina n�ma 0-
prava). Za 2-ravnina v π0 maksimalen prinos kъm (3.9) se poluqava, kogato ravninite
imat kratnost 30,30,30,22. Taka ot (3.9) poluqavame 120+1 ·56+1 ·28+8 ·6 ≥ −372+16λ2,
t.e λ2 ≤ 39. Ot druga strana λ2 = 33+ λ0 ≥ 40, tъ� kato 14-ravnina ima sedem 0-toqki,
otkъdeto λ0 ≥ 7.
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Da razgledame po-podrobno vtorata vъzmoжnost, kogato K|π0 e dopъl-
nenie na podravnina na Baer. Da razgledame 2-prava L v π0 i da oznaqim
ravninite prez L s πi, i = 0, . . . , 4. Da dopusnem, qe edna ot πi, da kaжem
π1, e 22-ravnina. Drugite tri ravnini prez L sa 30-ravnini. Razgleж-
dame proekci� ϕ ot ko� da e 0-toqka P ot L v ravnina, neincidentna s P .
Oznaqavame s Li, i = 0, 1, . . . , 4, obraza na πi pri proekci�ta ϕ. Za vseki
izbor na P pravata L0 e ot tip (2, 2, 2, 4, 4). Ot klasifikaci�ta na (22, 6)-
arkite v PG(2, 4) (vж. [11, 105]), sledva, qe L1 e ot tip (2,2,6,6,6) ili
(2,4,4,6,6). Ot klasifikaci�ta na (30, 8)-arkite v PG(2, 4), ili, ekvi-
valentno, na (12, 2)-blokirawite mnoжestva s maksimalna kratnost na
toqka ravna na 2, pravite L2, L3, L4 sa ot tip (2,4,8,8,8) ili (2,7,7,7,7).
Tъ� kato vs�ka (118, 30)-arka ima samo ravnini s qetna kratnost, to dve
ot pravite L2, L3, L4 sa ot tip (2, 7, 7, 7, 7) i edna e ot tip (2, 4, 8, 8, 8). Sega
e �sno, qe v ravninata na proektirane ima prava ot tip (4, 6, 7, 7, 8), ko�to
e proobraz na 32-ravnina, protivoreqie s parametrite na K.

S tova dokazahme, qe po 2-prava na π0 minavat dve 26-ravnini i
dve 30 ravnini. Sega ravenstvoto (3.9) otnovo vodi do protivoreqie.
Naistina, (

16

2

)
+ 7 · 12 ≥ −372 + 16λ2,

t.e. λ2 ≤ 36, koeto protivoreqi na λ2 = 33 + λ0 ≥ 40. Sledovatelno, ako
a14 > 0, to a14 = 2.

(ii) Vs�ka (118, 30)-arka K v PG(3, 4) s a14 = 2 moжe da se opixe kato

K = 2− F ,

kъdeto F e (52, 12)-blokirawo mnoжestvo ot vida F = χπ′ + χπ′′ + G s
maksimalna kratnost na toqka, ravna na 2. G e (10, 2)-blokirawo mno-
жestvo v PG(3, 4) i, sledovatelno, e suma na dve pravi L′ i L′′ (vж. [134]).
Ravninite π′ i π′′ tr�bva da sa izbrani taka, qe maksimalnata kratnost
na toqka v F da ne nadhvъrl� 2.

Zabeleжka 3.22. S izvestni usili� moжem da poluqim, qe sъwestvuvat
toqno tri neekvivalentni (118, 30)-arki v PG(3, 4). V sluqa�, kogato L′

i L′′ se presiqat poluqavame edinstvena arka, dokato v sluqa� na krъs-
tosani pravi poluqavame dve proektivno neekvivalentni arki. Tezi dva
sluqa� sa il�strirani na figurite po-dolu kato sa predstaveni dvete
vъzmoжnosti za (52, 12)-blokirawoto mnoжestvo F .
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π′ π′′ π′ π′′

L′

L′′

L′

L′′

Da otbeleжim, qe v pъrvi� sluqa� ravninata 〈L′, L′′〉 e s kratnost 18
po otnoxenie na K.

Lema 3.23. Za vs�ka (118, 30)-arka K v PG(3, 4), za ko�to a14 = 0 i a18 > 0 e
izpъlneno a18 = 2.

Dokazatelstvo. Neka a14 = 0, a18 > 0 i neka π0 e 18-ravnina. �sno e, qe
v π0 vsiqki toqki sa s kratnost 0 ili 1. Vъzmoжnite spektri za arkata
K|π0 sa slednite:

b5 = 8, b4 = 12, b3 = 0, b2 = 1, b1 = 0, b0 = 0;

ili
b5 = 9, b4 = 9, b3 = 3, b2 = 0, b1 = 0, b0 = 0.

i sъotvetstvat na sluqaite, kogato trite 0-toqki na 18-ravninata sa
kolinearni ili nekolinearni. Vtorata vъzmoжnost othvъrl�me otnovo
kato ocen�vame prinosa na ravninite prez razliqnite pravi ot π0 kъm
l�vata strana na (3.9). Tuk tr�bva da otqetem, qe niko� (22, 6)-arka v
PG(2, 4) n�ma 3-prava (vж. [11]).

Povtar�me sъwi� argument za pъrvi� spektъr. Otnovo ocen�vame
prinosa na ravninite prez razliqnite pravi na π0 kъm d�snata strana
na (3.9) i poluqavame 66 + 8 · 0 + 12 · 6 + 1 · 66 ≥ −372 + 16λ2, otkъdeto
λ2 ≤ 36. Ot druga strana, λ2 = 33 + λ0 ≥ 36 i sledovatelno K ima dve
18-ravnini, koito se presiqat po 2-prava. Sledovatelno edinstveni�t
vъzmoжen spektъr za (118, 30)-arka s a18 > 0, a14 = 0 e: a30 = 71, a26 = 12,
a18 = 2, λ0 = 3, λ2 = 36.



3.4. Harakterizaci� na arki 69

Sъwestvuvat dve neekvivalentni arki s tozi spektъr. Te se poluqa-
vat po sledni� naqin. Neka L e prava i neka π0, π1, . . . , π4 sa ravninite
prez L. Fiksirame tri toqki vъrhu L i gi oznaqavame s P0, P1, P2.
Definirame multimnoжestvo L po sledni� naqin:

L(P ) =
{

1, ako P ∈ (π3 ∪ π4);
2, ako P ∈ (π0 ∪ π1 ∪ π2) \ L.

Sega moжem da konstruirame (118, 30)-arka s a18 = 2 vъv vida K = L −
F , kъdeto F e proektivno (15, 3)-blokirawo mnoжestvo, sъdъжawo se v
π0 ∪ π1 ∪ π2 i presiqawo L v tri toqki. Sъwestvuvat dve vъzmoжnosti
za takova blokirawo mnoжestvo: (1) suma na tri krъstosani pravi,
sъdъrжawi se sъotvetno v π0, π1 i π2, i (2) podgeometri� PG(3, 2), sъdъr-
жawa se v π0 ∪ π1 ∪ π2 i presiqawa L v tri toqki. �sno e, qe tezi arki
ne sa proektivno ekvivalentni. Tъ� kato n�ma drugi blokirawi mno-
жestva s parametri (15, 3), gornata konstrukci� dava vsiqki (118, 30)-
arki v PG(3, 4) s a14 = 0, a18 > 0.

Ostavawite (118, 30)-arki, koito ne sa opisani v Lema 3.21 i Lema 3.23
sa s vъzmoжni kratnosti na ravninite 22, 26 i 30. Na�-lesno tezi arki
se opisvat qrez dualnata konstrukci� ot razdel 2.1.4.

Lema 3.24. Sъwestvuvat tri proektivno neekvivalentni arki v PG(3, 4)
s parametri (118, 30), za koito a14 = a18 = 0.

Dokazatelstvo. Neka K e (118, 30)-arka v PG(3, 4), za ko�to a14 = a18 = 0.
Razgleжdame arkata Kσ, ko�to e σ-dualna na K sъs σ(x) = 1

4
(30 − x). S

drugi dumi, v dualnata geometri� 22-ravninite stavat toqki s kratnost
2, ravninite s kratnost 26 – toqki s kratnost 1 i 30-ravninite – toqki
s kratnost 0. Ot svo� strana toqkite s kratnost 0 stavat ravnini v
dualnata geometri� s kratnost 10, toqkite s kratnost 1 sa 6-ravnini i
toqkite s kratnost 2 stavat 2-ravnini. Tova se prover�va qrez sumirane
na kratnostite na ravninite sъotvetno prez 0-, 1- i 2-toqka. Togava Kσ

e (18, 10)-arka s qisla na presiqane 2, 6 i 10 i maksimalna kratnost na
toqka 2.

We pokaжem, qe sъwestvuvat toqno tri takiva (18, 10)-arki v PG(3, 4).
Te se opisvat kakto sledva. Neka O e hiperoval i neka L i L′ sa dve
razliqni pravi, koito ne sa v ravninata na hiperovala, no minavat
prez fiksirana toqka ot O. Pъrvite dve arki sa sъotvetno 2χO△L i
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χO△L + χO△L′. (Tuk A△B e simetriqnata razlika na A i B.) Tretata
arka se poluqava kato vzemem dve kopi� na slednite toqki:

(1, 0, 0, 0) (0, 1, 0, 0) (0, 0, 1, 0) (0, 0, 0, 1) (1, α, α, α)
(1, 1, 0, 0) (1, 0, 1, 0) (1, 0, 0, 1) (1, α2, α2, α2)

Spektrite na sъotvetnite (18, 10)-arki sa

λ2 = 9, λ1 = 0, λ0 = 76, b10 = 6, b6 = 40, b2 = 39.

λ2 = 5, λ1 = 8, λ0 = 72, b10 = 2, b6 = 48, b2 = 35.

Ot dokazanite po-gore tvъrdeni� poluqavame slednata harakteri-
zaci� na (118, 30)-arkite v PG(3, 4):

(α) K = 2−F , kъdeto F e (52, 12)-blokirawo mnoжestvo; F e suma na dve
ravnini i dve pravi, vzeti taka, qe maksimalnata kratnost na toqka e
2. Vъzmoжni sa dva spektъra:

a14 = 2, a22 = 0, a26 = 10, a30 = 73, λ0 = 9, λ1 = 34, λ2 = 42;
a14 = 2, a22 = 1, a26 = 8, a30 = 74, λ0 = 10, λ1 = 32, λ2 = 43

(β) K = 2−χπ0∪π1+χL−F , kъdeto πi sa ravninite prez fiksirana prava L,
a F e (15, 3)-blokirawo mnoжestvo, sъdъrжawo se v π2∪π3∪π4. Sъwest-
vuvat dve takiva arki; te se poluqavat, ako blokirawoto mnoжestvo F
e (a) suma na tri krъstosani pravi; (b) podgeometri�ta PG(3, 2). I v
dvata sluqa� poluqavame edin i sъw spektъr:

a18 = 2, a22 = 0, a26 = 12, a30 = 71, λ0 = 3, λ1 = 46, λ2 = 36.

(γ) K e dualna na multimnoжestvo s mownost 18 i maksimalna kratnost
na toqka 2 i qisla na presiqane 2, 6, 10. Sъwestvuvat tri takiva
multimnoжestva, koito davat dva vъzmoжni spektъra za K:

(γ′) a22 = 5, a26 = 8, a30 = 73, λ0 = 2, λ1 = 48, λ2 = 35;
(γ′′) a22 = 9, a26 = 0, a30 = 76, λ0 = 6, λ1 = 40, λ2 = 39.
(γ′′′) a22 = 9, a26 = 0, a30 = 76, λ0 = 6, λ1 = 40, λ2 = 39.
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(γ′) Dvete 0-toqki sa incidentni s 6-prava; ravninite prez tazi 6-
prava sa s kratnosti sъotvetno 22, 30, 30, 30, 30.

(γ′′)Sъwestvuva 30-ravnina, sъdъrжawa vsiqkite xest 0-toqki; pet ot
t�h sa kolinearni; ravninite prez obrazuvanata 0-prava imat krat-
nosti 30, 22, 22, 22, 22; 2-toqkite, neleжawi v tazi 30-ravnina obrazu-
vat konus s vrъh xestata 0-toqka i hiperoval kato upravitelna kriva.

(γ′′′) Sъwestvuva 22-ravnina sъs sedem 2-toqki; prez vs�ka ot qetirite
í 2-pravi minavat dve 22- i dve 30-ravnini; vs�ka ot tezi 22-ravnini
sъdъrжa qetiri 2-toqki (za harakterizaci�ta na (q2+q+2, q+2)-arkite
vж. [11, 105]).

Zabeleжka 3.25. Da otbeleжim, qe ako K e (118, 30)-arka, to vs�ka 26-
ravnina ima 0-toqka. Arkite ot tip (α) imat 0-prava. Arkite ot tip
(β) imat 2-prava, prez ko�to minavat dve 18- i tri 30-ravnini. Arkite
ot tip (γ′) imat 6-prava, sъdъrжawa tri 2-toqki; osemte 26-ravnini
minavat prez 0-toqkite na gornata 6-prava.

Lema 3.26. Vs�ka (117, 30)-arka v PG(3, 4) e razxirima.

Dokazatelstvo. Da dopusnem protivnoto i neka K e nerazxirima (117, 30)-
arka v PG(3, 4). We stignem do protivoreqie sъs Sledstvie 2.34 kato
dokaжem, qe

∑

i 6≡n,n+1 (mod q)

ai ≤
qk−3r(q)

q − 1
=

4 · 2
3
,

t.e.
∑

i 6≡n,n+1 (mod q)

ai ≤ 2.

Sъglasno Lema 2.29 arkata K n�ma ravnini s kratnosti: 2, 3, 4, 7,
8, 10, 11, 12, 23, 24, 28. Ot (2.6) poluqavame

28∑

i=0

(
30− i

2

)
ai = −348 + 16λ2. (3.10)

Da dopusnem, qe ai > 0, za i = 0, 1, 5 ili 6. Togava ai = 1 i za vsiqki
ostanali ravnini π imame K(π) ≥ 21. Poneжe 27-ravnina ne moжe da ima
0- ili 1-pravi, to

∑
i 6≡n,n+1 (mod q) ai = 1 i K e razxirima. Sledovatelno

a0 = a1 = a5 = a6 = 0.
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Da dopusnem, qe a9 > 0, t.e. a9 = 1. Za kratnostite na ko� da e rav-
nina π prez 0-prava v 9-ravnina imame K(π) ≥ 18; sledovatelno za vs�ka
takava ravnina K(π) ≡ n, n + 1 ≡ 1, 2 (mod 4). Analogiqno, vs�ka rav-
nina, presiqawa 9-ravnina v 1-, 2- ili 3-prava ne moжe da e s kratnost
K(π) 6≡ 1, 2 (mod 4). Sledovatelno

∑
i 6≡n,n+1 (mod q) ai = 1 i K e razxirima,

otkъdeto poluqavame i a9 = 0.
Za da dokaжem razxirimostta na arkata K izpolzvame Sledstvie 2.34,

sъglasno koeto e dostatъqno da pokaжem, qe

a15 + a16 + a19 + a20 + a27 ≤ 2.

Neka a16 > 0 i neka π e 16-ravnina. Arkata K|π ima spektъr b0 = 1, b4 = 20.
Qetirite ravnini, razliqni ot π prez 4-prava na π imat kratnosti 30,
29, 29, 29. Na�-mnogo edna ot ravninite prez 0-prava v π e s kratnost 6≡
n, n+1 (mod q). Sledovatelno

∑
i 6≡n,n+1 (mod q) ai ≤ 2 i K e razxirima. Taka

moжem da priemem, qe i a16 = 0. Po sъwi� naqin moжem da othvъrlim i
sъwestvuvaneto na 20-ravnini.

Moжem da othvъrlim sъwestvuvaneto na 19- ili 15-ravnina π kato
otnovo izpolzvame ide�ta za ocen�vane na prinosa kъm l�vata strana na
(3.10), napraven ot ravninite prez razliqnite pravi, leжawi v ravni-
nata π.

Taka ostava da othvъrlim samo sъwestvuvaneto na 27-ravnini. Da
dopusnem, qe a27 6= 0. Vъzmoжni sa dva tipa 27-ravnini:

(A) suma na ravnina i hiperoval; v tozi sluqa� spektъrъt na (27, 7)-
arkata e b5 = 6, b7 = 15;

(B) dve kopi� na ravnina, ot ko�to sa iztriti tri nekonkurentni pravi;
spektъrъt na takava arka e b3 = 3, b7 = 18.

Da dopusnem, qe K e (117, 30)-arka s 27-ravnina π0 ot tip (A). Ocen�vame
prinosa kъm l�vata strana na (3.10). Za 7-prava to� e 0, a za 5-prava
to� e ≤ 36; ako 5-prava e incidentna s druga 27-ravnina, tozi prinos e
na�-mnogo 13. Taka imame

(
3

2

)
+ 4 · 36 + 2 · 13 ≥ −348 + 16λ2,

otkъdeto poluqavame λ2 = 32, λ1 = 53, λ0 = 0. No tova protivoreqi na
w1 = 8, tъ� kato v tozi sluqa� sъwestvuvat qetiri kolinearni 2-toqki
i sledovatelno 9-prava (vж. [59, 96]).
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Dotuk dokazahme, qe edinstvenite ravnini s kratnost 6≡ n, n+1 (mod q)
sa 27-ravnini ot tip (B). Tъ� kato K ne e razxirima, tr�bva da imame
pone tri takiva ravnini. Tъ� kato dve ravnini s kratnost 27 se pre-
siqat na�-mnogo v 6-prava, to v tozi sluqa� te se sekat v 3-prava. Sle-
dovatelno sъwestvuva 0-toqka P , leжawa i v trite 27-ravnini. Raz-
gleжdame proekci� ϕ ot tazi toqka. Obrazite na trite 27-ravnini sa
ot tip (7, 7, 7, 3, 3). Oznaqavame s Y1, Y2, Y3 trite toqki v proekcionnata
ravnina, za koito Kϕ(Yi) = 3. Neka devette toqki v proekcionnata rav-
nina izvъn 27-pravite sa X1, . . . , X9. Polagame xi = Kϕ(Xi). Sъwest-
vuvat devet pravi v ravninata na proektirane, nesъdъrжawi niko� ot
toqkite Yi. Oznaqavame tezi pravi s Li, i = 1, . . . , 9. Vs�ka ot t�h e ot
tip (7, 7, 7, xi, xj) za n�koi i i j i e obraz na 29- ili 30-ravnina4. Ottuk
sledva, qe xi + xj = 8 ili 9. Ot druga strana vs�ka toqka Xi se sъdъrжa
v toqno dve takiva pravi. Taka poluqavame

45 =
9∑

i=1

xi ≤
1

2
· 9 · 9,

protivoreqie.

3.4.2 Harakterizaci� na (100, 26)-arki v PG(3, 4)

V tozi razdel we harakterizirame arkite s parametri (100, 26) v PG(3, 4).
Izvestno e, qe svъrzanite s t�h (102, 26)-arki v PG(3, 4) sa edinstveni
s toqnost do ekvivalentnost i se poluqavat kato suma na 17-xapka i
c�loto prostranstvo [148]. Ot teoremata za razxirimost na Hill i Lizak

se poluqava, qe vs�ka (101, 26)-arka e razxirima do (102, 26)-arka. Tezi
fakti sa obobweni v slednata teorema.

Teorema 3.27. Sъwestvuva edinstvena (102, 26)-arka v PG(3, 4). T� se po-
luqava kato suma na xapka i c�loto prostranstvo. Spektъrъt na takava
arka e

a22 = 17, a26 = 68, λ0 = 0, λ1 = 68, λ2 = 17.

Vs�ka (101, 26)-arka v PG(3, 4) e razxirima.

4Dve 27-ravnini ne mogat da se presiqat v 7-prava.



74 3. Arki i optimalni kodove

Ot Teorema 3.27 neposredstveno sledva, qe vъzmoжnite kratnosti na
ravnini po otnoxenie na (101, 26)-arka v PG(3, 4) sa 21, 22, 25, 26. Takava
arka ima na�-mnogo edna 0-toqka.

Edin naqin za poluqavane na (100, 26)-arki v PG(3, 4) e qrez iztrivane
na edna toqka ot (101, 26)-arka, ili, ekvivalentno, qrez iztrivane na
dve toqki ot (102, 26)-arka. Okazva se, qe sъwestvuvat i nerazxirimi
(100, 26)-arki, koito ne mogat da bъdat poluqeni po opisani� naqin.

Neka K e (100, 26)-arka. Ot Lema 3.7 imame

w0(K) = 2, w1(K) = 7, w2(K) = 26.

Ottuk natatъk we sqitame, qe K e nerazxirima (100, 26)-arka v PG(3, 4).
Ograniqenieto na K vъrhu maksimalna hiperravnina e (26, 7)-arka v
PG(2, 4). Harakterizaci�ta na ravninnite (26, 7)-arki e svъrzana s harak-
terizaci�ta na blokirawite mnoжestva s parametri (16, 3) i e opisana
v slednata lema.

Lema 3.28. Vs�ka (26, 7)-arka v PG(2, 4) e ot edin ot slednite tri vida:

(1) dve kopi� na PG(2, 4) minus tri nekonkurentni pravi minus proizvolna
toqka, razliqna ot toqka na presiqane za dve ot pravite (tip (A));

(2) suma na ravnina pl�s hiperoval minus toqka (tip (B));

(3) dve 7-pravi, presiqawi se v 0-toqka; vsiqki ostanali toqki izvъn tezi
dve 7-pravi sa 1 toqki (tip (C)).

Da otbeleжim, qe arkite ot tip (A) i (B) sa razxirimi, dokato
arkata ot tip (C) e nerazxirima. V tablicata po-dolu sa predstaveni
spektrite na tezi arki i tipovete na pravite, poluqeni pri proekti-
rane na takava arka ot 0-toqka. Arkite ot tip (B) s vtori� vъzmoжen
spektъr n�mat 0-toqki.

tip a7 a6 a5 a4 a3 a2 λ2 λ1 λ0 tipove pravi
(A) 14 4 0 0 2 1 9 8 4 77732

77633
66662

13 5 0 0 3 0 8 10 3 77633
(B) 12 3 4 2 0 0 6 14 1 66644

10 5 6 0 0 0 5 16 0 -
(C) 11 6 1 3 0 0 6 14 1 77444
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Polezno e da zabeleжim, qe niko� (26, 7)-arka n�ma nito 0-, nito 1-
pravi. Takava arka n�ma i 5-pravi s 0-toqka. Osven tova niko� (26, 7)-
arka ne moжe da ima ednovremenno 3- i 4-pravi.

Lema 3.29. Neka L e (25, 7)-arka v PG(2, 4), za ko�to sъwestvuva 6-prava L
s tri 2-toqki. Togava L ima i 7-prava incidentna s 0-toqka.

Dokazatelstvo. Da oznaqim s λi, i = 0, 1, 2 bro� na i-toqkite v L. �sno
e, qe λ2 − λ0 = 4, i tъ� kato λ0 ≥ 2, λ2 ≤ 9, tr�bva da razgledame qetiri
sluqa�: λ2 = 6 + i, λ0 = 2 + i, kъdeto i = 0, 1, 2, 3.

Da dopusnem, qe ne sъwestvuva 7-prava s 0-toqka. Da razgledame
sluqa� λ0 = 2 i neka trite 2-toqki izvъn L sa kolinearni. Togava
pravata, opredelena ot t�h presiqa L v 0-toqka. Tazi prava tr�bva da
ima i vtora 0-toqka, koeto dava λ0 ≥ 3, protivoreqie. Ako trite 2-toqki
izvъn L sa nekolinearni, to pone edna ot trite pravi opredeleni ot dve
ot tezi toqki presiqa L v 2-toqka. Otnovo tr�bva da sъwestvuva treta
0-toqka, koeto e protivoreqie.

Sluqaite λ0 = 3, 4, 5 se othvъrl�t po podoben naqin.

Lema 3.30. Neka K e (100, 26)-arka v PG(3, 4). Togava za vs�ka ravnina π v
PG(3, 4) e izpъlneno K(π) ≥ 12.

Dokazatelstvo. Da otbeleжim, qe sъglasno Lema 2.29, K(π) 6= 7, 10, 11, 23.
Bez ograniqenie na obwnostta, we razgledame sluqa�, kogato K e neraz-
xirima arka. Naistina, ako K e razxirima, to vъzmoжnite kratnosti
na ravnini sa 26, 25, 24, 22, 21, 20 i tvъrdenieto na lemata e izpъlneno
trivialno.

Ravnini s kratnost, ko�to ne nadhvъrl� 5, se othvъrl�t s pomowta
na fakta, qe niko� (26, 7)-arka n�ma 0- ili 1-pravi. Vъv vs�ka ravnina π
s kratnost, nenadhvъl�wa 5, sъwestvuva 0-toqka P , ko�to e incidentna
samo s 0- i 1-pravi. Tъ� kato P se sъdъrжa v pone edna 26-ravnina π′

(poneжe priehme, qe K e nerazxirima), to pravata π∩π′ e 0- ili 1-prava,
protivoreqie.

Da dopusnem, qe sъwestvuva 6-ravnina π0. Da razgledame 2-prava L
v π0. Pravata L e incidentna s pone dve 26-ravnini, da kaжem π1 i π2.
�sno e, qe π1 i π2 sa ot tip (A). Sъwestvuva 0-toqka ot L sъs slednoto
svo�stvo: sled proektirane ot tazi toqka obrazite na π1 i π2 sa ot tip
(7, 7, 7, 3, 2). �sno e, qe v ravninata na proektirane sъwestvuva prava
ot tip (3, 3, 2/0, x, y). Tъ� kato 26-ravnina n�ma 5-prava s 0-toqka, to
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x, y ≤ 4. Tova e protivoreqie, poneжe K ne moжe da ima ednovremenno
6-ravnina i ravnina s kratnost < 14.

Da dopusnem, qe sъwestvuva ravnina π0 s kratnost 8 i L e 3-prava
v tazi ravnina. Razgleжdame proekci� ot 0-toqka na L. Obrazite na
ostanalite qetiri ravnini prez L sa ot tip (7, 7, 7 − ǫ, 3, 2 + ǫ), kъdeto
ǫ ∈ {0, 1}. Sega proekcionnata ravnina zadъlжitelno sъdъrжa prava
ot tip (7, 7, 6, 6, 0), koeto e nevъzmoжno poradi Lema 3.28. Ravnini s
kratnost 9 se othvъrl�t po podoben naqin. V tozi sluqa� dori moжem
da izberem toqkata, ot ko�to proektirame po takъv naqin, qe obrazъt na
9-ravninata da ima tip (3, 3, 3, 0, 0), koeto uprost�va dokazatelstvoto.

Lema 3.31. Neka K e (100, 26)-arka v PG(3, 4). Togava ne sъwestvuva ravnina
π v PG(3, 4) s kratnost 12 ≤ K(π) ≤ 15.

Dokazatelstvo. Neka K e (100, 26)-arka v PG(3, 4). Na�-napred we othvъr-
lim sъwestvuvaneto na ravnini s kratnost 15. Da dopusnem protivnoto
i neka π0 e ravnina s K(π0) = 15. Ograniqenieto na K vъrhu π0 se sъstoi
ot toqkite na ravninata minus prava L minus toqka Q, neleжawa na L.
Da dopusnem, qe sъwestvuva 0-toqka P izvъn π0. Vs�ka 26-ravnina π1
prez P (takava sъwestvuva, tъ� kato K ne e razxirima) ima pone dve
0-toqki (P i owe edna v π0). Sledovatelno tazi ravnina sъdъrжa (26, 7)-
arka ot tip (A) i sledovatelno minava prez Q. Da razgledame 7-prava
L′ v π1 prez P . T� e incidentna s pone dve drugi 26-ravnini, koito imat
pone dve, a sledovatelno i pone tri 0-toqki. Ot druga strana te pre-
siqat π0 v 4-prava, koeto protivoreqi na Lema 3.30 ((26, 7)-arka ot tip
(A) n�ma 4-prava). Dotuk dokazahme, qe ne sъwestvuvat 0-toqki izvъn
π0. No toqkata Q tr�bva da e incidentna s 26-ravnina, ko�to presiqa
π0 v 3-prava i ima dve 0-toqki, koeto e nevъzmoжno.

Po sъwi� naqin moжem da othvъlim sъwestvuvaneto na 14-ravnini.
Takiva ravnini sa dopъlnenie na prava i dve toqki ili dopъlnenieto
na podravnina na Baer.5

Sega we pokaжem, qe K n�ma ravnini s kratnost 13. Nesъwestvu-
vaneto na 12-ravnini se dokazva sъs sъwite argumenti i e po-prosto.

Da dopusnem, qe sъwestvuva 13-ravnina π0. Da fiksirame 4-prava L
v π0 i da oznaqim ostanalite qetiri ravnini prez L s πi, i = 1, . . . , 4. Bez
ograniqenie na obwnostta π1, π2, π3 sa 26-ravnini, a π4 e 25-ravnina. Da

5Sъwi�t argument othvъrl� i 16-ravnini, pri koito pette 0-toqki sa kolinearni.
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razgledame proekci� ϕ ot 0-toqkata P ot L. Oznaqavame obrazite na πi s
Li: Li = ϕ(πi). Da otbeleжim, qe L4 ne sъdъrжa 7-toqka. Takava toqka e
incidentna s tri 26-pravi, a tipovete na pravite L1, L2, L3 sa (7, 7, 4, 4, 4)
ili (6, 6, 6, 4, 4). Ottuk sledva, qe L0 tr�bva da e ot tip (4, 4, 4, 4, ∗), pro-
tivoreqie. Sledovatelno L4 n�ma 7-toqki i e ot edin ot slednite tri
tipa: (4, 6, 6, 6, 3), (4, 6, 6, 5, 4) ili (4, 6, 5, 5, 5).

Ot druga strana e �sno, qe 13-ravninata e dopъlnenie na (8, 1)-blo-
kirawo mnoжestvo i e: (a) dopъlnenie na prava i tri toqki, ili (b)
dopъlnenie na podravnina na Baer i toqka.

V sluqa� (a) v π0 ima toqka P , proekci�ta ot ko�to dava za obraza
na π0 prava ot tip (4, 3, 3, 3, 0). Ako n�ko� ot pravite L1, L2, L3 e ot tip
(7, 7, 4, 4, 4), to poluqavame, qe L4 ima dve toqki s kratnost na�-mnogo
3, koeto e nevъzmoжno. Tova sledva ot fakta, qe vs�ka 26-prava prez 7-
toqka ima dve toqki s kratnost, nenadhvъrl�wa 3. Sledovatelno pravite
L1, L2, L3 sa ot tip (6, 6, 6, 4, 4). No sega vseki edin ot trite vъzmoжni tipa
za L4, poluqeni po-gore, vodi do protivoreqie. Naprimer, ako L4 e ot
tip (4, 6, 6, 6, 3), mnoжestvoto ot toqki

F = {X ∈ L1 ∪ L2 ∪ L3 ∪ L4 | Kϕ(X) = 6} ∪ {Y ∈ L1 ∪ L2 ∪ L3 ∪ L4 | Kϕ(Y ) = 3}

e (15, 4)-arka, otkъdeto v ravninata na proektirane sъwestvuva prava ot
tip (4, 4, 4, 3, 0), koeto dava 15-ravnina, qieto sъwestvuvane othvъrlihme
po-gore. Drugite dva vъzmoжni tipa za L4 se othvъrl�t po podoben
naqin.

(b) Kakto pri nesъwestvuvaneto na 15-ravnini moжem da dokaжem, qe
ne sъwestvuvat 0-toqki izvъn π0. Da oznaqim s P 0-toqkata, ko�to ne
e v iztritata podravnina na Baer. Pravite v π0 prez P sa s kratnosti
3,3,3,3,1. Sledovatelno 26-ravnina prez P (a takava sъwestvuva poradi
nerazxirimostta na K) ima dve 0-toqki, protivoreqie.

Lema 3.32. V PG(3, 4) sъwestvuva edinstvena (100, 26)-arka, sъdъrжawa 7-
prava s 0-toqka, po ko�to minava 24-ravnina.

Dokazatelstvo. Neka K e (100, 26)-arka v PG(3, 4), udovletvor�vawa uslo-
vieto na lemata i neka π0 e 24-ravninata, incidentna sъs 7-prava s 0-
toqka P . Ostanalite qetiri ravnini prez L, oznaqeni s π1, . . . , π4 sa
26-ravnini. Razgleжdame proekci� ϕ ot P . Oznaqavame Q = ϕ(L) i
Li = ϕ(πi), i = 0, . . . , 4. �sno e, qe arkite K|πi i = 1, . . . , 4, sa ot tip (A)
ili (C) (vж. Lema 3.30). Sledovatelno vъzmoжnite tipove za pravite
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L1, . . . , L4 sa (7, 7, 7 − ε, 3, 2 + ε), ε = 0 ili 1, ili (7, 7, 4, 4, 4). Sega za
tipovete na 26-ravninite prez L imame slednite vъzmoжnosti:

(i) AAAA, (ii) AAAC, (iii) AACC, (iv) ACCC, (v) CCCC.

(i) Qetirite pravi L1, . . . , L4 sa ot tip (7, 7, 7−ε, 3, 2+ε). Da dopusnem,
qe mnoжestvoto X = {X | Kϕ(X) ≥ 6} v ravninata na proektirane ima qe-
tiri kolinearni toqki i da oznaqim s M sъdъrжawata gi prava. Neka
Z e petata toqka ot M . T� e s kratnost na�-mnogo 2. Vs�ka prava prez
Z, razliqna ot L0 ili M e incidentna s pone edna toqka ot X . V pro-
tiven sluqa� prez Z ima prava s kratnost na�-mnogo 14. Sledovatelno
prez Z ima prava, ko�to presiqa X v toqno edna toqka. Tova vodi do
sъwestvuvaneto na 17- ili 18-ravnina s 6-prava, koeto e nevъzmoжno.

Neka X e (9, 3)-arka. �sno e, qe K n�ma vъnxna prava, tъ� kato t� bi
bila s kratnost nenadhvъrl�wa 15. Sega za vs�ka toqka R 6= Q vъrhu L0

imame Kϕ(R) ≤ 4. Ottuk sledva Kϕ(L0) ≤ 7+ 4 · 4 = 23 < 24, protivoreqie.
(ii) Neka L4 e prava ot tip (7, 7, 4, 4, 4). V tozi sluqa� sъwestvuva 26-

prava prez 7-toqkata vъrhu L1, razliqna ot Q. T� e ot tip (7, 4, ∗, ∗, ∗) i
sledovatelno tozi tip e (7, 7, 4, 4, 4). Tova e nevъzmoжno, tъ� kato samo
L0 i L4 imat toqki s kratnost 4.

(iii) Dokazatelstvoto e analogiqno na tova na (ii).
(iv) Neka L1 e ot tip (7, 7, 7 − ε, 3, 2 + ε) i neka L2, L3, L4 sa ot tip

(7, 7, 4, 4, 4). L0 e ot tip (7, 5, 4, 4, 4). Dve ot sedemte toqki vъrhu L1 zaedno
sъs 7-toqkite vъrhu L2, L3 i L4 obrazuvat oval, ko�to se razxir�va do
hiperoval s toqka ot L0. Prez toqkata s kratnost 7−ε ot L1 sъwestvuva
sekanta kъm hiperovala (razliqna ot L1), ko�to e ot tip (7, 7, 7 − ε, 4, 4)
i dava 28- ili 29-ravnina, protivoreqie.

(v) Ostava da razgledame posledni� vъzmoжen sluqa� – tozi, v ko�to
vsiqki pravi Li, i = 1, . . . , 4, sa ot tip (7, 7, 4, 4, 4). Mnoжestvoto ot toqki-
te X s Kϕ(X) = 7 e oval O v proekcionnata ravnina. V protiven sluqa�
poluqavame, qe K ima 28-ravnina, ili qe K(L0) ≤ 19. Oznaqavame s N
nukleusa na tozi oval. Tъ� kato N e ot L0, to sъwestvuva prava ot
tip (7,Kϕ(N), 4, 4, 4, ), otkъdeto poluqavame, qe Kϕ(N) ≥ 5. Pravata L0 e
ot tip (7,Kϕ(N), x1, x2, x3), kъdeto 2 ≤ xi ≤ 4. Ot razgleжdani�ta dotuk
sledva, qe K moжe da se predstavi kato razlika

K = F − B,

kъdeto F e suma na c�loto prostranstvo pl�s konus s upravitelna
kriva, ko�to e hiperoval X = O ∪ {N}, minus vъrha na konusa P , a
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B e (9, 1)-blokirawo mnoжestvo v PG(3, 4). Lesno se prover�va, qe edin-
stvenoto blokirawo mnoжestvo, koeto udovletvor�va uslovi�ta za struk-
turata na K e simetriqnata razlika na hiperovala X i pravata NP .

Strukturata na pъlnata (100, 26)-arka, konstruirana v Lema 3.32(v)
e predstavena na figurata po-dolu.

π

P

Q0

Q1 Q2
Q3

Q4

Q5

Lema 3.33. V PG(3, 4) ne sъwestvuva (100, 26)-arka takava, qe prez vs�ka
ne�na 7-prava s 0-toqka minavat dve 25-ravnini.

Dokazatelstvo. Da dopusnem protivnoto. V PG(3, 4) sъwestvuva (100, 26)-
arka K sъs 7-prava L s 0-toqka P , po ko�to ima dve 25-ravnini. Neka
π0, π1, π2 sa 26-ravnini, a π3 i π4 – 25-ravninite po L. Razgleжdame
proekci� ϕ ot P . Polagame Li = ϕ(πi), i = 0, . . . , 4 i Q = ϕ(P ). Za tipovete
na 26-ravninite prez L imame slednite vъzmoжnosti:

(i) AAA, (ii) AAC, (iii) ACC, (iv) CCC.

(i) Neka pravite L0, L1, L2 da sa ot tip (7, 7, 7, 3, 2). Sluqaite, kogato
n�koi (ili vsiki) ot tezi pravi sa ot tip (7, 7, 6, 3, 3) se othvъrl�t po
sъwi� naqin. Da dopusnem, qe tri ot 7-toqkite, razliqni ot Q, sa
kolinearni. Togava pravata, opredelena ot t�h presiqa L3 ili L4 (za
opredelenost neka tova e L3) v toqka s kratnost ne po-gol�ma ot 2. Sъwe-
stvuva prava prez tazi toqka, ko�to e ot tip (7, 3, 3,≤ 2, x) ili (3, 3, 3,≤
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2, x). V pъrvi� sluqa� imame prava s kratnost na�-mnogo 22, koeto e
nevъzmoжno za prava sъs 7-toqka. Vъv vtori� – poluqavame x ≤ 4, koeto
dava prava s kratnost na�-mnogo 15, koeto otnovo e nevъzmoжno.

Sledovatelno xestte 7-toqki ot L0, L1, L2, razliqni ot Q, obrazuvat
hiperoval. Prez 2-toqkata na L0 ima dve vъnxni za hiperovala pravi.
Pone edna ot t�h e ot tip (2, 2, 3, ∗, ∗) ili (2, 2, 2, ∗, ∗), koeto dava prava s
kratnost po-malka ot 16, protivoreqie.

(ii) Neka L0 i L1 sa ot tip (7, 7, 7− ε, 3, 2 + ε), ε ∈ {0, 1}, i neka L2 e ot
tip (7, 7, 4, 4, 4). Na�-napred da otbeleжim, qe nito L3, nito L4 ima toqka
s kratnost 7. V takъv sluqa� bihme imali prava ot tip (7, 4, 3/2, 3/2, ∗),
koeto e nevъzmoжno, tъ� kato 25- i 24-ravnina ne se presiqat v 7-prava.
Da dopusnem, qe n�ko� ot L0 i L1, naprimer L0, e ot tip (7, 7, 7, 3, 2).
Prez 2-toqkata na L0 ima dve pravi ot tip (2, 3, 4, 4, 4) ili (2, 2, 4, 4, 4)
i, sledovatelno, vs�ka ot pravite L3, L4 ima dve toqki s kratnost 4.
Tъ� kato tezi pravi ne mogat da sa ot tip (7, 5, 5, 4, 4) (koeto sledva ot
nesъwestvuvaneto na 26-ravnini s 5-prava, incidentna s 0-toqka), to i
dvete pravi sa ot tip (7, 6, 4, 4, 4). Ottuk sledva, qe L1 e sъwo ot tip
(7, 7, 7, 3, 2). Mnoжestvoto

{X | Kϕ(X) = 7, X 6= P} ∪ {Y | Y ∈ L3,Kϕ(Y ) = 6}

ne e hiperoval (tъ� kato ima dopiratelni). Sledovatelno sъwestvuva
prava ot tip (7, 7, 7, 4, 4) ili (7, 7, 6, 4, 2). Pъrvi�t tip dava ravnina s
kratnost po-gol�ma ot 26, a vtori� se othvъrl� ot Lema 3.28.

Ostava da razgledame sluqa�, kogato i dvete pravi L0 i L1 sa ot tip
(7, 7, 6, 3, 3). �sno e, qe trite 7-toqki, razliqni ot P , vъrhu L0, L1, L2 sa
nekolinearni. Sledovatelno sъwestvuva 26-prava ot tip (7, 4, 6/3, ∗, ∗),
koeto se othvъrl� ot Lema 3.28.

(iii) Dokazatelstvoto e analogiqno na tova na (ii).
(iv) V tozi sluqa� pravite L0, L1, L2 sa ot tip (7, 7, 4, 4, 4) i trite 7-

toqki, razliqni ot Q sa nekolinearni. Togava L3 i L4 imat po tri
toqki s kratnost 4, otkъdeto sledva, qe sa ot tip (7, 6, 4, 4, 4). Sega
mnoжestvoto {X | K(X) ≥ 6} e hiperoval. Sledovatelno arkata K se
predstav� kato K = F − B, kъdeto F e sъwata arka kato v Lema 3.32(v).
B tr�bva da e (9, 1)-blokirawo mnoжestvo v PG(3, 4), sъsto�wo se ot dve
presiqawi se 3-pravi i qetiri komplanarni toqki v obwo poloжenie.
Tova e protivoreqie, tъ� kato ne sъwestvuva blokirawo mnoжestvo s
takava struktura.
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Rezultatite ot Lema 3.32 i Lema 3.33 se obobwavat ot slednata teo-
rema.

Teorema 3.34. Neka K e (100, 26)-arka v PG(3, 4). Togava K e ot edin ot
slednite dva tipa:

(1) suma na xapka i c�loto prostranstvo minus dve toqki;

(2) konus, bez vъrha, s upravitelna kriva hiperoval pl�s c�loto prostran-
stvo minus simetriqnata razlika na hiperovala i obrazuvawa na ko-
nusa.

3.4.3 Nesъwestvuvane na (467, 118)-arki v PG(4, 4)

V tozi razdel predstav�me dokazatelstvo za nesъwestvuvaneto na arki s
parametri (467, 118) v PG(4, 4). Tova e na�-trudni�t sluqa� v grupata ot
parametri (467+ i, 118), i = 0, 1, 2, 3. Obwoto za hipotetiqnite arki s tezi
parametri e, qe ograniqenieto im vъrhu maksimalna hiperravnina e
(118, 30)-arka. Harakterizaci�ta na poslednite be napravena v 3.4.1. Ot
nesъwestvuvaneto na (467, 118)-arki v PG(4, 4) sledva i nesъwestvuvaneto
na [467, 5, 349]4-kodove, koeto ot svo� strana opredel� toqnata sto�nost
na n4(5, d) za d = 349, 350, 351, 352.

Teorema 3.35. V PG(4, 4) ne sъwestvuvat arki s parametri (467, 118).

Dokazatelstvo. Da dopusnem, qe sъwestvuva (467, 118)-arka K v PG(4, 4).
Ot Teorema 2.29 i ot fakta, qe vъzmoжnite kratnosti na ravnini v
118-hiperravnina sa 14, 18, 22, 26 i 30 poluqavame slednite dopustimi
kratnosti za hiperravninite v PG(4, 4): 67, . . . , 70, 83, . . . , 86, 99, . . . , 102,
115, . . . , 118. Da otbeleжim, qe kratnosti 51, . . . , 55 sa nevъzmoжni poradi
nesъwestvuvaneto na (51, 14)-arki v PG(3, 4) (vж. [152]). Ako (ai)i≥0 e
spektъrъt na K, to (2.6) priema vida

∑

i

(
118− i

2

)
ai = −5361 + 64λ2. (3.11)

Fiksirame 30-ravnina π, sъdъжawa se v maksimalna hiperravnina
∆0 i oznaqavam s ∆i, i = 0, . . . , 4, hiperravninite prez π. Sъwestvuvat
tri vъzmoжnosti za kratnostite na hiperravninite ∆i:
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(A) K(∆0) = . . . = K(∆3) = 118, K(∆4) = 115;

(B) K(∆0) = . . . = K(∆2) = 118, K(∆3) = 117, K(∆4) = 116;

(C) K(∆0) = K(∆1) = 118, K(∆2) = K(∆3) = K(∆4) = 117.

Da dopusnem, qe π e 30-ravnina, incidentna s 0-prava L. Ot harak-
terizaci�ta na (118, 30)-arkite sledva, qe ograniqenieto na K vъrhu
118-hiperravnina prez π e ot tip (α) ili (γ′′). Newo poveqe, sъglasno
Lema 3.26 poluqavame, qe ako ∆i e 117-hiperravnina prez π, to arkata
K|∆i

e razxirima do (118, 30)-arka ot tip (α) ili (γ′′). Ako ϕ e proek-
ci� ot L vъrhu proizvolna ravnina bez obwi toqki s L, to obrazъt na
118-hiperravnina prez π e prava ot tip:

(30, 30, 30, 14, 14) ili (30, 22, 22, 22, 22).

Analogiqno, obrazъt na 117-hiperravnina prez π e prava ot tip:

(30, 30, 30− ǫ1, 14, 14− ǫ2), ǫ1 + ǫ2 = 1, ili (30, 22, 22, 22, 21).

Da razgledame sluqa� (A). Vs�ka 118-prava, leжawa v proekcionnata
ravnina, e ot tip (30, 30, 30, 14, 14) ili (30, 22, 22, 22, 22). Osven tova, prez
30-toqka minavat pone dve 118-pravi. Ako i qetirite pravi ϕ(∆i), i =
0, . . . , 3, sa ot tip (30, 30, 30, 14, 14), to toqkite s kratnost 30 sa pone
devet. Tъ� kato nikoi qetiri ot t�h ne sa kolinearni, bro�t im e
toqno devet i te obrazuvat ravninna (9, 3)-arka. Sega kratnostta na
toqka ot ϕ(∆4) (razliqna ot ϕ(π)) e na�-mnogo 14. Tova e nevъzmoжno,
tъ� kato prebro�vaneto na kratnostite na ravninite prez L v ∆4 dava
115 = K(∆4) ≤ 4 · 14 + 30.

Neka pravite ϕ(∆0) i ϕ(∆1) sa ot tip (30, 30, 30, 14, 14), a ϕ(∆2) e ot tip
(30, 22, 22, 22, 22). Prez 30-toqka ot ϕ(∆0), razliqna ot ϕ(π), sъwestvuva
pone owe edna 118-prava, ko�to sъdъrжa 22-toqka i sledovatelno e ot
tip (30, 22, 22, 22, 22). Tova e nevъzmoжno, tъ� kato ϕ(∆1) ne sъdъrжa
22-toqki.

Ako pravata ϕ(∆0) e ot tip (30, 30, 30, 14, 14), a pravite ϕ(∆i), i = 1, 2, 3,
sa ot tip (30, 22, 22, 22, 22), to (kakto po-gore) pravata ϕ(∆4) ima toqka
s kratnost 22. Sledovatelno v proekcionnata ravnina ima prava ot
tip (22, 22, 22, 22, 14), koeto e nevъzmoжno tъ� kato 102-hiperravnina ne
sъdъrжa 0-toqki.
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Nakra� neka vsiqki pravi ϕ(∆i), i = 0, . . . , 3, sa ot tip (30, 22, 22, 22, 22).
Togava vъzmoжnite kratnosti na toqka ot ϕ(∆4) sa 11, 12, 27, . . . , 30. No
nikoi pet ot tezi qisla ne davat suma 115, koeto othvъr� i tozi sluqa�.

S tova dokazahme, qe ako sъwestvuva (118, 30)-arka, to niko� ne�na
30-ravnina ne sъdъrжa 0-prava.

Sega da dopusnem, qe sъwestvuva 30-ravnina π s 2-prava L. Otnovo
ot harakterizaci�ta na (118, 30)-arkite poluqavame, qe ograniqenieto
na K vъrhu 118-hiperravnina prez π e arka ot tip (β) ili (γ′′′). Ot
Lema 3.26 poluqavame, qe ako ∆ e 117-hiperravnina prez π, to arkata
K|∆ e razxirima do (118, 30)-arka ot tip (β) ili (γ′′′). Ako ϕ e proekci�
ot L, to obrazъt na 118-hiperravnina prez π e prava ot tip:

(28, 28, 28, 16, 16) ili (28, 28, 20, 20, 20),

a obrazъt na 117-hiperravnina prez π e prava ot tip:

(28, 28, 28−ǫ1, 14, 14−ǫ2), ǫ1+ ǫ2 = 1, ili (28, 28−ǫ1, 22, 22, 22−ǫ2), ǫ1+ ǫ2 = 1.

Sluqaite (A), (B) i (C) se othvъrl�t s argumenti, analogiqni na tezi
pri proekci�ta ot 0-prava.

Dotuk dokazahme, qe ograniqenieto K vъrhu maksimalna hiperravni-
na e (118, 30)-arka sъs spektъr

a22 = 5, a26 = 8, a30 = 72, λ0 = 2, λ1 = 48, λ2 = 35.

Pravata, minavawa prez dvete 0-toqki na takava arka e 6-prava. Da
oznaqim tezi toqki s P i Q. Kazvame qe edna 30-ravnina prez tazi
prava e ot tip 1 po otnoxenie na P , ako proekci� ot P � izobraz�va v
prava ot tip (6, 8, 8, 4, 4); tazi ravnina e ot tip 2 po otnoxenie na P , ako
obrazъt e tip (6, 6, 6, 6, 6). Ot strukturata na tezi arki sledva, qe ili
edna, ili tri ot qetirite 30-ravnini prez specialnata 6-prava PQ sa
ot tip 1.

Neka π e 30-ravnina v 118-hiperravninata ∆0, sъdъrжawa special-
nata 6-prava, ko�to oznaqavame s L. Presm�ta�ki kratnostite na hiper-
ravninite, presiqawi π v prava, poluqavame, qe sъwestvuvat 5 hiper-
ravnini s kratnost 83, . . . , 86 i 8 hiperravnini s kratnost 99 ili 100.
Tuk izpolzvame fakta, qe (102, 26)-arkata n�ma 0-toqki, kakto i qe 26-
ravnina v (101, 26)-arka otnovo n�ma 0-toqki. Sega ot (3.11) poluqavame,
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qe

64λ2 = 5361 +
∑

i

(
118− i

2

)
ai ≥ 5

(
32

2

)
+ 8

(
18

2

)
.

Ottuk sledva, qe λ0 ≥ 16.
Da razgledame proekci� ϕ ot pravata L vъrhu ravnina, n�mawa obwi

toqki s L. Oznaqavame s Li = ϕ(∆i), i = 0, . . . , 4. Obrazъt na 118-
hiperravnina prez L e ot tip (24, 24, 24, 24, 16), dokato obrazъt na 117-
hiperravnina e ot tip (24, 24, 24, 24− ǫ1, 16− ǫ2), ǫ1 + ǫ2 = 1.

Sluqa� (A). Za vs�ko i = 0, 1, 2, 3 oznaqavame s Xi toqkata vъrhu pra-
vata Li, za ko�to Kϕ(Xi) = 16. Tezi qetiri toqki sa kolinearni. Neka
X4 ∈ L4 e petata toqka vъrhu vъprosnata prava. Sega imame 13 ≤
Kϕ(X4) ≤ 16. Ako Kϕ(X4) = 15 ili 16, to pravata 〈Xi〉 e obraz na 85-
ili 86-hiperravnina Γ. Arkata K|Γ e s parametri (85, 22) ili (86, 22) i
sъotvetnite spektri (bi) sa

b22 = 32, b21 = 21, b20 = 24, b19 = 8 ili b22 = 53, b20 = 32.

I dvete vъzmoжnosti se othvъrl�t qrez prebro�vane na prinosa na
hiperravninite prez ravninite na Γ kъm l�vata strana na (3.11). Taka
pravata L4 e ot tip (24, 24, 24, 24, 13) ili (24, 24, 24, 23, 14). V pъrvi� sluqa�
vsiqki 0-toqki se sъdъrжat v ravninata, ko�to e proobraz na X4. No
tova e nevъzmoжno, tъ� kato 19-ravnina ne moжe da sъdъrжa 16 0-toqki.
Vъv vtori� sluqa� 0-toqkite se sъdъrжat v dve ravnini - proobrazite
na X4 i na toqkata Y , za ko�to Kϕ(Y ) = 23. Vtorata ravnina sъdъrжa
na�-mnogo xest 0-toqki i, sledovatelno, proobrazъt na X4 ima pone
dvanadeset 0-toqki. Otnovo stigame do protivoreqie, tъ� kato 20-
ravnina ne moжe da ima takъv bro� 0-toqki.

Sluqa� (B). Othvъrl� se po sъwi� naqin kato sluqa� (A).
Sluqa� (C). Tuk vs�ka ot ravninite ∆0 i ∆1 sъdъrжa dve 0-toqki;

tova sa 0-toqkite ot π. Vs�ka ot hiperravninite ∆2,∆3,∆4 sъdъrжa
pone xest 0-toqki (dve ot t�h sa v π). Tova dava vsiqko qetirinadeset
0-toqki, protivoreqie s λ0 ≥ 16.

Ot Teorema 3.35 neposredstveno sledva i nesъwestvuvaneto na kodove,
asociirani s othvъrlenite arki.

Sledstvie 3.36. Ne sъwestvuvat line�ni kodove s parametri [467, 5, 349]4.
Tova opredel� toqnite sto�nosti n4(5, 349+ i) = 468+ i za i = 0, 1, 2, 3.
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3.4.4 Nesъwestvuvane na (465, 117)- i (464, 117)-arki v PG(4, 4)

V tozi razdel we dadem dokazatelstvo za nesъwestvuvaneto na (465, 117)-
i (464, 117)-arki v PG(4, 4). Ograniqenieto na takava hipotetiqna arka
vъrhu maksimalna hiperravnina e (117, 30)-arka v PG(3, 4). Tъ� kato
vs�ka (117, 30)-arka e razxirima do (118, 30)-arka v sъwata geometri�
(Lema 3.26), pohvatite, koito izpolzvahme v predni� razdel mogat da
bъdat priloжeni i tuk.

Teorema 3.37. V PG(4, 4) ne sъwestvuvat arki s parametri (465, 117).

Dokazatelstvo. Da dopusnem protivnoto i neka K e (465, 117)-arka v
PG(4, 4). Tъ� kato ograniqenieto na K vъrhu maksimalna hiperravnina
H e (117, 30)-arka, to sъglasno Lemi 3.20, 3.21, 3.23 i 3.26 vъzmoжnite
kratnosti na ravnina sa slednite: 13, 14, 17, 18, 21, 22, 25, 26, 29, 30.
Ottuk sledva, qe za vъzmoжnite kratnosti na hiperravnina ∆ v PG(4, 4)
po otnoxenie na K imame

K(∆) ∈ W := {49, 65, 69, 81, 85, 97, 101, 113, 117}.

Neka ∆ e hiperravnina s kratnost 117, sъdъrжawa 30 ravnina π s
0-prava. Ot harakterizaci�ta na (118, 30)-arkite i Lema 3.26 sledva,
qe arkata K|∆ e razxirima do (118, 30)-arka ot tip (α) ili (γ′′). Ako
ϕ e proekci� ot 0-pravata v ravnina, ko�to n�ma obwi toqki s ne�, to
obrazъt na 117-hiperravnina prez π e prava ot edin ot slednite dva
tipa:

(a) (30, 30, 30− ǫ1, 14, 14− ǫ2), ǫ1 + ǫ2 = 1, ili (b) (30, 22, 22, 22, 21).

Proekciite na hiperravninite prez π obrazuvat snop pravi ot gornite
tipove. Lesno se prover�va, qe za vs�ka petorka ot tipove poluqavame
prava s kratnost, ko�to ne se srewa v W . Ako pone dve ot pravite sa ot
tip (a), to imame prava s kratnost po-gol�ma ot 117. Ako vsiqki pravi v
snopa sa ot tip (b), to imame prava s kratnost meжdu 105 i 110, koeto e
nevъzmoжno. Ostava sluqa� na edna prava ot tip (a) i qetiri pravi ot
tip (b). Togava v proekcionnata ravnina sъwestvuva 101-prava ot tip
(22, 22, 22, 22, 13) ili (22, 22, 22, 21, 14), koeto e nevъzmoжno, tъ� kato niko�
(101, 30)-arka n�ma nito 13-, nito 14-prava.

Neka ∆ e 117-hiperravnina, sъdъrжawa 30-ravnina π s 2-prava. To-
gava arkata K|∆ e razxirima do (118, 30)-arka ot tip (β) ili (γ′′′). Kakto
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po-gore, da razgledame proekci� ϕ ot 2-pravata v π vъrhu ravnina n�-
mawa obwi toqki s tazi 2-prava. Pri ϕ obrazъt na 117-hiperravnina
prez π e ot edin ot slednite dva tipa:

(c) (28, 28, 28− ǫ1, 16, 16− ǫ2), ili (d) (28, 28− ǫ1, 20, 20, 20− ǫ2), ǫ1 + ǫ2 = 1.

Tozi sluqa� othvъrl�me s argumentite, izpolzvani po-gore. Obrazite
na hiperravninite prez π obrazuvat snop pravi ot tipove (c) i (d). Pri
tova, tъ� kato vsiqki pravi v proekcionnata ravnina sa s kratnost
sravnima s −1 mod 4, to i toqkite s kratnost sravnima s −1 mod 4 sa
kolinearni. Otnovo obrazite na hiperravninite prez π obrazuvat snop
pravi i za vs�ka petorka ot tipove, koito sa (c) ili (d) poluqavame
protivoreqie s vъzmoжnata struktura na K.

Ostava da razgledame sluqa�, kogato ograniqenieto na K vъrhu vs�ka
hiperravnina e 117-arka, razxirima do (118, 30)-arka ot tip (γ′). Iz-
vestno e, qe takava arka ima toqno dve 0-toqki, koito sa incidentni
s 6-prava. Proekci� ot tazi 6-prava izobraz�va 117-hiperravnina v
prava ot tip (24, 24, 24, 24 − ǫ1, 16 − ǫ2) s ǫ1 + ǫ2 = 1. Neka π e fiksirana
30-ravnina v 117-hiperravnina H, sъdъrжawa specialnata 6-prava L.
Otnovo proektirame ot L i neka oznaqim tazi proekci� s ϕ. Vsiqki
pravi v snopa prez toqkata ϕ(π) imat gorni� tip. Lesno se prover�va,
qe pette toqki s kratnost 15 ili 16 sa kolinearni. Da oznaqim pravata,
ko�to gi sъdъrжa s ϕ(H) v proekcionnata ravnina (tuk H e hiperravnina
prez L). V protiven sluqa� sъwestvuva prava sъdъrжawa pet toqki s
kratnost 23 ili 24, ko�to e proobraz na ravnina s kratnost na�-malko
6+ 5 · 23 = 121, protivoreqie. Kratnostta na pravata ϕ(H) po otnoxenie
na Kϕ e u− 6, kъdeto u ∈ W . Sledovatelno K(H) = 85. �sno e, qe H ima
tri 2-toqki (v L), tri 0-toqki (dve v L i edna izvъn L) i 79 1-toqki. V
H sъwestvuva 20-ravnina, da reqem δ, prez ko� da e ot 0-toqkite na L.
Za da poluqim protivireqie ostava da prebroim kratnostite na hiper-
ravninite Hi, i = 0, . . . , 4, prez δ. Sъglasno Teorema 2.31 i Lema 3.26
K(Hi) 6= 113 i 117, tъ� kato edna gri�smъrova arka s parametri (113, 29)
ili (117, 30) n�ma 20-ravnina. Sledovatelno,

465 =

4∑

i=0

K(Hi)− 4 · K(δ) ≤ 85 + 4 · 101− 4 · 20 = 409,

protivoreqie.
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Teorema 3.38. V PG(4, 4) ne sъwestvuvat arki s parametri (464, 117).

Dokazatelstvo. Nesъwestvuvaneto na (464, 117)-arki v PG(4, 4) dokazvame
s pomowta na teoremata za razxirimost na Hill-Lizak [100, 103] kato se
pokaжe, qe takava arka vinagi e razxirima do nesъwestvuvawa (465, 117)-
arka. Za tova e dostatъqno da se othvъrli sъwestvuvaneto na hiper-
ravnini s kratnosti 102, 86, 83 i 82. Neka dopusmnem, qe K e (464, 117)-
arka v PG(4, 4). Hiperravnini s kratnost 102 sa nedopustimi, tъ� kato
ograniqenieto na K vъrhu takava hiperravnina e (102, 26)-arka bez 0-
toqki. Sъglasno Zabeleжka 3.25 26-ravnina v (118, 30)-arka, a sledova-
telno i v (117, 30)-arka, ima 0-toqka, koeto vodi do protivoreqie.

Sega we se vъzpolzvame ot Sledstvie 2.34. Sъglasno nego, ako edna
(464, 117)-arka e nerazxirima, to t� ima pone 11 hiperravnini s krat-
nost 82, 83 i 86. Da dopusnem, qe sъwestvuva 82- ili 83-hiperravnina
H. Takiva hiperravnini tr�bva da sa proektivni, otkъdeto sledva, qe
vs�ka ravnina v t�h e s kratnost pone 18. Sega s prosto broene se usta-
nov�va, qe ne sъwestvuva hiperravnina, razliqna ot H s kratnost 82, 83
ili 86. Prebro�va�ki kratnostite na hiperravninite prez obwata im
ravnina poluqavame: |K| = 464 ≤ 83+86+3 ·117−4 ·18 = 448, protivoreqie.

Ostana da razgledame sluqa�, kogato vsiqki hiperravnini s kratnost
6≡ n, n + 1 (mod 4) sa 86-hiperravnini. Ograniqenieto na K vъrhu 86-
hiperravnina e (86, 22)-arka. Arkite s tezi parametri v PG(3, 4) sa dobre
izvestni [148]. Te bivat dva tipa:

• suma na ravninna (22, 6)-arka v ravnina π na PG(3, 4) i

AG(3, 4) = PG(3, 4)− π;

• suma na simetriqnata razlika na ravnina π v PG(3, 4) i PG(3, 2) s
AG(3, 4) = PG(3, 4)− π.

V pъrvi� sluqa� minimalnata kratnost na ravnina e 16 i otnovo stigame
do protivreqie qrez broene, dopuska�ki naliqieto na vtora 86-hiper-
ravnina: 464 ≤ 86+86+3·117−4·16 = 459. Vъv vtori� sluqa� minimalnata
kratnost na ravnina e 14 i prebro�vaneto ne moжe da bъde priloжeno
direktno. Da otbeleжim, qe 117-hiperravnina i 86-hiperravnina ne
mogat da se presiqat v 14-ravnina, tъ� kato v (117, 30)-arka v PG(3, 4)
vs�ka 14-ravnina e dopъlnenie na prava i dve drugi toqki, dokato v
(86, 22)-arka t� e dopъlnenie na podravnina na Baer.
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Sledstvie 3.39. Ne sъwestvuvat line�ni kodove s parametri [464, 5, 347]4.
Tova opredel� toqnite sto�nosti n4(5, 347 + i) = 465 + i za i = 0, 1.

3.4.5 Nesъwestvuvane na (398, 101), (396, 100) i (395, 100)-arki

V tozi razdel dokazvame nesъwestvuvaneto na (398, 101)-, (396, 100)- i
(395, 100)-arki v PG(4, 4). Dokazatelstvoto ni se opira na harakteri-
zaci�ta na arkite s parametri (100, 26), (101, 26) i (102, 26) v PG(3, 4),
predstavena v razdel 3.4.2.

Teorema 3.40. Ne sъwestvuvat (398, 101)-arki v PG(4, 4).

Dokazatelstvo. Da dopusnem protivnoto i neka K e (398, 101)-arka v
PG(4, 4). Ot fakta, qe 2-toqkite v (102, 26)-arka obrazuvat xapka v PG(3, 4)
i ot tova, qe (101, 26)-arkite sa razxirimi imame, qe nikoi tri 2-toqki v
hiperravnina na K ne sa kolinearni. Vs�ka 26-ravnina na K se sъdъrжa
v pone edna 101-hiperravnina. V protiven sluqa� za mownostta na K
bihme imali |K| = 398 =≤ 5 · 100 − 4 · 26 = 396, protivoreqie. Ot raz-
xirimostta na (101, 26)-arkite sledva, qe niko� 26-ravnina na K ne e
incidentna s 0-toqka.

Sega we pokaжem, qe nikoi tri toqki v 100-hiperravnina na PG(4, 4)
ne sa kolinearni. Da dopusnem protivnoto i neka ∆ e takava hiperrav-
nina. Ako ∆ n�ma 0-toqka, to togava ∆ ima 8-prava, koeto protivoreqi
na tova, qe maksimalnata kratnost na prava e 7 (Lema 3.7).

Neka ∆ ima 0-toqka P . Togava maksimalnata kratnost na ravninite
prez P e 25. Sledovatelno arkata K|∆ e razxirima do (101, 26)-arka,
sъdъrжawa tri kolinearni 2-toqki, koeto e nevъzmoжno.

Da dopusnem, qe arkata K ima tri kolinearni 2-toqki i neka L e
pravata incidentna s t�h. Tъ� kato K n�ma 8 pravi, to L sъdъrжa pone
edna 0-toqka. Pravata L ne e 7-prava, zawoto vs�ka 7-prava e incidentna
s 26-ravnina, a v poslednata n�ma 0-toqki. Sledovatelno, L e 6-prava.
Neka ϕ e proekci� ot L v ravnina, neincidentna s L. Togava arkata Kϕ e
s mownost 392 kato kratnostta na vs�ka ne�na toqka e na�-mnogo 19. Tъ�
kato pravata L ne se sъdъrжa nito v 101-, nito v 100-hiperravnina, to
Kϕ n�ma kakto 95-, taka i 94-pravi. Sledovatelno, Kϕ = 19 − B, kъdeto
B e ravninno (7, 2)-blokirawo mnoжestvo. Takova blokirawo mnoжestvo
ne sъwestvuva. Taka ot edna strana imame, qe ako sъwestvuva (398, 101)-
arka v PG(4, 4), to 2-toqkite í obrazuvat xapka, ko�to ima pone 398−341 =
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57 toqki. Ot druga strana maksimalnata mownost na xapka v PG(4, 4) e
41 [57, 183]. Sledovatelno v PG(4, 4) ne sъwestvuvat arki s parametri
(398, 101).

Sledstvie 3.41. Ne sъwestvuvat line�ni kodove s parametri [398, 5, 297]4
i [399, 5, 298]4. Sledovatelno, n4(5, 297) = 399 i n4(5, 298) = 400.

Sega we dokaжem nesъwestvuvaneto na arki v PG(4, 4) s parametri
(395, 100) i (396, 100). Ottuk we sledva i nesъwetvuvaneto na [395, 5, 295]4-
i [396, 5, 296]4-kodove.

Teorema 3.42. Ne sъwestvuvat (396, 100)-arki v PG(4, 4).

Dokazatelstvo. Neka K e (396, 100)-arka v PG(4, 4). Ot geometriqni�
variant na teoremata na Ward, kakto i ot broene, poluqavame, qe dopu-
stimite kratnosti na hiperravnini po otnoxenie na K sa slednite: 100,
96, 92, 86, 84, 82, 80, 78 i 76. Hiperravnini s po-malka kratnost sa ne-
dopustimi, tъ� kato (100, 26)-arkite v PG(3, 4) n�mat ravnini s kratnost
po-malka ot 20.

Tъ� kato bro�t na 2-toqkite v K e pone 55, a maksimalnata kratnost
na xapka v PG(4, 4) e 41, to sъwestvuvat tri kolinearni 2-toqki. Prava
incidentna s tri 2-toqki e 6- ili 7-prava.

Na�-napred da dopusnem, qe sъwestvuva 7-prava L, incidentna s tri
2-toqki i da razgledame proekci� ϕ ot L. Tazi prava se sъdъrжa v pone
edna 26-ravnina π, a sledovatelno, i v 100-hiperravnina. Oznaqavame
pette hiperravnini prez π s ∆i, i = 0, . . . , 4. �sno e, qe vsiqkite sa
ot tipa, opisan v Teorema 3.34(2). Sledovatelno, Kϕ ima pet 17- i
xestnadeset 19-toqki. Osven tova pette 17-toqki tr�bva da obrazuvat
blokirawo mnoжestvo i, sledovatelno, sa kolinearni.

Da razgledame druga proekci� ψ ot 0-toqkata P , leжawa na pravata
L, v hiperravnina, neincidentna s P . Obrazъt na 100-hiperravnina
ima pet 7-toqki, edna 5-toqka i petnadeset 4-toqki, kato 5- i 7-toqkite
obrazuvat hiperoval. Osven tova e �sno, qe Kψ ima sedemnadeset 7-
toqki, koito obrazuvat xapka. Vs�ka 7-toqka e incidentna s edinstvena
dopiratelna ravnina kъm tazi xapka. Tazi ravnina tr�bva da sъdъrжa
vsiqki 5-toqki (tъ� kato e obraz na 92-hiperravninata ot argumenta
v predni� abzac). Tova nabl�denie e v sila za vs�ka 7-toqka, t.e. 5-
toqkite se sъdъrжat vъv vsiqki dopiratelni ravnini, koeto e nevъz-
moжno.



90 3. Arki i optimalni kodove

Nakra� da razgledame 6-prava L, sъdъrжawa tri 2-toqki i proek-
ci� ϕ ot L. Tъ� kato 100-hiperravninite ne sъdъrжat takiva 6-pravi,
poluqavame, qe maksimalnata kratnost na hiperravnina prez L e 96.
Ottuk poluqavame

390 = |Kϕ| =
∑

M

Kϕ(M) ≤ 21 · 90
5

= 378,

kъdeto sumata e po vsiqki pravi M v proekcionnata ravnina. Tova
protivoreqie zavъrxva dokazatelstvoto.

V sledvawata teorema we pokaжem, qe ako sъwestvuva (395, 100)-arka
v PG(4, 4), to t� e razxirima do (396, 100)-arka. Ottuk i ot Teorema 3.42
we sledva i nesъwestvuvaneto na (395, 100)-arki.

Teorema 3.43. Ne sъwestvuvat (395, 100)-arki v PG(4, 4).

Dokazatelstvo. Neka K e (395, 100)-arka v PG(4, 4). Kakto v dokazatel-
stvoto na Teorema 3.42, sъwestvuvat tri kolinearni 2-toqki. Za t�h
imame dva sluqa�: (a) sъwestvuva 7-prava L, incidentna s tri 2-toqki;
(b) vs�ka prava incidentna s tri 2-toqki e 6-prava.

(a) Pravata L tr�bva da se sъdъrжa v n�ko� 100-hiperravnina ∆0,
ko�to e nerazxirima (Teorema 3.34). Tъ� kato takava (100, 26)-arka
v PG(3, 4) sъdъrжa samo ravnini s kratnost 26, 24, 22 i 20, vъzmoж-
nite kratnosti na hiperravninite po otnoxenie na K sa: 100, 99, 92, 91,
86, . . . , 83 i 78, . . . , 75.

Na�-napred we othvъrlim sъwestvuvaneto na 78- i 77-hiperravnini.
Ograniqenieto na K vъrhu takiva hiperravnini e proektivna arka, qi-
ito maksimalni ravnini sa s kratnost 20. Sledovatelno te sa ili
dopъlnenie na prava i dve (sъotv. tri) toqki ili dopъlnenie na pod-
ravnina na Baer (sъotv. podravnina na Baer i toqka). Da dopusnem,
qe sъwestvuva takava hiperravnina i da � oznaqim s ∆1. �sno e, qe ∆1

presiqa ∆0 v 20-ravnina, tъ� kato poslednata n�ma ravnini s po-malka
kratnost. Da razgledame proekci� ϕ ot 4-prava K v ravninata ∆0 ∩∆1.
Obrazъt ϕ(∆0) e ot tip (22, 22, 20, 16, 16) i vъzmoжnite tipove za pravata
ϕ(∆1) sa:

• ako ∆1 e 77-hiperravnina: (16, 16, 15, 15, 11), (16, 16, 16, 14, 11),

(16, 16, 16, 15, 10), (16, 16, 16, 16, 9);



3.4. Harakterizaci� na arki 91

• ako ∆1 e 78-hiperravnina: (16, 16, 16, 15, 11), (16, 16, 16, 16, 10).

We razgledame sluqa�, kogato ∆1 e 78-hiperravnina (sluqa�t K(∆1) =
77 se rexava po podoben naqin). Ostanalite tri hiperravnini prez
∆0 ∩∆1 oznaqavame s ∆2,∆3,∆4. Te tr�bva da sa s kratnost 99 (tъ� kato
ne sъwestvuvat hiperravnini s kratnost 97 i 98). Vs�ka 26-ravnina v
99-hiperravnina se sъdъrжa v qetiri drugi hiperravnini s kratnost
100. Sledovatelno pravite ϕ(∆i), i = 2, 3, 4, ne sъdъrжat 22-toqki i
sa ot tip (20, 20, 20, 19, 16). Vs�ka 22-toqka v proekcionnata ravnina e
incidentna s qetiri 96-pravi (obrazi na 100-hiperravnini) i edna 95-
prava (obraz na 99-ravnina). Sledovatelno 95-pravite prez vs�ka 22-
toqka sъdъrжat 19-toqkite ot ϕ(∆i), i = 2, 3, 4, koeto e nevъzmoжno.

Sega we othvъrlim sъwestvuvaneto na 86-hiperravnini. Vs�ka 22-
ravnina v 100-hiperravnina ima edna 2-toqka i dvadeset 1-toqki. Sle-
dovatelno edinstvenata vъzmoжnost za 86-hiperravnina e tazi s edna
2-toqka i osemdeset i qetiri 1-toqki. Takava hiperravnina ima samo
21- i 22-ravnini i sledovatelno K n�ma drugi hiperravnini s kratnost
85 ili 86. Sъglasno Sledstvie 2.34 K e razxirima, protivoreqie s
Teorema 3.42.

Na�-nakra� 85-hiperravnina ∆1 tr�bva da sъdъrжa 2-toqka; v pro-
tiven sluqa� vsiqki toqki sa 1-toqki, a vsiqki ravnini 21-ravnini,
koeto e nevъzmoжno (100-hiperravnina ne sъdъrжa 21-ravnina). Ako
∆1 e 85-hiperravnina, to vs�ka 6-prava v ne� e incidentna s edna 21-
ravnina i qetiri 22-ravnini. Ottuk vs�ka 6-prava v ∆1 ima edna 2-toqka
i qetiri 1-toqki (srv. strukturata na (100, 26)-arkite v PG(3, 4)). Sle-
dovatelno ∆1 sъdъжa ili toqno edna 2-toqka i edna 0-toqka, ili dve
2-toqki i dve 0-toqki (vsiqki kolinearni) kato vsqki ostanali toqki
sa 1-toqki. S broene poluqavame, qe dve 85-hiperravnini se presiqat
na�-mnogo v 18-ravnina, otkъdeto e �sno, qe K sъdъrжa na�-mnogo edna
85-hiperravnina. Otnovo poluqavame, qe K e razxirima sъglasno Sled-
stvie 2.34, koeto e nevъzmoжno.

(b) V tozi sluqa� koi da e tri kolinearni 2-toqki opredel�t 6-prava.
Ot harakterizaci�ta na (100, 26)-arkite v PG(3, 4) (Teorema 3.34) sledva,
qe vs�ka 100-hiperavnina sъdъrжa razxirima (100, 26)-arka i, sledova-
telno, niko� 26-ravnina ne sъdъrжa tri kolinearni 2-toqki. Da razgle-
dame 6-prava L s tri kolinearni 2-toqki i da dopusnem, qe L se sъdъrжa
v 99-hiperravnina ∆. V ∆ sъwestvuva 25-ravnina π prez L. Niko� ot
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dvete 0-toqki na L ne leжi na 7-prava. Sledovatelno K|π e razxirima do
(26, 7)-arka qrez uveliqavane na kratnostta na ednata ot t�h. No togava
L stava 7-prava s 0-toqka, protivoreqie.

Dotuk dokazahme, qe kratnostite na hiperravninite prez L ne nad-
hvъrl�t 97. Da razgledame proekci� ϕ ot L. Togava |Kϕ| = 389 i Kϕ(M) ≤
91 za vs�ka prava M v proekcionnata ravnina. Prebro�vame po dva
naqina kratnostite na pravite v proekcionnata ravnina. Poluqavame

389 = |Kϕ| =
∑

M

|Kϕ(M)| ≤ 21 · 91
5

=
1911

5
< 383,

protivoreqie.

We formulirame Teoremi 3.42 i 3.43 v terminite na teori� na kodi-
raneto.

Sledstvie 3.44. Ne sъwestvuvat line�ni kodove s parametri [395, 5, 295]4
i [396, 5, 296]4. Sledovatelno, n4(5, 295) = 396 i n4(5, 296) = 397.

3.4.6 Toqni sto�nosti i granici za n4(5, d)

Rezultatite ot predni� razdel, zaedno s n�koi novi rezultati na H.

Kanda [118], ko�to dokaza nesъwestvuvaneto na [383, 5, 286]4 i [447, 5, 334]4
kodove, namaliha znaqitelno bro� na minimalnite razsto�ni�, za koito
osnovnata zadaqa na teori� na kodiraneto e nerexena. V nasto�wi� mo-
ment bro�t na tezi d, e 98. Za 63 ot t�h n4(5, d) = g4(5, d) ili g4(5, d) + 1,
dokato za ostanalite 35 e izpъlneno n4(5, d) = g4(5, d) + 1 ili g4(5, d) + 2.
Sto�nostite na tezi minimalni razsto�ni� d sa predstaveni v tabli-
cata po-dolu. Tretata kolona sъdъrжa dolnata i gornata granica za
sto�nosta na n4(5, d). Qetvъrtata kolona na tablicata sъdъrжa pa-
rametrite na ograniqenieto vъrhu maksimalna hiperravnina na arka,
za ko�to se realizira dolnata granica v tretata kolona. Harakteri-
ziraneto na arkite v maksimalnite hiperravnini e obiknoveno pъrva
stъpka kъm rexavane na otdelnite sluqai.
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d g4(5, d) n4(5, d) Maksimalna hiperravnina
41 57 58–59
42 58 59–60
43 59 60–61
44 60 61–62 (17, 6)-arka v PG(3, 4)
45 62 63–64
46 63 64–65 (18, 6)-arka v PG(3, 4)
65 90 90–91
66 91 91–92
67 92 92–93
68 93 93–94 (25, 8)-arka v PG(3, 4)
69 95 95–96
70 96 96–97 (26, 8)-arka v PG(3, 4)
75 102 103–104
76 103 104–105 (28, 9)-arka v PG(3, 4)
81 111 111–112
82 112 112–113
83 113 113–114
84 114 114–115 (30, 9)-arka v PG(3, 4)
89 121 122–123
90 122 123–124
91 123 124–125
92 124 125–126 (33, 10)-arka v PG(3, 4)
93 126 127–128
94 127 128–129
95 128 129–130
96 129 130–131 (34, 10)-arka v PG(3, 4)
97 132 133–134
98 133 134–135
99 134 135–136

100 135 136–137 (36, 11)-arka v PG(3, 4)
102 138 139–140
103 139 140–141
104 140 141–142 (37, 11)-arka v PG(3, 4)
105 142 143–144
106 143 144–145
107 144 145–146
108 145 146–147 (38, 11)-arka v PG(3, 4)
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d g4(5, d) n4(5, d) Maksimalna hiperravnina
109 147 148–149
110 148 149–150
111 149 150–151
112 150 151–152 (39, 11)-arka v PG(3, 4)
115 155 156–157
116 156 157–158 (41, 12)-arka v PG(3, 4)
123 165 166–167
124 166 167–168 (39, 11)-arka v PG(3, 4)
129 175 175–176
130 176 176–177
131 177 177–178
132 178 178–179 (46, 13)-arka v PG(3, 4)
133 180 180–181
134 181 181–182
135 182 182–183
136 183 183–184 (47, 13)-arka v PG(3, 4)
137 185 185–186 (48, 13)-arka v PG(3, 4)
273 367 367–368
274 368 368–369
275 369 369–370
276 370 370–371 (94, 25)-arka v PG(3, 4)
277 372 372–373
278 373 373–374
279 374 374–375
280 375 375–376 (95, 25)-arka v PG(3, 4)
281 377 377–378
282 378 378–379
283 379 379–380
284 380 380–381 (96, 25)-arka v PG(3, 4)
285 382 382–383 (97, 25)-arka v PG(3, 4)
289 388 388–389
290 389 389–390
291 390 390–391
292 391 391–392 (99, 26)-arka v PG(3, 4)
293 393 393–394
294 394 394–395 (100, 26)-arka v PG(3, 4)
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d g4(5, d) n4(5, d) Maksimalna hiperravnina
321 431 431–432
322 432 432–433
323 433 433–434
324 434 434–435 (110, 29)-arka v PG(3, 4)
325 436 436–437
326 437 437–438
327 438 438–439
328 439 439–440 (111, 29)-arka v PG(3, 4)
329 441 441–442
330 442 442–443
331 443 443–444
332 444 444–445 (112, 29)-arka v PG(3, 4)
333 446 446–447 (113, 29)-arka v PG(3, 4)
337 452 452–453
338 453 453–454
339 454 454–455
340 455 455–456 (115, 30)-arka v PG(3, 4)
341 457 457–458
342 458 458–459
343 459 459–460
344 460 460–461 (116, 30)-arka v PG(3, 4)
345 462 462–463
346 463 463–464 (117, 30)-arka v PG(3, 4)
353 473 473–474
354 474 474–475 (120, 31)-arka v PG(3, 4)
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Glava 4

Razxirimost na arki i kodove

Tazi glava e posvetena na zadaqata za razxirimost na arki i line�ni
kodove. Izvestno e, qe dobav�neto na bit, ko�to e proverka za qet-
nost, kъm kodovite dumi na dvoiqen [n, k, d]-kod s neqetno d dava kod s
parametri [n + 1, k, d + 1]. Tova nabl�denie e obobweno ot R. Hill i P.

Lizak, koito pokazaha, qe ako kodovite dumi na edin [n, k, d]q s (d, q) = 1
sa s tegla 0 ili d mod q, to kodъt e razxirim do [n + 1, k, d + 1]q-kod.
V seri� ot statii Maruta dokaza redica novi teoremi za razxirimost
[147, 149, 150, 151, 199]. Na�-interesnata ot t�h e obobwenie na teore-
mata na Hill i Lizak (vж. Teorema 2.32) i glasi, qe vseki [n, k, d]q kod, s
neqetno q, d ≡ −2 (mod q) i tegla na kodovite dumi ≡ −2,−1 i 0 (mod q)
e razxirim, a pri n�koi dopъlnitelni uslovi� dori 2-razxirim.

V tazi glava izlagame edin obw podhod kъm zadaqata za razxirimost
na arki v kra�ni proektivni geometrii. Razxirimostta na edna arka
se svъrzva sъs stroeжa na definirana po specialen naqin arka v du-
alnoto prostranstvo. Pri tova vъznikvat obekti, koito nie nariqame
(t mod q)-arki ili arki sъs svrъhdelimost. Harakterizaci�ta na tezi
arki e intersna sama po sebe si i vodi do vaжni geometriqni zadaqi.
Podhodъt, izloжen v tazi glava pozvol�va da se dade novo geometriqno
dokazatelstvo na teoremite na Hill–Lizak i Maruta. Razvitite tehniki
mogat da bъdat priloжeni kъm osnovnata zadaqa na teori� na kodi-
raneto. S t�h usp�vame da dokaжem nesъwestvuvaneto na n�koi kodove
na Griesmer.

Materialъt v tazi glava e organiziran kakto sledva. V razdel 4.1
sa vъvedeni (t mod q)-arkite. Opisana e vrъzkata meжdu razxirimostta

97
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na arki, imawi svo�stvoto t-kvazidelimost, i strukturata na svъrza-
nite s t�h (t mod q)-arki. V razdel 4.2 sa predstaveni konstrukcii na
(t mod q)-arki. Na�-vaжnata ot t�h e konstrukci�ta lifting na arka v
prostranstvo s po-gol�ma razmernost. Dokazano e, qe vs�ka (t mod q)-
arka e suma na afinni prostranstva, a ottam i suma na arki, poluqeni s
lifting. Razdel 4.3 sъdъrжa rezultati za (t mod q)-arki s ograniqena
kratnost na toqkite. Tova sa toqno tezi arki sъs svrъhdelimost, koito
se poluqavat vъv vrъzka sъs zadaqata za razxirimost na arki i kodove.
V tozi razdel e predstavena konstrukci� na ravninni (t mod q)-arki,
izpolzvawa blokirawi mnoжestva s ograniqena kratnost na toqkite.
Izloжeni sa i n�koi strukturni rezultati za arki v PG(2, 5) i PG(3, 5).
Razdel 4.4 sъdъrжa obw rezultat za razxirimost na gri�smъrovi arki
i kodove. V razdel 4.5 e dokazano nesъwestvuvaneto na (104, 22)-arki v
PG(3, 5), koeto rexava edin ot qetirite otkriti sluqa� za optimalni
kodove s k = 4, q = 5.

4.1 Definici� na (t mod q)-arki

V tozi razdel razgleжdame geometri�ta Σ = PG(r, q) i ne�nata dualna Σ̃,
ko�to e definirana po obiqa�ni� naqin: v ne� toqki sa hiperravninite
na Σ, pravi sa podprostranstvata s korazmernost 2, a incidentnostta e
nasledenata ot Σ. Neka S e podprostranstvo na Σ s proektivna razmer-
nost s. We oznaqavame s S̃ podprostranstvoto v Σ̃, asociirano s S. Taka
naprimer, ako P e toqka v Σ, to P̃ e sъotvetnata hiperravnina v Σ̃. �sno
e, qe razmernostta na S̃ v Σ̃ e r − 1− s.

Neka K e (n, w)-arka v PG(r, q), imawa svo�stvoto t-kvazidelimost s
delitel q s t < q. Takiva arki se po�v�vat pri razgleжdane na kodove na
Griesmer s d ≡ −t (mod q), ili ekvivalentno, (n, w)-arki na Griesmer

s w ≡ n + t (mod q). Za arkata K definirame nova arka K̃ v dualnata

geometri� Σ̃, s mnoжestvo ot toqki H̃ = {H̃|H − hiperravnina v Σ}, po
slednoto pravilo:

K̃ :

{
H̃ → {0, 1, . . . , t}
H̃ → K̃(H) ≡ n+ t−K(H) (mod q)

, (4.1)

V tazi glava we nariqame K̃ dualna arka za K. Sъglasno tazi definici�
hiperravninite s kratnost n + a (mod q) se prevrъwat v (t − a)-toqki v
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dualnata geometri�. Po-specialno, maksimalnite hiperravnini se pre-
vrъwat v 0-toqki po otnoxenie na K̃. We otbeleжim, qe mownostta na K̃
ne se opredel� ednoznaqno ot parametrite na K, a zavisi sъwestveno ot
spektъra í. Sъs sledvawi� rezultat ustanov�vame, qe za vs�ka arka K,
ko�to e t-kvazidelima po modul q, dualnata K̃ priteжava svo�stvoto de-
limost i to ne samo po otnoxenie na hiperravinite, no i po otnoxenie
na vsiqki podprostranstva s poloжitelna razmernost.

Teorema 4.1. Neka K e (n, w)-arka v Σ = PG(r, q), ko�to priteжava svo�-
stvoto t-kvazidelimost po modul q kato t < q. Togava za vs�ko podpro-
stranstvo S̃ na Σ̃, s razmernost dim S̃ ≥ 1, e izpъlneno

K̃(S̃) ≡ t (mod q).

Dokazatelstvo. Neka S̃ e prava v dualnata geometri� Σ̃. T� se asociira
s podprostranstvo S s korazmernost 2 v Σ. Neka Hi, i = 0, . . . , q, sa
hiperravninite prez S v Σ. Presm�ta�ki po dva naqina mownostta na
K poluqavame

n =

q∑

i=0

K(Hi)− qK(S),

otkъdeto
q∑

i=0

K(Hi) ≡ n (mod q).

Ot (4.1) imame K(Hi) ≡ n + t − K̃(H̃i) (mod q), otkъdeto, zamestva�ki v
poslednoto sravnenie, poluqavame

(q + 1)(n+ t)−
q∑

i=0

K̃(H̃i) ≡ n (mod q),

otkъdeto

K̃(S̃) =

q∑

i=0

K̃(H̃i) ≡ (q + 1)(n+ t)− n ≡ t (mod q).

Za podprostranstvata v Σ̃ s razmernost po-gol�ma ot 1 moжem da
izpolzvame veqe dokazani� fakt, qe vsiqki pravi v t�h sa s kratnost
t (mod q). Dostatъqno e da fiksirame toqka v sъotvetnoto podpro-
stranstvo i da sumirame kratnostite na vsiqki pravi prez tazi toq-
ka.
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Napravenoto nabl�denie opravdava slednata definici�.

Definici� 4.2. Neka t e c�lo neotricatelno qislo. Edna arka K v Σ
nariqame (t mod q)-arka, ako za kratnostta na vs�ko podprostranstvo S
s (proektivna) razmernost dimS ≥ 1 e izpъlneno K(S) ≡ t (mod q).

�sno e, qe e dostatъqno gornoto sravnenie da bъde izpъlneno samo za
pravite v Σ. Sъglasno Teorema 4.1, ako K arka, ko�to e t-kvazidelima
po modul q, to dualnata í K̃, zadadena s (4.1), e (t mod q)-arka, izpъl-
n�vawa dopъlnitelnoto uslovie, qe maksimalnata kratnost na toqka ne
nadhvъrl� t.

Neka K e (n, w)-arka v Σ, ko�to e t-kvazidelima po modul q. Sled-
vawata teorema svъrzva razxirimostta na K sъs strukturata na (t

mod q)-arkata K̃.

Teorema 4.3. Neka K e (n, w)-arka v Σ = PG(r, q), ko�to e t-kvazidelima po

modul q kato t < q. Neka K̃ e dualnata na K, definirana qrez (4.1). Ako K̃
se predstav� vъv vida

K̃ =

c∑

i=1

χP̃i
+K′

kъdeto K′ e n�kakva arka v Σ̃, a P̃1, . . . , P̃c sa c ne nepremenno razliqni hiper-
ravnini v Σ̃, to K e c-kratno razxirima. Po-specialno, ako K̃ sъdъrжa v
nositel� si hiperravnina, to K e razxirima.

Dokazatelstvo. We izpolzvame indukci� po c. Tъ� kato maksimalnite
hiperravnini se asociirat s 0-toqki v dualnata geometri�, to uslovieto
na teoremata oznaqava, qe sъwestvuva toqka P v Σ, ko�to ne e incidentna
s maksimalna hiperravnina. Da uveliqim kratnostta na P s 1. S tova
uveliqvame kratnostta na vsiqki hiperravnini prez P . Sledovatelno
kratnostta na vsiqki toqki v hiperravninata P̃1 := P̃ v dualnata geo-
metri� se namal�va s 1. Tova oznaqava, qe

L(Q) =
{

K(Q) za Q 6= P1,
K(Q) + 1 za Q = P1,

e (n+ 1, w)-arka v Σ, kakto i qe

L̃ = K̃ − χP̃1
=

c∑

i=2

χP̃i
+K′
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za n�ko� arka K′. Tъ� kato L̃ e (c−1)-razxirima sъglasno indukcionnoto
dopuskane, teoremata e dokazana.

4.2 Strukturni rezultati za (t mod q)-arki

V tozi razdel izsledvame (t mod q)-arkite kato qisto geometriqen obekt
bez vrъzka sъs zadaqata za razxirimost. Zapoqvame sъs slednata tri-
vialna konstrukci�.

Teorema 4.4. Neka F1 e (t1 mod q)-arka, a F2 e (t2 mod q)-arka v PG(r, q).
Togava F1+F2 e (t mod q)-arka s t = t1 + t2 (mod q), a αF1, α ∈ {0, . . . , q− 1}
e (t mod q) arka s t ≡ αt1 (mod q).

Za sluqa� t = 0 poluqavame sledni� vaжen rezultat.

Sledstvie 4.5. Neka F i G sa (0 mod p)-arki v PG(r, p), kъdeto p e prosto
qislo. Togava F + G i αF , α ∈ {0, . . . , p − 1}, sa sъwo (0 mod p)-arki. Po-
specialno, mnoжestvoto na vsiqki (0 mod p)-arki v PG(r, p) e vektorno
prostranstvo nad Fp.

Sledvawata konstrukci� ne e tolkova trivialna.

Teorema 4.6. Neka F0 e (t mod q)-arka v hiperravninata H ∼= PG(r − 1, q)
na Σ = PG(r, q). Neka toqkata P ∈ Σ \ H e fiksirana. Arkata F v Σ,
definirana po sledni� naqin:

– F(P ) = t;
– za vs�ka toqka Q 6= P : F(Q) = F0(R), kъdeto R = 〈P,Q〉 ∩H.

e (t mod q)-arka s mownost q|F0|+ t.

Dokazatelstvo. Neka F e arka v PG(r, q), poluqena po opisani� v uslo-
vieto na teoremata naqin. Za da dokaжem, qe F e (t mod q)-arka e dosta-
tъqno da proverim, qe kratnostta na vs�ka prava v Σ e sravnima s t po
modul q. Tova e �sno za pravite prez P . Neka L e prava v Σ, neincidentna
s P i neka π e ravninata, opredelena ot P i L, t.e. π = 〈L, P 〉. Togava, ako
L′ e preseqnata prava na π i H, to L i L′ sa s edna i sъwa kratnost po ot-
noxenie na F , tъ� kato toqkite na L sa sъs sъwite kratnosti kato tezi
na L′. Sledovatelno F(L) = F(L′) = F0(L) ≡ t (mod q). Konstrukci�ta na
F e il�strirana na figurata po-dolu.
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P F(P ) = t

R

QF(Q) = F0(R)

H ∼= PG(r − 1, q)

F0

Edna (t mod q)-arka, poluqena po naqina, opisan v Teorema 4.6 nari-
qame arka, poluqena ot F0 qrez lifting, a toqkata P nariqame toqka, ot
ko�to se izvъrxva lifting ili toqka na lifting. Gornata konstrukci�
moжe da se obobwi kato zamestim toqkata P s podprostranstvo U . Neka
F0 e (t mod q)-arka v podprostranstvoto V na Σ = PG(r, q) i neka U e
dopъlnitelno podprostranstvo na U : dimU + dimV = r − 1, U ∩ V = ∅.
Togava arkata F v Σ definirana qrez

• F(P ) = t za vs�ka toqka P ∈ U ;

• vs�ka toqka Q 6= P : F(Q) = F0(R), kъdto R = 〈U,Q〉 ∩H
nariqame arka, poluqena qrez lifting ot podprostranstvoto U . �sno e,
qe F sъwo e (t mod q)-arka. Da obeleжim, qe ako arka e poluqena qrez
lifting ot podprostranstvo, to t� e poluqena qrez lifting ot vs�ka
toqka na tova podprostranstvo. V sila e i qastiqno obrъwane na tova
tvъrdenie.

Lema 4.7. Neka F e (t mod q)-arka v Σ = PG(r, q), poluqena qrez lifting
ot dve razliqni toqki P i Q. Togava F se poluqava qrez lifting i ot
pravata PQ. Po-specialno, toqkite, ot koito edna (t mod q)-arka se
poluqava qrez lifting, obrazuvat podprostranstvo S na PG(r, q).
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Dokazatelstvo. Neka F e (t mod q)-arka v Σ, poluqena qrez lifting ot
razliqnite toqki P i Q. Vsiqki toqki ot pravata PQ sa t-toqki. Neka
R e proizvolna toqka v Σ. Togava vsiqki toqki ot PR (i sъotvetno
ot QR), razliqni ot P (sъotvetno razliqni ot Q) imat edna i sъwa
kratnost, da kaжem a. Taka vsiqki toqki v ravninata 〈P,Q,R〉 izvъn PQ
imat sъwo kratnost a, koeto dokazva lemata.

Ottuk natatъk we razgleжdame samo geometrii nad prosti poleta, t.e
we fiksirame Σ = PG(r, p), kъdeto p e prosto qislo. Da oznaqim s V vek-
tornoto prostranstvo na vsiqki (0 mod p)-arki v PG(r, p). Sledvawoto
tvъdenie e prodъlжenie na Teorema 4.4 i Sledstvie 4.5.

Lema 4.8. Neka F i G sa (0 mod p)-arki v PG(r, p), koito sa poluqeni qrez
lifting ot edno i sъwo podprostranstvo U s dimU ≥ 0. Togava F+G i αF ,
α ∈ {0, 1, . . . , p − 1}, sa sъwo (0 mod p)-arki, poluqeni qrez lifting ot U .
Po specialno, (0 mod p)-arkite, poluqeni qrez lifting ot U obrazuvat
podprostranstvo na V .

Oznaqavame s A matricata na incidentnost na PG(r, p), qiito redove
sa indeksirani s toqkite (v n�kakъv fiksiran red), a stъlbovete – s
pravite na tazi geometri�. Neka F e arka v PG(r, p), za ko�to kratno-
stite na toqkite ne nadhvъrl�t p−1. �sno e, qe F moжe da se predstavi
qrez vektor x nad Fp:

x = (F(P1), . . . ,F(P pr+1−1
p−1

)),

kъdeto kratnostite na toqkite se razgleжdat kato elementi na Fp, a
redъt na toqkite e sъwi�, ko�to sme fiksirali za matricata A. Ako aTi
e i-ti� stъlb na A, asociiran s i-tata prava Li, to x ·aTi ≡ K(Li) (mod p).
Ottuk sledva, qe F e (0 mod p)-arka toqno togava, kogato

xA = 0, (4.2)

kъdeto 0 e nulevi�t vektor. Sledovatelno,

dimV =
pr+1 − 1

p− 1
− rkpA.

Rangъt na matricata A moжe da se poluqi ot klasiqeskata teorema na
Hamada [73], ko�to e formulirana po-dolu v obw vid.
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Teorema 4.9. Rangъt na matricata na incidentnost na PG(r, ph), re-
dovete na ko�to sa indeksirani s toqkite, a stъlbovete – s d-mernite
podprostranstva, nad Fph e raven na

Rd(r, p
h) =

∑

s0

. . .
∑

sh−1

h−1∏

j=0

L(sj+1,sj)∑

i=0

(−1)i
(
r + 1

i

)(
r + sj+1p− sj − ip

i

)
,

kъdeto sh = s0, i sumiraneto se izvъrxva po vsiqki celi qisla sj, j =
0, . . . , h − 1, za koito d + 1 ≤ sj ≤ r + 1, 0 ≤ sj+1p − sj ≤ (r + 1)(p + 1), i
L(sj+1, sj) e na�-gol�moto c�lo qislo, nenadhvъrl�wo (sj+1p− sj)/p, t.e.

L(sj+1, sj) = ⌊sj+1p− sj
r

⌋.

Da otbeleжim, qe v oznaqeni�ta na Hamada matricata A e oznaqena
s R1(r, p). Gornata formula ne e mnogo udobna za izpolzvane. Za nas e
vaжen specialni�t sluqa�, kogato d = 1 i h = 1, t.e. matricata A e s
redove, indeksirani s toqkite i stъlbove, indeksirani s pravite, a po-
leto, nad koeto se razgleжda A e prosto. Togava sъwestvuva zatvorena
formula za ranga, ko�to e poluqena ot J. van Lint. Po-dolu t� e
predstavena kato sledstvie ot teoremata na Hamada, makar da ne se
poluqava neposredstveno. To moжe da bъde namereno v rabotata na Cec-

cherini i Hirschfeld [39].

Sledstvie 4.10. Za matricata na incidentnost toqki na pravi na geo-
metri�ta PG(r, q) e v sila

rkpR1(r, p) =
pr+1 − 1

p− 1
−
(
p+ r − 1

r

)
.

Sledstvie 4.11. Razmernostta na vektornoto prostranstvo na vsiqki

(0 mod p)-arki e dimV =

(
p+ r − 1

r

)
.

Sъs sledvawata teorema harakterizirame vektornoto prostranstvo
V na vsiqki (0 mod p)-arki v PG(r, p).

Teorema 4.12. Vektornoto prostranstvo na (0 mod p)-arkite v PG(r, p)
se poraжda ot dopъlneni�ta na hiperravninite.
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Dokazatelstvo. Neka B e matricata na incidentnost toqki na hiper-
ravnini na geometri�ta PG(r, p). Rangъt na tazi matrica lesno se polu-
qava ot Teorema 4.9, no e izvesten i ot mnogo drugi iztoqnici (vж. napr.
[62, 141, 176]):

rkpB =

(
p+ r − 1

r

)
+ 1.

Neka T1, . . . , Ts+1, s =
(
p+r−1
r

)
, sa hiperravnini, qiito harakteristiqni

vektori χTi, i = 1, . . . , s + 1, obrazuvat baza na prostranstvoto na stъl-
bovete na B. �sno e, qe vektorъt ot edinici j prinadleжi na tova
prostranstvo, tъ� kato sumata na vsiqki stъlbove na B nad Fp e j. Sle-
dovatelno sъwestvuvat takiva elementi λi ∈ Fp, qe

λ1χT1 + · · ·+ λsχTs + λs+1χTs+1 = j, (4.3)

kato pone edin ot elementite λi e razliqen ot 0. Bez ograniqenie na
obwnostta, neka λs+1 6= 0. Da dopusnem, qe vektorite j − χT1 , . . . , j − χTs
sa line�no zavisimi nad Fp. Togava sъwestvuvat elementi µi ∈ Fp, ne
vsiqki nula, za koito

µ1(j − χT1) + · · ·+ µs(j − χTs) = 0. (4.4)

�sno e, qe µ1 + · · · + µs 6= 0, tъ� kato v protiven sluqa� vektorite
χT1 , . . . , χTs biha bili line�no zavisimi. Sega ot (4.3) i (4.4) poluqavame

(µ1 − λ1
∑

i

µi)χT1 + · · ·+ (µs − λs
∑

i

µi)χTs − λs+1

∑

i

µiχTi = 0.

Tъ� kato λs+1

∑
i µi 6= 0, tova e protivoreqie s line�nata nezavisimost

na χT1 , . . . , χTs. Sledovatelno vektorite j − χT1 , . . . , j − χTs sa line�no
nezavisimi i

s ≤ rkp〈j − χT | T hiperravnina 〉 ≤ s+ 1.

Ot druga strana, j − χT e rexenie na (4.2) za vs�ka hiperravnina T .
Sledovatelno sъglasno Sledstvie 4.11

rkp〈j − χT | T hiperravnina 〉 =
(
p+ r − 1

r

)
.
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Sega, tъ� kato arkite, zadadeni s j − χT , mogat da se poluqat qrez
lifting ot vs�ka toqka na hiperravninata T , to poluqavame kato sled-
stvie sledni� rezultat.

Sledstvie 4.13. Vs�ka (0 mod p)-arka v PG(r, p) e suma na arki, poluqeni
qrez lifting.

Sledstvie 4.14. Vs�ka (t mod p)-arka v PG(r, p) e suma na arki, poluqeni
qrez lifting.

Dokazatelstvo. Vs�ka (t mod p)-arka F moжe da se predstavi kato F =
tχH+F0, kъdeto H e fiksirana hiperravnina i F0 e (0 mod p)-arka. Sega
rezultatъt se poluqava ot Sledstvie 4.11 i fakta, qe tχT se poluqava
qrez lifting.

V ravninni� sluqa� moжem da dokaжem newo poveqe. Vs�ka (t mod p)-
arka moжe da se predstavi kato suma na ne poveqe ot p arki, poluqeni
qrez lifting.

Teorema 4.15. Neka P1, . . . , Pp+1 sa toqkite na konika v PG(2, p). Da oz-
naqim s Vi vektornoto prostranstvo na vsiqki (0 mod p)-arki, poluqeni
qrez lifting ot Pi, i = 1, . . . , p + 1, a s V – vektornoto prostranstvo na
vsiqki (0 mod p)-arki. Togava

V = V1 + V2 + · · ·+ Vp.

Dokazatelstvo. Na�-napred we dokaжem, qe

(Vi1 + · · ·+ Vik) ∩ Vik+1
= Vi1 ∩ Vik+1

+ · · ·+ Vik ∩ Vik+1
(4.5)

za vs�ko mnoжestvo ot indeksi {i1, . . . , ik+1} ⊆ {1, . . . , p+ 1}.
Da razgledame slednata veriga ot vkl�qvani�

(V1 + V2) ∩ Vp+1 ⊆ . . . ⊆ (V1 + · · ·+ Vp) ∩ Vp+1

∪ ∪
V1 ∩ Vp+1 + V2 ∩ Vp+1 ⊆ . . . ⊆ V1 ∩ Vp+1 + · · · + Vp ∩ Vp+1

Imame dim(V1 + V2) ∩ Vp+1 = dim(V1 ∩ Vp+1 + V2 ∩ Vp+1) = 2. Osven tova

dim(V1 + · · ·+ Vp) ∩ Vp+1 ≤ dim Vp+1 = p.
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Da predpoloжim, qe za n�koe k imame

V1 ∩ Vp+1 + · · ·+ Vk ∩ Vp+1 = V1 ∩ Vp+1 + · · ·+ Vk ∩ Vp+1 + Vk+1 ∩ Vp+1. (4.6)

�sno e, qe dim Vi ∩ Vj = 1, i 6= j, i qe arkite v Vi ∩ Vj sa skalarni kratni
na j − χPiPj

. Sega ot (4.6) poluqavame, qe

j − χPk+1Pp+1 ∈ 〈j − χP1Pp+1, . . . , j − χPkPp+1〉.
Tova e protivoreqie s Teorema 1.10 ot [21], sъglasno ko�to vektorite
j − χPiPj

, 1 ≤ i < j ≤ p+ 1, sa line�no nezavisimi. Sledovatelno,

dim(V1 ∩ Vp+1 + · · ·+ Vk ∩ Vp+1) = k

za vsiqki k ∈ {2, . . . , p}. Tъ� kato dim(V1 + · · ·+ Vp)∩ Vp+1 ≤ p poluqavame,
qe

(V1 + · · ·+ Vp) ∩ Vp+1 = V1 ∩ Vp+1 + · · ·+ Vp ∩ Vp+1,

koeto ot svo� strana dava, qe dim(V1 + · · · + Vk) ∩ Vp+1 = k za vsiqki k.
Sega poluqavame

(V1 + · · ·+ Vk) ∩ Vp+1 = V1 ∩ Vp+1 + · · ·+ Vk ∩ Vp+1

za vs�ko k ≤ p, i (4.5) e v sila i za vs�ko podmnoжestvo ot indeksi
{i1, . . . , ik+1}.

Sega veqe moжem da izpolzvame formulata za razmernostite

dim(V1 + · · ·+ Vp) =
∑

i

dimVi −
∑

i,j

dimVi ∩ Vj +
∑

i,j,k

Vi ∩ Vj ∩ Vk − . . . ,

ko�to v obwi� sluqa� ne e v�rna. Tъ� kato Vi ∩ Vj ∩ Vk = (0), poluqavame

dimV1 + V2 + · · ·+ Vp =
∑

i

dimVi −
∑

i,j

dimVi ∩ Vj = p · p−
(
p

2

)
· 1 =

(
p+ 1

2

)
,

koeto sъvpada s razmernostta na prostranstvoto na vsiqki ravninni
(0 mod p)-arki. Sledovatelno vs�ka (0 mod p)-arka v PG(2, p) e suma na
na�-mnogo p arki, poluqeni qrez lifting.

Sledstvie 4.16. Vs�ka (t mod p)-arka v PG(2, p) moжe da se predstavi
kato suma na na�-mnogo p arki, poluqeni qrez lifting.

Zabeleжka 4.17. Izgleжda pravdopodobno, qe Teorema 4.15 i Sledstvie
4.16 sa v sila ne samo v ravninni� sluqa�, no i pri geometrii ot
proizvolna razmernost. Ako sme v sъsto�nie da dokaжem (4.5), to ostava
da se proveri prosto binomno tъжdestvo. Problemъt se sъstoi v tova,
qe za razmernosti r ≥ 3 ne razpolagame s analog na Teorema 1.10 ot [21].
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4.3 (t mod q)-arki s ograniqenie za kratnostta

na toqkite

4.3.1 Obwi strukturni rezultati

We zapoqnem s tova, qe (t mod q)-arkite, po�v�vawi se vъv vrъzka sъs
zadaqata za razxirimost, imat dopъlnitelnoto svo�stvo, qe kratnosti-
te na toqkite sa ograniqeni otgore ot t. Okazva se, qe ako edna (t mod q)-
arka ima dopъlnitelnoto svo�stvo, qe ograniqenieto í vъrhu vs�ka
hiperravnina e poluqeno qrez lifting, to i samata arka e poluqena
qrez lifting.

Teorema 4.18. Neka K e (t mod q)-arka v PG(r, q) i neka ograniqenieto
í vъrhu vs�ka hiperravnina H, K|H , e poluqeno qrez lifting ot toqka.
Togava i arkata K e poluqena qrez lifting ot toqka.

Dokazatelstvo. Neka K e (t mod q)-arka v PG(r, q) i neka S e proizvolno
podprostranstvo v PG(r, q) s korazmernost 2. Da oznaqim s Hi, i = 0, . . . , q,
hiperravninite prez S. Po uslovie vsiqki arki K|Hi

sa (t mod q)-arki,
poluqeni qrez lifting. Da oznaqim s Pi, i = 0, . . . , q, sъotvetnite toqki
na lifting na tezi arki.

Da dopusnem, qe za n�koi indeksi i i j e izpъlneno Pi ∈ S i Pj ∈ Hj \S.
�sno e, qe pravata PiPj se sъstoi izc�lo ot t-toqki. Neka L e proizvolna
prava v Hj, incidentna s Pj i da oznaqim L ∩ S = Qj. Vsiqki toqki
ot pravata PjQj, razliqni ot Pj imat edna i sъwa kratnost a, kъdeto
0 ≤ a ≤ t. Taka vsiqki toqki v ravninata 〈Pi, Pj, Qj〉 izvъn PiPj sa toqki s
kratnost a. Ottuk sledva, qe K|Hj

moжe da bъde razgleжdana kato arka,
poluqena qrez lifting ot pravata PiPj, sledovatelno i ot vs�ka toqka
na PiPj.

Da dopusnem, qe Pi ∈ Hi\S za vsiqki i = 0, . . . , q. Ako toqkite P0, . . . , Pq
sa kolinearni, to K e poluqena qrez lifting ot pravata P0P1.

Neka sega dopusnem, qe toqkite Pi ne sa kolinearni. Togava sъwe-
stvuva hiperravnina H v PG(r, q), ko�to ne sъdъrжa niko� ot toqkite
Pi. Da oznaqim T = H ∩ S. Ako oznaqim Gi = H ∩Hi, to vsiqki arki K|Gi

sa proektivno ekvivalentni na KS.
Na�-napred we razgledame sluqa�, kogato toqkata na lifting Q za

K|H se sъdъrжa v Gi \ T . �sno e, qe Qi = S ∩QPi, kato i qe PiQi e prava,
sъsto�wa se ot t-toqki. Da razgledame proizvolna prava L v Hi prez Pi.
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Ako toqkite vъrhu L, razliqni ot Pi, sa a-toqki, to vsiqki toqki vъrhu
pravata prez Q i L∩Gi, razliqni ot Q, sa sъwo a-toqki. Sledovatelno
vsiqki toqki v ravninata 〈L,Qi〉 izvъn PiQi sa a-toqki i K|Hi

e poluqena
qrez lifting s prava na lifting PiQi. Sledovatelno vs�ka toqka ot PiQi

e toqka na lifting, t.e. Qi sъwo e toqka na lifting.

Dotuk dokazahme, qe bez ograniqenie na obwnostta moжe da se prieme,
qe vsiqki toqki Pi se sъdъrжat v S. Da razgledame podprostranstvoto
T na S, porodeno ot toqkite Pi, T = 〈Pi | i = 0, . . . , q}. Vsiqki toqki v T
sa s maksimalna kratnost. Neka Q ∈ S \ T e toqka s kratnost a. Vsiqki
toqki ot 〈T,Q〉 \ T sъwo imat kratnost a. Sledovatelno ograniqenieto
K|S e poluqeno qrez lifting s podprostranstvo na lifting T . Tъ� kato
S e izbrano proizvolno, to ograniqenieto na K vъrhu vs�ko podpros-
transtvo s korazmernost 2 e arka, poluqena qrez lifting.

Moжem da izpolzvame sъwi� argument i za podprostranstva s po-
malka razmernost. Za prostranstva s razmernost 2 tova oznaqava, qe
vsiqki ravnini sъdъrжat prava ot t-toqki kato vsiqki ostanali toqki
sa s kratnost a. Lesno se prover�va, qe vъv vsiqki sluqai sъwestvuva
hiperravnina ot t-toqki i vsiqki ostanali toqki izvъn tazi hiperrav-
nina sa s kratnost a. No za takava arka e �sno, qe e poluqena qrez
lifting.

Netrivialni ravninni (t mod q)-arki mogat da bъdat konstruirani
kato σ-dualni na blokirawi mnoжestva s ograniqena kratnost za toq-
kite.

Teorema 4.19. Neobhodimo i dostatъqno uslovie za sъwestvuvaneto na
(t mod q)-arka v PG(2, q) s mownost mq + t i maksimalna kratnost na
toqka t e sъwestvuvaneto na blokirawo mnoжestvo v sъwata ravnina s
parametri ((m− t)q +m,m− t) i s kratnosti na pravite, prinadleжawi
na mnoжestvoto {m− t,m− t+ 1, . . . , m}.

Dokazatelstvo. Neka F e (t mod q)-arka v PG(2, q) s mownost mq + t. Da
razgledame arkata Fσ, kъdeto σ(x) = (x − t)/q, e ((m − t)q + m,m − t)-
blokirawo mnoжestvo v dualnata ravnina. Ne e trudno da se presmetne,
qe kratnostite na pravite po otnoxenie na blokirawoto mnoжestvo pri-
nadleжat na mnoжestvoto {m− t,m− t+ 1, . . . , m}. Naistina, da oznaqim
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spektъra na F s (ai)i≥0. Standartno broene dava
∑

i

at+iq = q2 + q + 1

∑

i

(t + iq)at+iq = (mq + t)(q + 1).

Ottuk sledva, qe

|Fσ| =
∑

i

iat+iq = (m− t)q +m.

Po natatъk da oznaqim s bi bro� na i-pravite prez fiksirana c-toqka P
(po otnoxenie na F), 0 ≤ c ≤ t. Otnovo imame

∑

i

bt+iq = q + 1

∑

i

(t+ iq)bt+iq = mq + t+ cq,

otkъdeto
∑

i

ibt+iq = m − t + c. Sledovatelno Fσ e blokirawo mnoжestvo

s parametri ((m− t)q+m,m− t) i kratnostite na pravite sa meжdu m− t
(za c = 0) i m (za c = t).

Obratnata posoka se dokazva analogiqno. Trъgva�ki ot blokirawo
mnoжestvo, imawo dadenite parametri i kratnosti na pravi, defini-
rame arka v dualnata ravnina, za ko�to (m − t + j)-pravite sa toqki s
kratnost j, j = 0, . . . , t. Lesno se prover�va, qe poluqenata arka e (t
mod q)-arka s жelanite parametri.

4.3.2 Harakterizaci� na (3 mod 5)-arki

Za sto�nosti na t, koito sa po-golemi ot 2, pъlna klasifikaci� na (t
mod q)-arkite s kratnost na toqkite, nenadhvъrl�wa t izgleжda nevъz-
moжna. Vъpreki tova v n�koi sluqai moжem da poluqim qastiqni rezul-
tati za strukturata na takiva arki. V tozi razdel we napravim klasi-
fikaci� na n�koi malki (3 mod 5)-arki v PG(2, 5), ko�to we izpolzvame
po-kъsno v dokazatelstvoto za nesъwestvuvane na (104, 22)-arki v PG(3, 5)
(i, ekvivalentno, na [104, 4, 82]5-kodove). Sъglasno Teorema 4.19, klasi-
fikaci�ta na takiva arki e ekvivalentna na klasifikaci�ta na spe-
cialni blokirawi mnoжestva s dopъlnitelno ograniqenie za kratnostta
na pravite.
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Arki s mownost 18 v PG(2, 5)

Arki s tazi mownost se poluqavat ot (3, 0)-blokirawi mnoжestva s
pravi, imawi kratnost 0, 1, 2, ili 3. Tezi blokirawi mnoжestva sa
trivialni i se sъsto�t ot tri (ne nepremenno razliqni) toqki. Sъotvet-
nite (3 mod 5)-arki sa suma na tri pravi v razliqni vzaimni poloжeni�.
Lesno se prover�va, qe sъwestvuvat qetiri (3 mod 5)-arki s mownost
18. Te sa predstaveni na figurata po-dolu.

3-toqka

2-toqka

1-toqka

Arki s mownost 23 v PG(2, 5)

Takiva arki se poluqavat kato σ-dualni na (9, 1)-blokirawi mno-
жestva, za koito pravite v PG(2, 5) imat kratnost 1, 2, 3, ili 4. Sle-
dovatelno blokirawi mnoжestva, sъdъжawi toqkite na prava ne vod�t
do (3 mod 5)-arki. Taka edinstvenoto blokirawo mnoжestvo, koeto ot-
govar� na uslovi�ta e proektivni�t triъgъlnik [106]. Dualizira�ki,
poluqavame (3 mod 5)-arka, za ko�to 2-toqkite sa vъrhovete na pъlen
qetiriъgъlnik, diagonalnite mu toqki sa 3-toqki, a preseqnite toqki
na diagonalnite mu pravi sъs stranite na qetiriъgъlnika sa 1-toqki.
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Poluqenata arka e predstavena na figurata po-dolu. Da otbeleжim, qe
8-pravite na tazi arka sa ot tip (3, 3, 1, 1, 0, 0) ili (3, 2, 2, 1, 0, 0).

3-toqka

2-toqka

1-toqka

Arki s mownost 28 v PG(2, 5)

Tezi arki se poluqavat ot (15,2)-blokirawi mnoжestva, za koito
pravite v ravninata sa s kratnosti 2, 3, 4, ili 5. Ako takova bloki-
rawo mnoжestvo e proektivno (t.e. toqkite sa s kratnost 0 ili 1),
to to se poluqava kato dopъlnenie na (16,4)-arka. Pri tova, takava
arka ne tr�bva da ima vъnxni pravi, tъ� kato maksimalnata mownost
na prava po otnoxenie na blokirawoto mnoжestvo e 5 (Teorema 4.19).
Klasifikaci�ta na (16,4)-arkite e dobre izvestna: sъwestvuvat xest
proektivno neekvivalentni arki s tezi parametri kato samo edna ot t�h
n�ma vъnxni pravi. T� se poluqava qrez iztrivane na preseqnite toq-
ki na xest pravi v obwo poloжenie ot toqkite na proektivnata ravnina
PG(2, 5).
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Sega we dokaжem, qe vs�ko (15,2)-blokirawo mnoжestvo, koeto ima
pone edna toqka s kratnost po-gol�ma ot 1, ima i prava s kratnost pone
6 i, sledovatelno ne vodi do (3 mod 5)-arka.

Na�-napred we otbeleжim, qe takova blokirawo mnoжestvo ne moжe
da ima toqki s kratnost 3. V tozi sluqa� ostanalite 12 toqki obrazuvat
(12, 2)-blokirawo mnoжestvo, koeto e suma na dve pravi i dve toqki i
sledovatelno ima prava s kratnost po-gol�ma ot 5.

Da oznaqim s Λi, i = 0, 1, 2, bro� na i-toqkite na (15, 2)-blokirawo
mnoжestvo. �sno e, qe nikoi tri 2-toqki ne sa kolinearni, tъ� kato
tova vodi do sъwestvuvane na 6-prava. V sluqaite Λ2 = 5, 6 ne e trudno
da se proveri, qe ostanalite 1-toqki ne mogat da blokirat dvukratno
vъnxnite pravi kъm arkata, obrazuvana ot 2-toqkite.

We skicirame dokazatelstvoto za nesъwestvuvane na (15, 2)-blokira-
wo mnoжestvo s pravi s kratnost 2, 3, 4, i 5 i Λ2 = 4, Λ1 = 7. Neka
2-toqkite sa A,B,C,D. Neka {X1, X2} e dvo�ka ot toqki, koito dopъlvat
gornata qetvorka do oval O. Dopiratelnite kъm tozi oval v X1 i X2
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tr�bva da bъdat blokirani po dva pъti, otkъdeto sledva, qe blokira-
woto mnoжestvo sъdъrжa pone tri toqki izmeжdu X1, X2 i vъnxnite to-
qki kъm O. Sledovatelno desette vъnxni pravi tr�bva da bъdat bloki-
rani pone po dva pъti ot gornite (pone) tri toqki i na�-mnogo qetiri
vъtrexni toqki. Taka poluqavame neravenstvoto 3 · 2+4 · 3 ≥ 10 · 2, koeto
e protivoreqie.

Ostanalite sluqai 1 ≤ Λ2 ≤ 3 se othvъrl�t po podoben naqin, no s
izpolzvaneto na dopъlnitelni argumenti.

Sledovatelno sъwestvuva edinstvena ravninna (3 mod 5)-arka s mow-
nost 28. Takava arka ima xest 3-toqki, koito obrazuvat oval i deset
1-toqki, koito sa vъtrexnite toqki kъm ovala.

Arki s mownost 33 v PG(2, 5)

Neka F e (3 mod 5)arka s mownost 33. Togava Fσ e (21, 3)-blokirawo
mnoжestvo s dopustimi kratnosti na pravite 3, 4, 5, ili 6. Kakto po-
gore, takova blokirawo mnoжestvo ne moжe da ima 3-toqki, tъ� kato
bihme poluqili pravi s kratnost po-gol�ma ot 6.

Da oznaqim otnovo s Λi bro� na toqkite s kratnost i. �sno e, qe
nikoi pet 0-toqki ne sa kolinearni, otkъdeto Λ0 ≤ 16. Ottuk sledva, qe
Λ2 ≤ 6. Pъrvo othvъrl�me sluqa� Λ2 = 6. Da dopusnem, qe n�koi tri
2-toqki sa kolinearni. Togava ima dve tro�ki ot kolinearni 2-toqki i
obwata toqka na pravite, opredeleni ot t�h e 2-toqka; v protiven sluqa�
poluqavame protivoreqie s lesno broene. Tъ� kato 0-toqka ot 6-prava
leжi na pet 3-pravi, to poluqavame, qe xestata 2-toqka e incidentna
s pone tri 3-pravi. Da prebroim kratnostite na pravite prez tazi
specialna 2-toqka. Poluqavame 21 ≤ 3 · 3 + 3 · 6− 5 · 2 = 17, protivoreqie.
Ottuk sledva, qe 2-toqkite obrazuvat oval. Vs�ka ot desette vъnxni
pravi kъm ovala tr�bva da bъde blokirana pone tri pъti ot 1-toqki.
Vs�ka 1-toqka blokira tri vъnxni pravi. Sledovatelno za trikratno
blokirane na vъnxnite pravi sa neobhodimi pone 3·10/3 toqki s kratnost
1, koeto e protivoreqie, tъ� kato Λ1 = 9.

Sluqaite 3 ≤ Λ2 ≤ 5 se othvъrl�t po podoben naqin. V ostanalite
tri sluqa� Λ2 = 0, 1, 2 konstrukcii sa vъzmoжni. V tezi sluqai Fσ e
toqno edno ot slednite blokirawi mnoжestva:

(1) dopъlnenie na (10, 3)-arka v PG(2, 5), Λ2 = 0; sъwestvuvat sedem neizo-
morfni (10, 3)-arki [121];
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(2) dopъlnenieto na (11, 3)-arkata s qetiri vъnxni pravi1 i edna dvo�na
toqka, ko�to ne e vъrhu vъnxna prava, Λ2 = 1;

(3) Edna dvo�na toqka, obrazuvawa oval s pet ot 0-toqkite; dopiratel-
nata v 2-toqkata e 3-prava, Λ2 = 1;

(4) Dvanadesette 0-toqki leжat na stranite na triъgъlnik s vъrhove s
kratnost 2, 2, 1; ostanalite toqki sa 1-toqki; Λ2 = 2.

�sno e, qe arkite, koito se poluqavat ot blokirawite mnoжestva (1)
n�mat 13-prava. Il�straci� na arkite, koito se poluqavat ot bloki-
rawite mnoжestva (2), (3) i (4) e predstavena po-dolu.

(2) (3 mod 5)-arka s mownost 33, imawa edna 13-prava

1Dobre izvestno e, qe sъwestvuvat dve (11, 3)-arki v PG(2, 5): edna s qetiri i edna
s pet vъnxni pravi [106]
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(3) vtorata (3 mod 5)-arka s mownost 33 s edna 13-prava

(4) (33, {3, 8, 13})-arka s dve 13-pravi

Arki s mownost 38 v PG(2, 5)

Kakto po-gore moжem da harakterizirame i (3 mod 5)-arkite s mow-
nost 38. Klasifikaci�ta im se poluqava ot klasifikaci�ta na (27, 4)-
blokirawite mnoжestva v PG(2, 5) s kratnosti na pravite 4, 5, 6 ili 7.
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Takova blokirawo mnoжestvo K n�ma 3-toqki. Ako dopusnem, qe sъwest-
vuva 3-toqka P , to K−3χP e (24, 4)-blokirawo mnoжstvo, koeto e suma na
4 pravi [134] i sledovatelno ima prava s kratnost po-gol�ma ot 7.

Neka K e (27, 4)-blokirawo mnoжestvo, koeto ima tri kolinearni 2-
toqki: P1, P2, P3. Da dopusnem, qe sъwestvuva qetvъrta 2-toqka Q. To-
gava prez Q minavat ili dve 4-pravi (ako P1P2 e 7-prava) ili tri 5-
pravi (ako P1P2 e 6-prava). I v dvata sluqa� poluqavame protivore-
qie, prebro�va�ki kratnostite na toqkite incidentni s pravite prez
Q. Ottuk poluqavame, qe ako K ima tri kolinearni toqki, to Λ2 = 3.
Sledovatelno, 0 ≤ λ2 ≤ 6. Osven tova, ako ima tri kolinearni toqki, to
pravata incidentna s t�h e 7-prava.

Ako dopusnem, qe Λ2 = 6, to 2-toqkite obrazuvat oval. Ostanalite
petnadest 1-toqki tr�bva da blokirat po dva pъti vsiqki dopiratelni i
po qetiri pъti vsiqki vъnxni pravi. Da oznaqim s x bro� na vъnxnite
1-toqki, a s y – bro� na vъtrexnite 1-toqki. Imame, qe

∣∣∣∣∣∣

x+ y = 15
2y ≥ 12
3x+ 2y ≥ 40

.

Pъrvoto neravenstvo poluqavame ot pokrivaneto na tangentite, a vtoro-
to – ot pokrivaneto na vъnxnite pravi. Sega lesno poluqavame x ≥ 10,
y ≥ 6, protivoreqie s Λ1 = 15.

V sluqaite Λ2 = 0, 1, 2 blokirawite mnoжestva s parametri (27, 4) se
stro�t po estestven naqin. Lesno se prover�va, qe dualnite (3 mod 5)-
arki s mownost 38 imat 8-prava, ko�to e ot tip (2, 2, 2, 2, 0, 0), (2, 2, 2, 1, 1, 0)
ili (3, 3, 2, 0, 0, 0). We otbeleжim, qe 8-pravi ot tozi tip ne se po�v�vat
v (3 mod 5)-arki s kratnost 18, 23 ili 28. Okazva se, qe za vsiqki
sto�nosti na Λ2, poluqenite (3 mod 5)-arki s mownost 38 imat 8-prava
ot edin ot gornite tri tipa.

Lema 4.20. Vъv vs�ka (3 mod 5)-arka v PG(2, 5) s mownost 38 sъwestvuva
8-prava ot tip (3, 3, 2, 0, 0, 0), (2, 2, 2, 2, 0, 0) ili (2, 2, 2, 1, 1, 0).

Dokazatelstvo. We dokaжem tvъrdenieto za (3 mod 5)-arki, poluqeni
ot blokirawi mnoжestva s Λ2 = 5. V tozi sluqa� 2-toqkite Pi, i = 1, . . . , 5,
zaedno s edna dopъlnitelna xesta toqka, da kaжem P0, obrazuvat oval
O.
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1) Neka P0 e 1-toqka. Kakto po-gore, da oznaqim s x bro� na 1-toqkite,
koito sa vъtrexni, a s y – bro� na 1-toqkite, koito sa vъnxni. Sega
imame ∣∣∣∣∣∣

x+ y = 16
2y ≥ 13
3x+ 2y ≥ 40

.

I v dvata sluqa� sъwestvuva 1-toqka, ko�to e vъtrexna za ovala i ko�to
leжi na tri vъnxni pravi, blokirani toqno qetiri pъti. Tova sledva
ot nabl�denieto, qe na�-mnogo edna vъnxna prava e blokirana poveqe
ot qetiri pъti. Sled dualizirane tazi 1-toqka stava 8-prava ot tip
(3, 3, 2, 0, 0, 0).

2) Ako P0 e 0-toqka, kakto po-gore poluqavame
∣∣∣∣∣∣

x+ y = 17
2y ≥ 14
3x+ 2y ≥ 40

.

Sega imame slednite pet rexeni�:

x 6 7 8 9 10
y 11 10 9 8 7

V pъvite qetiri sluqa� sъwestvuva 1-toqka, vъtrexna za O, ko�to leжi
na tri vъnxni pravi, pokriti po qetiri pъti. Kakto i po-gore, v dual-
nata (3 mod 5)-arka ima 8-prava, ko�to e ot tip (3, 3, 2, 0, 0, 0).

Pri poslednoto rexenie we otbeleжim, qe vs�ka tangenta e bloki-
rana toqno qetiri pъti. Da razgledame vъnxna prava L, ko�to sъwo e
blokirana qetiri pъti (takava sъwestvuva, zawoto 3x + 2y < 50). Tъ�
kato vs�ka vъnxna prava e incidentna s tri vъtrexni i tri vъnxni
toqki, to vъrhu ne� sъwestvuva vъnxna toqka Q, ko�to e 1-toqka. Sega
Q e incidentna s tri 4-pravi – tova sa L i dvete tangenti prez Q. Sle-
dovatelno sled dualizaci�ta tazi 1-toqka stava 8-prava ot tip (3, 3, 2, 0, 0, 0).

Sega we dokaжem osnovni� rezultat v tozi razdel, ko�to we izpolz-
vame po-natatъk pri dokazatelstvoto za nesъwestvuvane na (104, 22)-arki
v PG(3, 5).

Teorema 4.21. Vs�ka (3 mod 5)-arka F v PG(3, 5) s mownost |F| ≤ 158 e
poluqena qrez lifting ot 3-toqka. Po-specialno, |F| = 93, 118, ili 143.
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Dokazatelstvo. Neka F e (3 mod 5)-arka v PG(3, 5) s mownost |F| ≤ 158 i
da dopusnem, qe F ima 13-prava L s 0-toqka. �sno e, qe prez L minava
ravnina s kratnost 33. V protiven sluqa� |F| ≥ 163.

Da razgledame proekci� ϕ ot 0-toqkata P ot L i da razgledame arkata

G =
1

5
(Fϕ − 3).

�sno e, qe 0-toqkite po otnoxenie na G sa obrazi na 3-pravi prez P (po
otnoxenie na F), 1-toqkite sa obrazi na 8-pravi i 2-toqkite sa obrazi
na 13-pravi. Osven tova |G| ≤ 13. Po natatъk v dokazatelstvoto we
sqitame, qe |F| = 158 i |G| = 13, koeto e i na�-trudn�t sluqa�.

Da oznaqim s λi, i = 0, 1, 2, bro� na i-toqkite v G. Imame

∣∣∣∣
λ0 + λ1 + λ2 = 31

λ1 + 2λ2 = 13
,

otkъdeto poulqavame slednite rexeni�:

λ0 λ1 λ2
18 13 0
19 11 1
20 9 2
21 7 3
22 5 4
23 3 5
24 1 6

Za strukturata na G imame slednite nabl�deni�.
Arkata G n�ma 4-pravi. Ako G ima 4-prava, to po otnoxenie na F

takava prava e obraz na 38-ravnina π0. Sъglasno Lema 4.20 v π0 ima
8-prava M ot tip, ko�to ne se srewa v ravnini s 18, 23 ili 28 toqki.
Ako π1, . . . , π5 sa ravninite prez M , poluqavame

158 ≥ |F| =
5∑

i=0

F(πi)− 5F(M) ≥ 38 + 5 · 33− 5 · 8 = 163,

protivoreqie. �sno e, qe G n�ma 2-prava, ko�to sъdъrжa 2-toqka, tъ�
kato 28-ravnina n�ma 13-prava.
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V sluqa� λ2 = 6 poslednoto nabl�denie pokazva, qe 2-toqkite obrazu-
vat oval. Sega xestte tangenti kъm ovala tr�bva da bъdat blokirani
ot edinstvenata 1-toqka. Tova e nevъzmoжno, tъ� kato prez toqka vъn
ot ovala, minavat nula ili dve tangenti.

Sluqa�t λ2 = 5 se othvъrl� po podoben naqin. Toqkite s kratnost 2
zaedno s edna dopъlnitelna toqka Q otnovo obrazuvat oval. Ako Q e 0-
toqka, to vs�ka ot sekantite prez Q tr�bva da sъdъrжa i 1-toqka, koeto
e nevъzmoжno, poradi λ1 = 3. Ako Q e 1-toqka, to pette dopiratelni kъm
2-toqkite ne mogat da bъdat blokirani s ostavawite dve 1-toqki.

S podobni argumenti se othvъrl�t i sluqaite λ2 = 1, 2, 3, 4.

Ot dokazanoto dotuk sledva, qe prez vs�ka 0-toqka na F minavat samo
3- i 8-pravi. Ottuk sledva, qe arkata G e proektivna i vs�ka prava e s
kratnost na�-mnogo 6. Pravi s 6-toqki sa obrazi na 48-ravnini, v koito
8-pravite sa ot tip (3, 3, 1, 1, 0, 0) ili (3, 2, 2, 1, 0, 0). Toqkite s kratnost 0
v takava ravnina obrazuvat oval, koeto e nevъzmoжno, tъ� kato bro�t
im e 7. Sledovatelno G n�ma 6-pravi.

Prava M s kratnost 5 po otnoxenie na G e obraz na 43-ravnina
(po otnoxenie na F). Pravite s kratnost 8 sa otnovo (3, 3, 1, 1, 0, 0) ili
(3, 2, 2, 1, 0, 0). Takava ravnina se poluqava edinstveno qrez lifting ot
3-toqka na prava ot tip (3, 3, 1, 1, 0, 0) ili (3, 2, 2, 1, 0, 0).

Ako (ai)i≥0 e spektъrъt na G, to

∑
ai = 31,

∑
iai = 78,

∑
i(i− 1)ai = 156.

Ottuk poluqavame a1 + a2 = 5a5. Tъ� kato maksimalnata mownost na
(n, 3)-arka v PG(2, 5) e 11, to imame a5 ≥ 1. Ot druga strana lesno se
poluqava, qe a5 ≤ 3. Ako dopusnem, qe a5 ≥ 4, to bro�t na toqkite na G e
pone 4 · 5−

(
4
2

)
= 14 > |G|. Sledovatelno 1 ≤ a5 ≤ 3

Sluqa�t a5 = 1 e nevъzmoжen. Toqkite izvъn 5-pravata L obrazuvat
(8, 3)-arka. Takava arka ima pone qetiri 3-pravi (vж.[121]). Pone edna
ot tezi pravi presiqa L v 1-toqka, s koeto poluqavame 4-prava v G,
protivoreqie.

Za ostanalite dva sluqa�, a5 = 2 i a5 = 3, moжem da konstruirame
vъzmoжnite arki G, kato izpolzvame uslovieto a4 = 0. V sluqa� a5 = 2
sъwestvuvat dve takiva arki (s toqnost do ekvivalentnost).
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P T R

QX
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Da razgledame sluqa� (2). Dvete pravi s kratnost 5 sa obrazi na
43-ravnini, za koito po-gore otbel�zahme, qe sa poluqeni s lifing ot
3-toqka. Sledovetelno 1-toqkite vъrhu 5-pravite sa obrazi na 8-pravi
(po otnoxenie na F) ot edin i sъwi tip. Ot fakta, qe 28-ravnini
(spr�mo F), qi�to obraz e 2-prava (spr�mo G), n�mat 2-toqki sledva,
qe tozi tip e (3, 3, 1, 1, 0, 0). Osven tova vsiqki toqki vъrhu pravata PR
sa obrazi na pravi ot tip (3, 0, 0, 0, 0, 0). Pravata SR e 1-prava (obraz
na 23-ravnina). Pri tova S i R sa obrazi na pravi, koito sъdъrжat i
trite 3-toqki na tazi ravnina. Sledovatelno ostanalite qetiri 0-toqki
ot SR sa obrazi na 3-pravi ot tip (2, 1, 0, 0, 0, 0). Tъ� kato pravata XY
presiqa SR v takava toqka, to XY e obraz na 28-ravnina, sъdъrжawa
2-toqka, protivoreqie, tъ� kato (3 mod 5)-arki s kratnost 28 imat samo
1- i 3-toqki.

Sluqa�t (1) se othvъrl� po podoben naqin.
Za a5 = 3 poluqavame qetiri vъzmoжnosti za arkata G, koito sa pred-

staveni po-dolu.
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(3) (4)

Q R

P

S

T

X

(5) (6)

Da razgledame sluqa� (4). Otnovo vsiqki 1-toqki, sъdъrжawi se v
5-pravi (spr�mo G) sa obrazi na 8-pravi spr�mo F ot tip (3, 3, 1, 1, 0, 0).
�sno e, qe tova sa vsiqki 1-toqki. Kakto i predi, 0-toqkite, leжawi
vъrhu strani na triъgъlnika sa obrazi na 3-pravi ot tip (3, 0, 0, 0, 0, 0).

Vъrhu pravata PS, ko�to e obraz na 23-ravnina spr�mo F sъwestvuva
0-toqka X, ko�to e obraz na 3-prava ot tip (2, 1, 0, 0, 0, 0). Tova sledva
ot strukturata na (3 mod 5)-arkata s mownost 23, ko�to ustanovihme
po-gore. No ottuk poluqavame, qe pravata RX e obraz na 28-ravnina s
2-toqki, protivoreqie.

Ostanalite sluqai (3), (5) i (6) se othvъrl�t po podoben naqin.
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4.4 Razxirimost na kvazidelimi arki i kodove

4.4.1 Razxirimost na gri�smъrovi arki

V tozi razdel we dokaжem naxi� osnoven rezultat za razxirimost na
arki na Griesmer. Neka K e gri�smъrova (n, w)-arka v PG(k−1, q), ko�to
e t-kvazidelima za n�koe t < q. Neka CK e line�ni�t kod, asociiran
s arkata K. Togava CK ima parametri [n, k, d]q, kъdeto d = n − w. Da
zapixem d vъv vida:

d = sqk−1 −
k−2∑

i=0

εiq
i, (4.7)

kъdeto 0 ≤ εi < q za vsiqki i = 0, . . . , k − 2. Ottuk imame

⌈d/qj⌉ = sqk−j−1 −
k−2∑

i=j

εiq
i−j.

Sumirame tezi ravenstva za j = 0, 1, . . . , k − 1 i poluqavame

n = svk −
k−2∑

i=0

εivi+1 (4.8)

kato v tozi izraz izpolzvame standartnoto oznaqenie vj = qj−1 + . . . + 1
za bro� na toqkite v (j − 1)-merno podprostransvo. Da otbeleжim, qe
pri tezi oznaqeni� imame t = ε0 tъ� kato e izpъlneno n+ ε0 ≡ w (mod q).
Da pripomnim, qe s wj = wj(K) oznaqavame maksimalnata kratnost na
podprostranstvo S s razmernost j v PG(k − 1, q), t.e wj = maxdimS=j K(S),
za j = 1, . . . , k − 1. Ot Lema 3.7 imame

wj =

k−1∑

i=k−1−j

⌈
d

qi

⌉
= svj+1 −

j−1∑

i=0

εk−2−ivj−i. (4.9)

kato po definici� wk−1 = n.
V sledvawite n�kolko lemi ustanov�vame vaжni svo�stva na arkata,

definirana v (4.1). Pъrvata ot t�h dava vrъzka meжdu kratnostta
na hiperpravite (podprostranstva s korazmernost 2), sъdъrжawi se v
dadena hiperravnina i sъotvetnata im kratnost po otnoxenie na dual-
nata arka K̃.
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Lema 4.22. Neka K e gri�smъrova arka v Σ = PG(k − 1, q) s parametri
(n, n − d), ko�to ima svo�stvoto t-kvazidelimost. Neka d e predstaveno
vъv vida (4.7) i neka S e podprostranstvo s korazmernost 2, sъdъrжawo se
v hiperravnina H0 s kratnost K(H0) = wk−2−aq za n�koe c�lo qislo a ≥ 0.

(i) Ako K(S) = wk−3 − a− b, 0 ≤ b ≤ t− 2, to K̃(S̃) ≤ t+ bq;

(ii) Ako K(S) = wk−3 − a− b, b ≥ t− 1, to K̃(S̃) ≤ t+ (t− 1)q.

Dokazatelstvo. (i) Neka K, H0 i S udovletvor�vat uslovieto na lemata.
Oznaqavame s Hi, i = 1, . . . , q, ostanalite q hiperravnini v Σ, sъdъrжawi
podprostranstvoto S. Neka kratnostta na vs�ka ot t�h e K(Hi) = wk−2−αi,
i = 1, . . . , q. Da otbeleжim, qe

K̃(Hi) ≡ n+ t− wk−2 + αi ≡ αi (mod q),

tъ� kato n+ t ≡ wk−2 (mod q). Ottuk poluqavame K̃(H̃i) ≤ αi. Po-natatъk
imame

n =

q∑

i=0

K(Hi)− qK(S)

= (q + 1)wk−2 −
q∑

i=1

αi − aq − q(wk−3 − a− b)

= n + t−
q∑

i=1

αi + bq.

Ottuk sledva, qe
∑
αi = t + bq. Ot druga strana

K̃(S̃) =

q∑

i=0

K̃(H̃i)

≤
q∑

i=1

αi (mod q)

= t+ bq.

(ii) Za vs�ka prava S̃ v dualnoto prostranstvo e izpъlneno K̃(S̃) ≡ t

(mod q). Tъ� kato vs�ka toqka e s kratnost na�-mnogo t, to maksimalnata
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kratnost na prava v dualnoto prostranstvo po otnoxenie na dualnata
arka e K̃(S̃) ≤ tq+t. Ot druga strana S ⊂ H0, koeto oznaqava, qe dualnata

prava S̃ e incidentna s dualnata toqka H̃0, ko�to e 0-toqka po otnoxe-
nie na K̃. Ottuk sledva, qe K̃(S̃) < t + tq, koeto vodi do neravenstvoto

K̃(S̃) ≤ t+ (t− 1)q.

Sledvawata lema dava ocenka za kratnostta na ravninite v dualnoto
prostranstvo, sъotvetstvawi na maksimalni (po otnoxenie na K) pod-
prostranstva v Σ s korazmernost 3.

Lema 4.23. Neka K e gri�smъrova (n, n−d)-arka v PG(k−1, q), priteжavawa

svo�stvoto t-kvazidelimost. Neka d e predstaveno vъv vida (4.7) i neka K̃
e dualna na K, poluqena po naqina, opisan v (4.1). Neka T e podprostranst-
vo na PG(k − 1, q) s korazmernost 3 i maksimalna kratnost K(T ) = wk−4.
Togava

K̃(T̃ ) ≤ t(q + 1) + ε1q.

Dokazatelstvo. Neka K i T udovletvor�vat uslovieto na lemata. Da
oznaqim s Si, i = 0, . . . , q, podprostranstvata s korazmernost 2 prez T ,
sъdъrжawi se v n�ko� maksimalna hiperravnina H. Takava hiperravn-
ina vinagi sъwestvuva. Ako dopusnem protivnoto, to poluqavame proti-
voreqie qrez prebro�vane na kratnostite na toqkite v hiperravninite
prez T . Da poloжim K(Si) = wk−3 − αi. Sega imame

K(H) = wk−2 =

q∑

i=0

K(Si)− qK(T )

= (q + 1)wk−3 −
q∑

i=0

αi − qwk−4

= (q + 1)(svk−2 − εk−2vk−3 − . . .− ε3v2 − ε2v1)−

q(svk−3 − εk−2vk−4 − . . .− ε3v1)−
q∑

i=0

αi.
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Tъ� kato (q + 1)vj−1 − qvj−2 = vj, gorni�t izraz se uprost�va do

wk−2 = svk−1 − εk−2vk−2 − . . .− ε3v3 − (q + 1)ε2v1 −
q∑

i=0

αi

= svk−1 − εk−2vk−2 − . . .− ε3v3 − ε2v2 −
q∑

i=0

αi

= wk−2 + ε1v1 −
q∑

i=0

αi.

Ottuk sledva, qe
∑q

i=0 αi = ε1v1 = ε1 < q. Sъglasno Lema 4.22, K̃(S̃i) ≤
t + αiq, otkъdeto

K̃(T̃ ) =

q∑

i=0

K̃(S̃i)− qK̃(H̃)

=

q∑

i=0

K̃(S̃i)

≤
q∑

i=0

(t+ αiq)

= t(q + 1) + q

q∑

i=0

αi

≤ t(q + 1) + ε1q.

Lema 4.24. Neka K e gri�smъrova (n, n − d)-arka v PG(k − 1, q), q ≥ 3,
priteжavawa svo�stvoto t-kvazidelimost, kato d e predstaveno vъv vida
(4.7). Neka K̃ e dualnata na K, zadadena s (4.1). Nakra� neka ε0, ε1 <

√
q. To-

gava za vs�ko podprostranstvo T v PG(k− 1, q) s korazmernost 3, za koeto
K(T ) = wk−4, e v sila

K̃(T̃ ) = t(q + 1).

Dokazatelstvo. Podprostranstvoto T e s korazmernost 3 i sledovatelno
v dualnoto prostranstvo P̃G(k−1, q) to e ravnina, ko�to priehme da ozna-

qavame s T̃ . Sъglasno Lema 4.23, K̃(T̃ ) ≤ ε0(q + 1) + ε1q. Da priemem, qe

kratnostta mu e K̃(T̃ ) = ε0(q + 1) + ε′1q, kъdeto 0 ≤ ε′1 ≤ ε1.
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Da dopusnem, qe ε′1 > 0 i da oznaqim ograniqenieto na K̃ vъrhu T̃ v

dualnata geometri� s F̃: F̃ = K̃|T̃ . Da definirame nova arka F v PG(2, q),

ko�to e dualna na F̃ i se zadava qrez

F(P ) = i, ako F̃(P̃ ) = t+ iq.

Ako oznaqim s (ai)i≥0 spektъra na F̃ , to e izpъlneno
∑

at+iq = q2 + q + 1,
∑

(t+ iq)at+iq = (ε0(q + 1) + ε′1q)(q + 1).

Ottuk sledva, qe
∑

i iat+iq = ε′1(q + 1) + ε0. Tova ravenstvo oznaqava, qe
mownostta na F e

∑
i iat+iq = ε′1(q + 1) + ε0.

Sega da oznaqim s bi bro� na pravite P̃ v dualnata ravnina, za koito
F̃(P̃ ) = t + iq prez fiksirana toqka L̃ s kratnost c ≥ 0. Kakto po-gore,
imame

∑
bt+iq = q + 1,

∑
(t+ iq)bt+iq = (q + 1)ε0 + ε′1q + cq,

otkъdeto poluqavame
∑
ibt+iq = ε′1 + c. Sledovatelno vs�ka prava L e s

kratnost pone ε′1 i F e (ε′1(q + 1) + ε0, ε
′
1)-blokirawo mnoжestvo.

Po uslovie imame ε0, ε1 <
√
q. Sega ot q ≥ 3 poluqavame, qe ε0 + ε′1 <√

ε′1q+1 i, sledovatelno, ε′1(q+1)+ ε0 < ε′1q+
√
ε′1q+1. Dobre izvestno e,

qe blokirawo mnoжestvo F s takava mownost sъdъrжa prava sъglasno
rezultat na S. Ball [1] (za proektivni) i na J. De Beule, K. Metsch

i L. Storme [43] (za proizvolni blokirawi mnoжestva). Vrъwa�ki se

obratno kъm F̃ poluqavame, qe vsiqki pravi P̃i v T̃ , minavawi prez n�ko�
toqka L̃ imat kratnost pone t+ q = ε0 + q. Sledovatelno,

ε0(q + 1) + ε1q ≥ K̃(T̃ ) =

q∑

i=0

K̃(P̃i)− qK̃(L̃)

≥ (q + 1)(ε0 + q)− qK̃(L̃)

≥ ε0(q + 1) + q(q + 1)− ε0q.

Ottuk poluqavame q + 1 ≤ ε0 + ε1 < 2
√
q, t.e. (

√
q − 1)2 < 0, koeto e

protivoreqie. Sledovatelno ε′1 = 0, s koeto lemata e dokazana.
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Sledvawata lema e obobwenie na Lema 4.24 za podprostranstva s
po-visoka korazmernost.

Lema 4.25. Neka K e gri�smъrova (n, w)-arka v PG(k − 1, q), q ≥ 3, imawa
svo�stvoto kvazidelimost, za ko�to d = n−w e predstaveno vъv vida (4.7).

Neka K̃ e dualna na K, definirana qrez (4.1). Neka U e podprostranstvo
v PG(k − 1, q) s korazmernost – codimU = r, 1 ≤ r ≤ k, imawo maksi-
malna mownost wk−1−r (ako U = ∅, priemame, qe codimU = k). Togava, ako
ε0, ε1, . . . , εr−2 <

√
q, to e izpъlneno

K̃(Ũ) = ε0vr−1.

Dokazatelstvo. Neka K udovletvor�va uslovieto na lemata. V Lema 4.24
rezultatъt be dokazan za podprostranstva s korazmernost 3. Da dopus-
nem, qe to� e veren za vsiqki podprostranstva, imawi korazmernost
nenadhvъrl�wa r − 1.

Neka U i S, U ⊂ S, sa podprostranstva, imawi korazmernosti sъot-
vetno r i r − 2. Da pripomnim, qe Ũ e (r − 1)-merno podprostranstvo na

P̃G(k − 1, q). Da oznaqim s Ti, i = 0, . . . , q, vsiqki podprostranstva prez
U , imawi korazmernost r − 1 i sъdъrжawi se v S. Na�-mnogo εr−2 ot
podprostranstvata Ti ne sa s maksimalna kratnost, t.e. pone q + 1 − εr−2

ot t�h sa s maksimalna kratnost wk−r. Naistina, ako oznaqim bro� na
nemaksimalnite podprostranstva izmeжdu podprostranstvata Ti s γ, to
we imame wr−2 ≤ (q + 1)wr−1 − qwr − γ, t.e.

γ ≤ −wr−2 + (q + 1)wr−1 − qwr

= εr−1v2 + εr−2v1 − (q + 1)εr−1v1

= εr−2.

Tъ� kato U e podprostranstvo s maksimalna kratnost, to sъwestvuva
hiperravnina H s maksimalna kratnost, sъdъrжawa U . Ottuk sledva,
qe prostranstvoto Ũ sъdъrжa 0-toqka po otnoxenie na K̃; tova e toqkata
H̃. V sluqa�, kogato U e s korazmernost k, tazi toqka moжe da bъde
izbrana kato proizvolna 0-toqka v prostranstvoto P̃G(k − 1, q).

Da razgledame proekci� ϕ ot H̃ v n�ko� hiperravnina Ṽ v Ũ , nesъ-
dъrжawa toqkata H̃. �sno e, qe dim Ṽ = r − 2. Definirame nova arka

F =
1

q
(K̃ϕ − ε0).
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Za vs�ka toqka X̃ ∈ Ṽ imame 0 ≤ F(X̃) ≤ ε0 − 1. Po natatъk proekci�ta

na Ũ sъvpada s Ṽ i e s razmernost r−2, dimϕ(Ũ) = r−2, a ϕ(T̃i) sa hiper-

ravnini v ϕ(Ũ) s razmernost r− 3; ϕ(S̃) e podprostranstvo s razmernost

r−4, sъdъrжawo se vъv vsiqki podprostranstva ϕ(T̃i). Sъglasno induk-

cionnoto dopuskane F(ϕ(T̃i)) = 0 za tezi Ti, koito sa s maksimalna krat-
nost, t.e. K(Ti) = wk−r. Bez ograniqenie na obwnostta da dopusnem, qe
podprostranstvata Ti s maksimalna kratnost sa Tεr−2, Tεr−2+1, . . . , Tq. Taka

toqkite X̃ ∈ Ṽ , za koito F(X̃) > 0 se sъdъrжat v podprostranstvata

ϕ(T̃j), kъdeto j ∈ {0, . . . , εr−2 − 1}.
Moжem da povtorim argumenta ot poslednite dva paragrafa za drugo

maksimalno podprostranstvo S ′ s korazmernost r − 2, sъdъrжawo pro-
stranstvoto U . We poluqim, qe toqkite X̃ ∈ Ṽ , za koito F(X̃) > 0, se

sъdъrжat v drugi ≤ εr−2 na bro� podprostranstva na ϕ(Ũ), da kaжem

ϕ(T̃ ′
j), kъdeto j ∈ {0, . . . , εr−2 − 1}. Taka toqkite s poloжitelna kratnost

po otnoxenie na F se sъdъrжat v seqeni�ta ϕ(T̃i) ∩ ϕ(T̃ ′
j), kъdeto i, j ∈

{0, . . . , εr−2 − 1}. Sledovatelno bro�t na toqkite X̃, za koito F(X̃) > 0 ne
nadhvъrl�

ε2r−2vr−3 ≤ qvr−3 = vr−2 − 1.

Neka X̃ ∈ Ṽ e s F(X̃) = c ≥ 0. Vs�ka toqka v ϕ(Ũ) e incidentna s vr−2

pravi. Sledovatelno sъwestvuva prava L̃ ∈ Ṽ prez X̃, ko�to osven X̃
sъdъrжa samo 0-toqki. Tazi prava e obraz na ravnina π, ko�to ima q
pravi s kratnost ε0 i edna prava s kratnost ε0 + cq, kъdeto c ≤ ε0 − 1 (po

otnoxenie na K̃). Taka K̃(π) = ε0(q + 1) + cq i sъglasno Lema 4.24 imame
c = 0.

Sledovatelno F(X̃) = 0 za vsiqki toqki X̃ ∈ Ṽ i vsiqki pravi prez

H̃ v Ũ sa t-pravi. S tova lemata e dokazana.

Sega dokazatelstvoto na osnovnata teorema sledva lesno ot gornite
lemi.

Teorema 4.26. Neka K e gri�smъrova (n, n − d)-arka v PG(k − 1, q), ko�to
priteжava svo�stvoto t-kvazidelimost. Neka d e predstaveno vъv vida

d = sqk−1 −
k−2∑

i=0

εiq
i,
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kъdeto 0 ≤ εi < q za vsiqki i = 0, . . . , k − 2. Ako za qislata εi sa izpъlneni
neravenstvata

t = ε0 <
√
q, ε1 <

√
q, . . . , εk−2 <

√
q,

to K e t-razxirima.

Dokazatelstvo. Sъglasno Lema 4.25, K̃ e (tvk−1, tvk−2)-blokirawo mno-
жestvo po otnoxenie na hiperravninite. Sъglasno Sledstvie 3.5 ot
[133, 134], vs�ko blokirawo mnoжestvo v PG(k− 1, q), q = ph, s parametri
(xvk−1, xvk−2), za koeto x ≤ q − q

p
, e suma na x hiperravnini. Tъ� kato po

uslovie imame t <
√
q < q − q

p
, to tvъrdenieto sledva ot Teorema 4.3.

We formulirame tozi rezultat kato teorema za razxirimost na li-
ne�ni kodove.

Teorema 4.27. Neka C e kod na Griesmer s parametri [n, k, d]q, priteжa-
vaw svo�stvoto t-kvazidelimost. Neka d e predstaveno vъv vida

d = sqk−1 −
k−2∑

i=0

εiq
i,

kъdeto 0 ≤ εi < q za vsiqki i = 0, . . . , k − 2. Ako za qislata εi sa izpъlneni
neravenstvata

t = ε0 <
√
q, ε1 <

√
q, . . . , εk−2 <

√
q,

to C e t-razxirim, t.e. sъwestvuva lineen kod s parametri [n+ t, k, d+ t]q.

V Teorema 4.26 se tvъrdi, qe ako za parametrite na t-kvazidelima
gri�smъrova arka K se izpъln�va izvestno uslovie, to blokirawoto
mnoжestvo K̃ e suma na t hiperravnini. Okazva se, qe ako znaem spektъra
na maksimalna hiperravnina za gri�smъrova arka, imawa svo�stvoto t-
kvazidelimost, to moжem da ograniqim mownostta na K̃. V n�koi sluqai
tova vodi do dokazatelstvo za razxirimost za K.

Teorema 4.28. Neka K e gri�smъrova arka v PG(k−1, q) s parametri (n, w),
w = n−d, ko�to e t-kvazidelima po modul q. Za fiksirana hiperravnina H0

s kratnost w neka (ai)i≥0 e spektъrъt na arkata K|H0. Da oznaqim s A na�-
gol�moto c�lo qislo, za koeto vs�ko blokirawo mnoжestvo s parametri
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(tvk−1 + A, tvk−2) sъdъrжa hiperravnina v nositel� si. Togava, ako

qaw−⌈d/q⌉−1 + 2qaw−⌈d/q⌉−2 + . . .+ (t− 2)qaw−⌈d/q⌉−t+2+

(t− 1)q
∑

u≤w−⌈d/q⌉−t+1

au ≤ A, (4.10)

to K e razxirima.

Dokazatelstvo. Po uslovie K e gri�smъrova arka, otkъdeto sledva, qe
sto�nostite za wj, j = 0, 1, . . . , k−1, se poluqavat ot (4.9). Neka K̃ e arka

v Σ̃, definirana qrez (4.1). Toqkata H̃0 e s kratnost 0 v Σ̃. Da oznaqim

s δ̃i pravite prez H̃0 v Σ̃. Te sъotvetstvat na hiperravninite δi v H0, t.e.
podprostranstvata na PG(k− 1, q) ot korazmernost 2, koito se sъdъrжat
v H0.

Sъglasno Lema 4.22, K̃(δ̃i) ≤ t+λq, ako K(δi) = w1−λ, λ ∈ {0, . . . , t− 1},
i K̃(δ̃i) ≤ t + (t − 1)q, ako K(δi) ≤ w1 − t. Sega sumira�ki kratnostite na

vsiqki pravi δ̃i prez H̃0 poluqavame slednata ocenka za mownostta na K̃:

|K̃| =
∑

i

K̃(δ̃i)

≤ aw1t + aw1−1(t+ q) + . . .+ aw1−(t−2)(t + (t− 2)q) +
∑

u≤w1−(t−1)

au(t+ (t− 1)q)

=

(
∑

u≤w1

au

)
t+ aw1−1q + . . .+ aw1−(t−2)(t− 2)q +

∑

u≤w1−(t−1)

au(t− 1)q

= vk−1t+ aw1−1q + . . .+ aw1−(t−2)(t− 2)q +
∑

u≤w1−(t−1)

au(t− 1)q.

Ako
aw1−1q + . . .+ aw1−(t−2)(t− 2)q +

∑

u≤w1−(t−1)

au(t− 1)q ≤ A

imame |K̃| ≤ tvk−1 +A. Ottuk sledva, qe K̃ sъdъrжa v nositel� si hiper-
ravnina. Sledovatelno K e razxirima po Teorema 4.3.

Ide�ta na Teorema 4.26 moжe da se izpolzva za ograniqavane ne samo
na spektъra na maksimalnite hiperravnini, no i na hiperravnini s po-
malka kratnost. Za sъжalenie toqnata sto�nost na A ne e izvestna v
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obwi� sluqa�. Qastiqni rezultati za ravninni� sluqa� sa poluqeni v
[1] i [43].

4.4.2 Primeri

V tozi razdel we predstavim primeri, koito il�strirat rezultatite
poluqeni po-gore. Da otbeleжim, qe Teorema 4.26 moжe da se priloжi,
ako t <

√
q. Sledovatelno za da poluqim primeri, koito ne se pokrivat

ot teoremite na Hill-Lizak i Maruta tr�bva da razgledame poleta s
q > t2 ≥ 9.

Primer 4.29. Da razgledame seme�stvo ot hipotetiqni line�ni kodove s
parametri [q3−3q−6, 4, q3−q2−3q−3]q, q ≥ 5. Neposredstveno se prover�va,
qe kodove s takiva parametri biha leжali na granicata na Griesmer.
Asociiranite s t�h arki v geometriite PG(3, q) imat parametri (q3−3q−
6, q2−3). V tozi sluqa�, razpisva�ki d = q3−q2−3q−3 po stepenite na q,
kakto v (4.7), poluqavame ε0 = t = 3, ε1 = 3, ε2 = 1. Ako sъwestvuva arka
s takiva parametri, to t� bi priteжavala svo�stvoto 3-kvazidelimost.
Tova sledva ot nesъwestvuvaneto na arki s parametri (q2 − iq − 2, q − i)
v PG(2, q) za i = 1, . . . , q − 1. Taka za vsiqki q ≥ 11 moжem da priloжim
Teorema 4.26. Ot ne� poluqavame, qe takava arka e 3-razxirima do
arka s parametri (q3−3q−3, q2−3), ko�to ot svo� strana ima svo�stvoto
delimost. Vъzmoжnite kratnosti na ravnini za (q3 − 3q − 3, q2 − 3)-arka
sa q2 − iq − 3, i = 0, . . . , q − 1, kato maksimalnata kratnost na prava v
ravnina s (q2 − iq − 3) toqki e q − i. Lesno se viжda, qe za q ≥ 11 tova e
vъzmoжno edinstveno za i = 0. Tova oznaqava, qe vsiqki ravnini biha
imali edna i sъwa kratnost q2 − 3. Sъglasno dobre izvestni� rezultat
na A. Bonisoli [22], takava arka e kratno na c�lata geometri� PG(3, q)2 i
sledovatelno kratnostta na vsiqki toqki v PG(3, q) e edna i sъwa, koeto
ne e v�rno, tъ� kato (q2 − 3)-ravnina ima 1- i 0-toqki.

Za q = 7, 8, 9 ne moжem da priloжim Teorema 4.26, tъ� kato uslovieto
za koeficientite εi ne e izpъlneno. Vъpreki tova moжem da dokaжem
nesъwestvuvaneto na arki s parametri (q3 − 3q − 6, q2 − 3), izpolzva�ki
dopъlnitelni geometriqni sъobraжeni�.

Na�-interesni�t sluqa� e q = 5. To� sъvpada s edin ot nerexeni-
te qetiri sluqa�, v koito optimalnata dъlжina na qetirimeren kod

2V terminite na teori�ta na kodiraneto tova oznaqava, qe asociirani�t kod e
konkatenaci� na simpleks-kodove.
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nad F5 ne e opredelena [152]. Vъprosъt za sъwestvuvaneto na (104, 22)-
arka v PG(3, 5) e ekvivalenten na vъprosa za sъwestvuvaneto na li-
neen kod s parametri [104, 4, 82]. Othvъrl�neto na vъzmoжnostta da se
postroi takava arka (sъotvetno takъv kod) bi imalo za sledstvie, qe
n5(4, 82) = 105. Tova naistina e taka, no dokazatelstvoto, makar da
se bazira na osnovnata ide� ot Teorema 4.26, vkl�qva i mnogo dopъl-
nitelni geometriqni argumenti. To e izloжeno po-dolu v razdel 4.5.

Primer 4.30. V tozi primer we pokaжem, qe podhodъt ot tazi glava moжe
da se izpolzva dori togava, kogato n�koi ot koeficientite εi sa po-
golemi ili ravni na

√
q. Neka K e (q2 + 1 − t)-xapka v PG(3, q), kato

t <
√
q. Da dopusnem, qe maksimalnata kratnost na ravnina e q + 1.

Tova, razbira se, vinagi e izpъlneno za neqetni q. Kodъt CK, asociiran
s K ima parametri [q2 + 1 − t, 4, q2 − q − t]q i minimalnoto razsto�nie d
se predstav� vъv vida d = q2 − q − t = q3 − (q − 1)q2 − q − t, t.e. s = 1,
ε2 = q − 1, ε1 = 1, ε0 = t <

√
q. Dopustimite kratnosti na ravnini sa

q + 1, . . . , q + 1 − t, 1 i 0. Tъ� kato ε2 ≥ √
q, to ne moжem da priloжim

direktno Teorema 4.26. V tozi sluqa� e v�rno, qe ako L e 2-prava,
to v dualnata geometri� t� e t-prava po otnoxenie na K̃: K̃(L̃) = t.
Izpolzva�ki tova moжem da dokaжem t-razxirimost za xapkata K.

Na�-napred we dokaжem, qe vs�ka toqka ot K e incidentna s 1-ravnina.
Da razgledame proekci� ot 1-toqka P vъrhu ravnina π, ko�to ne e in-
cidentna s P . Poluqenata inducirana arka Kϕ e proektivna (tъ� kato
K e xapka) i ima parametri (q2 − t, q). T� e dopъlnenie na (q + 1 + t, 1)-
blokirawo mnoжestvo. Tъ� kato t <

√
q, takova blokirawo mnoжestvo

sъdъrжa prava L. Sega ravninata 〈L, P 〉 v PG(3, q) e s kratnost 1 v

PG(3, q). Sъglasno Lema 4.22, K̃(L̃) = t.
Da razgledame 1-prava L0 i da dopusnem, qe t� e incidentna samo

s ravnini, imawi kratnost pone q + 1 − t. Da razgledame edna takava
ravnina π, imawa kratnost K(π) = q − b, b ≤ t − 1. Neka P e 1-toqka
v L0 i neka ostanalite 1-pravi v π sa L1, . . . , Lb. Edna ot t�h leжi v
1-ravninata prez P . Da razgledame ravninata P̃ v dualnata geometri�.
Sega π̃ e 0-toqka po otnoxenie na K̃ i q + 1 − b ot pravite prez ne� sa
t-pravi; ostanalite b pravi sa t ili (t+ q)-pravi. Ottuk poluqavame, qe

K̃(P̃ ) ≤ t(q + 1) + bq i sъglasno Lema 4.24 imame b = 0. S tova dokazahme,

qe za vs�ka 1-prava L, K̃(L̃) = t.
Sega da razgledame 1-ravnina π. Neka L e 0-prava v π, ko�to se

sъdъrжa i v druga 1-ravnina (1-ravnina razliqna ot π). Prebro�-
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va�ki kratnostite na ravninite prez L, poluqavame K̃(L̃) = t. Tъ�
kato sъwestvuvat q2 − t takiva pravi, to q2 + q + 1 − t ot pravite prez
π̃ sa t-pravi, a ostanalite pravi sa s kratnost t ili (t + q). Sega

|K̃| ≤ t(q2 + q + 1) + tq i otnovo sъglasno Lema 4.24, |K̃| = t(q2 + q + 1).

Ottuk sledva, qe K̃ e suma na ravnini i K e t-razxirima.

4.5 Nesъwestvuvane na (104, 22)-arki v PG(3, 5)

V sluqa� q = 5, k = 4 ima qetiri minimalni razsto�ni� d, za koito
toqnata sto�ost na n5(4, d) ne e namerena. Izvestnite granici za tezi
d sa predstaveni v tablicata po-dolu. I v qetirite sluqa� imame
n5(4, d) = g5(4, d) ili g5(4, d) + 1, t.e. vъposъt se sveжda do konstru-
iraneto ili othvъrl�ne na sъwestvuvaneto na n�kakъv kod na Griesmer

sъs sъotvetnite parametri.

d g5(4, d) n5(4, d)
81 103 103–104
82 104 104–105

161 203 203–204
162 204 204–205

V tozi razdel we dokaжem nesъwestvuvaneto na gri�smъrovi kodove
s parametri [104, 4, 82]5. Podhodъt ni e geometriqen, t.e. nie dokazvame
nesъwestvuvaneto na (104, 22)-arki v PG(3, 5) kato sъwestveno izpolzvame
fakta, qe ako takava arka sъwestvuva, to t� ne e razxirima.

4.5.1 Spomagatelni rezultati

Naxeto dokazatelstvo sъwestveno izpolzva strukturata na ravninnite
arki v PG(2, 5) s parametri (9,3), (10,3), (11,3) i (22,5). Klasifikaci�ta
na arki s pъrvite tri mnoжestva ot parametri e napravena v [121].
Arkite s parametri (22,5) sa dopъlneni� na (9,1)-blokirawi mnoжestva.
Tezi blokirawi mnoжestva sa dva vida suma na prava i tri toqki ((D1)
i (D2)) i proektiven triъgъlnik (D3).
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parametri tip a0 a1 a2 a3 a4 a5 # arki
(11, 3) A1 4 4 7 16 1

A2 5 1 10 15 1
(10, 3) B1 3 9 6 13 1

B2 4 6 9 12 4
B3 5 3 12 11 1
B4 6 0 15 10 1

(9, 3) C1 3 12 6 10 2
C2 4 9 9 9 7
C3 5 6 12 8 5
C4 6 3 15 7 2

parametri tip a0 a1 a2 a3 a4 a5 # arki
(22, 5) D1 1 0 1 0 15 14 1

D2 1 0 0 3 12 15 1
D3 0 0 3 4 6 18 1

Da dopusnem, qe sъwestvuva (104, 22)-arka K v PG(3, 5). Otnovo s wi,
i = 0, 1, 2, oznaqavame maksimalnata kratnost na i-merno podprostranstvo
(toqka, prava, ravnina) v PG(3, 5). V sledvawata lema dokazvame n�koi
vaжni svo�stva na hipotetiqnite (104, 22)-arki.

Lema 4.31. Neka K e (104, 22)-arka v PG(3, 5) sъs spektъr (ai)
22
i=0. Togava

(a) w0 = 1, w1 = 5, w2 = 22;

(b) za vs�ka prava L i vs�ka ravnina π, sъdъrжawa L e izpъlneno K(L) ≤
⌊(6 +K(π))/5⌋;

(c) ne sъwestvuvat ravnini s 2, 3, 7, 8, 12, 13, 17, 18 toqki;

(d) a0 = 0;

(e) a1 = 0;

(f) a4 = a5 = 0;

(g) v sila e ravenstvoto

20∑

i=0

(
22− i

2

)
ai = 468. (4.11)
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Dokazatelstvo. (a) Tezi sto�nosti se poluqavat ot Lema 3.7 za t = 0, d =
22, k = 4, q = 5.

(b) Ocen�va�ki kratnostite na ravninite prez L imame:

K(π) + 5 · 22− 5K(L) ≥ 104,

otkъdeto sledva neravenstvoto.
(c) Tazi toqka sledva ot (b) i ot nesъwestvuvaneto na arki s parametri

(2,1), (7,2), (12,3) i (17,4) v PG(2, 5).
(d) Toqkite izvъn 0-ravninata i neprinadleжawi na arkata obrazu-

vat (21, 3)-blokirawo mnoжestvo v AG(3, 5). Takova afinno blokirawo
mnoжestvo ne sъwestvuva sъglasno Sledstvie 2.3 ot [2].

(e) Tova sledva ot prebro�vaneto na kratnostite na ravninite prez
1-prava, sъdъrжawa se v 1-ravnina. Sъwestveno izpolzvame fakta, qe
niko� (22, 5)-arka v PG(2, 5) ne sъdъrжa 1-prava (vж. spektrite na arkite
s parametri (22, 5)).

(f) Neka π0 e 4-ravnina v PG(3, 5). Sъglasno (b), vs�ka prava ot π0 e
s kratnost nenadhvъrl�wa dve, t.e. K|π0 e ravninna (4, 2)-arka. Vs�ka
takava arka se razxir�va do oval. Sledovatelno sъwestvuvat toqki3,
koito sa incidentni samo s 1-pravi ot K|π0. Neka X e takava toqka.

Neka toqkite s kratnost 1 v π0 sa Y0, Y1, Y2, Y3. Pravite XY0, . . . , XY3
sa 1-pravi. Da oznaqim s πi, i = 1, . . . , 5, ostanalite pet ravnini prez
XY0. Vsiqki tezi ravnini sa s kratnost nenadhvъrl�wa 21, tъ� kato
22-ravnina ne moжe da ima 1-prava. Vsъwnost vsiqki te sa s kratnost
toqno 21.

Da razgledame proekci� ϕ ot toqkata X v ravnina δ, nesъdъrжawa
X. Da oznaqim Li = ϕ(πi), i = 0, . . . , 5, i Z = ϕ(XY0). Pravata L0 e ot tip
(1, 1, 1, 1, 0, 0) i kratnostite na pravite Li po otnoxenie na induciranata
arka sa Kϕ(Li) = 21, i = 1, . . . , 5.

Da dopusnem, qe s n�ko� ot pravite L1, . . . , L5 e incidentna toqka
U s kratnost Kϕ(U) = 5. Tъ� kato U e obraz na 5-prava po otnoxe-
nie na K i tъ� kato tazi prava se sъdъrжa v 21-ravnina, tr�bva da
sъwestvuvat pone tri pravi prez U v δ, da kaжem M0,M1,M2, za koito
Kϕ(Mi) = 22. Pone edna ot tezi pravi presiqa L0 v 1-toqka. Tova ozna-
qava, qe sъwestvuva 22-ravnina, sъdъrжawa 1-prava. Tъ� kato tova e
nevъzmoжno, imame Kϕ(U) = 4 za vs�ka toqka U ot (∪5

i=1Li)\{Z}. S drugi
dumi pravite Li, i = 1, . . . , 5, sa ot tip (4, 4, 4, 4, 4, 1).

3Lesno se prover�va, qe sъwestvuvat toqno xest takiva toqki.
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Sega e lesno da proverim, qe za vs�ka prava L v δ e izpъlneno Kϕ(L) ≤
21. Tova oznaqava, qe toqkata X, ot ko�to proektirame ne se sъdъrжa v
22-ravnina. Sledovatelno K moжe da bъde razxirena do (105, 22)-arka v
PG(3, 5) qrez dobav�ne kъm ne� na toqkata X. No arka s tezi parametri
ne sъwestvuva (vж. naprimer [152]). Tova dokazva nesъwesvuvaneto na
4-ravnini.

Nesъwestvuvaneto na 5-ravnini se dokazva analogiqno.
(g) Tova sledva ot (2.6) za n = 104, w = 22, k = 4, q = 5, λj = 0 za

j ≥ 2.

Othvъrl�neto na ravnini s 6 toqki se okazva dosta po-trudno. Po
tazi priqina formulirame tozi rezultat v otdelna lema.

Lema 4.32. Neka K e (104, 22)-arka v PG(3, 5). Togava a6 = 0.

Dokazatelstvo. Neka π0 e 6-ravnina. Togava K|π0 e (6, 2)-arka (hiper-
oval) i ima spektъr a2 = 15, a1 = 6, a0 = 10. Za proizvolno fiksirana
prava L v π0 oznaqavame s π1, . . . , π5 ostanalite pet ravnini prez L.

Ako L e 2-prava, to maksimalni�t prinos na ravninite prez L kъm
l�vata strana na (4.11) e 1; ako L e 1-prava, to maksimalni�t prinos e
3. Tezi sto�nosti se poluqavat sъotvetno pri

(K(π0), . . . ,K(π5)) = (6, 22, 22, 22, 22, 20), i

(K(π0), . . . ,K(π5)) = (6, 21, 21, 21, 21, 19).

Sega we dokaжem, qe po 0-prava v π0 ne moжe da minava 10- ili 11-
ravnina. Da dopusnem, qe K(π1) = 10. Sega Kπ0 e oval i tri ot toqkite
na L sa vъnxni za tozi oval. Oznaqavame gi s P1, P2 i P3. Da dopusnem,
qe takava toqka Pi e incidentna s 3-prava v π1. Razgleжdame proekci� ϕ
ot Pi. Obrazъt na π0 e prava ot tip (2, 2, 1, 1, 0, 0), dokato obrazъt na π1 e
(0, 3, ∗, ∗, ∗, ∗). Prez toqkata s kratnost 3 ot pravata ϕ(π1) minavat qetiri
22-pravi i pone edna ot t�h presiqa ϕ(π0) v 1-toqka. Tova e nevъzmoжno,
tъ� kato 22-ravnina ne sъdъrжa 1-prava. Sledovatelno pri proekti-
rane ot vs�ka ot toqkite Pi ϕ(π1) e prava ot tip (0, 2, 2, 2, 2, 2). Sega
dobav��ki kъm (10, 3)-arkata v π1 poluqavame (13, 3)-arka, protivoreqie,
tъ� kato ne sъwestvuva arka s takiva parametri.

Izpolzva�ki tozi argument moжem da othvъrlim i sъwestvuvaneto
na ravnini s 14 i 15 toqki.



138 4. Razxirimost na arki i kodove

Neka dopusnem, qe K(π1) = 11. Neka Pi sa, kakto po-gore, vъnxni
toqki kъm ovala v π0. Otnovo razgleжdame proekci� ot ϕ ot edna ot
toqkite Pi. Da dopusnem, qe ϕ(π1) e ot tip (0, 3, 3, 3, 2, 0). Pravata prez
0-toqkite na ϕ(π0) i ϕ(π1) e 11-prava ϕ(π′) ot tip (3, 3, 3, 2, 0, 0). Sega
qetiri ot xestnadesette toqki izvъn ϕ(π0), ϕ(π1) i ϕ(π

′) sa s kratnost 4,
a ostanalite sa s kratnost 5. Neka toqkite s kratnost 4 sa Xi, i = 1, 2, 3, 4.
Kato izpolzvame sъwestveno nabl�denieto, qe 22-prava v proekcionnata
ravnina ne sъdъrжa 1-toqka poluqavame, qe nikoi tri ot sedemte toqki

X1, X2, X3, X4, ϕ(π0) ∩ ϕ(π1), ϕ(π0) ∩ ϕ(π′), ϕ(π1) ∩ ϕ(π′),

ne sa kolinearni, protivoreqie tъ� kato v PG(2, 5) ne sъwestvuva (7, 2)-
arka. Tova nabl�denie othvъrl� vъzmoжnostta KH1 da bъde (11, 3)-arka
ot tip (A2).

Neka sega Kπ1 e (11, 3)-arka ot tip (A1). Proekci�ta ϕ ot pone edna
(vsъwnost toqno dve) ot vъnxnite toqki e takava, qe ϕ(π1) e ot tip
(0, 3, 3, 3, 1, 1). Izpolzva�ki otnovo fakta, qe 22-prava ne sъdъrжa 0-toqka
poluqavame, qe dvete pravi prez vtorata 0-toqka na ϕ(π0) i 1-toqkite
na ϕ(π1) sa ot tip (0, 4, 4, 4, 3, 1). Sega ne e trudno da se zabeleжi, qe
pravite ϕ(π2), ϕ(π3), ϕ(π4) sa ot tip (0, 5, 5, 4, 4, 4), dokato ϕ(π5) e ot tip
(0, 5, 5, 5, 3, 3). Neka X e 5-toqka ot ϕ(π5). Sъwestvuvat dve 22-pravi
prez X, koito sa ot tip (5, 3, 2, ∗, ∗, ∗). Proobrazъt na takava prava e
proektivni�t triъgъlnik i tipъt í tr�bva da e (5, 5, 4, 3, 3, 2). No tova e
nevъzmoжno, tъ� kato pravite ϕ(π1), ϕ(π2) i ϕ(π3) n�mat 3-toqki.

Ot kazanoto dotuk sledva, qe maksimalni�t prinos kъm l�vata strana
na (4.11) na ravninite prez 0-prava L e 30 i se poluqava pri

(K(H0), . . . ,K(H5)) = (6, 22, 22, 22, 16, 16);

Zamestva�ki v (4.11) poluqavame

468 =

22∑

i=0

(
22− i

2

)
ai ≤

(
16

2

)
+ 15 · 1 + 6 · 3 + 10 · 30 = 453,

protivoreqie.

Taka sъglasno Lema 4.31, ako v PG(3, 5) sъwestvuva (104, 22)-arka K,
to t� e 3-kvazidelima. Osven tova, 0-toqkite po otnoxenie na dual-
nata arka K̃ se poluqavat edinstveno ot maksimalnite ravnini. Tova
nalaga izvestni ograniqeni� vъrhu strukturata na K̃, koito sa opisani
v sledvawata lema.
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Lema 4.33. Neka K e (104, 22)-arka v PG(3, 5). Togava v dualnoto prostran-

stvo ne sъwestvuva ravnina P̃ , ko�to e s kratnost K̃(P̃ ) = 18 i za ko�to

K̃|P̃ = 3χL̃ za n�ko� prava L̃ v dualnoto prostranstvo.

Dokazatelstvo. Neka K e (104, 22)-arka v PG(3, 5) i neka P e fiksirana
toqka v PG(3, 5). Da sumirame kratnostite na vsiqki ravnini prez P .
�sno e, qe pri tova vs�ka toqka we e prebroena 6 pъti, a samata toqka
P – 31 pъti: ∑

π:π∋P
K(π) = 6|K|+ 25K(P ).

Ot druga strana, neka K̃|P̃ = 3χL̃. Vs�ka toqka π̃ ∈ P̃ , za ko�to K̃(π̃) = 0
e zadъlжitelno maksimalna ravnina po otnoxenie na K, t.e. K(π) = 22.

Za ostanalite xest toqki π̃i, i = 0, . . . , 5, koito sa vъrhu pravata L̃ imame
K̃(π̃i) = 3. Sumata ot kratnostite na ravninite πi togava e:

∑

πi:πi∋L
K(πi) = |K|+ 5K(L).

Ottuk poluqavame

6|K|+ 25K(X) = 25 · 22 + |K|+ 5K(L),

koeto dava
|K|+ 5K(X) = 110 +K(L).

Poslednoto se uprost�va do K(X) =
1

5
(6+K(L)) > 1, koeto e protivoreqie,

tъ� kato K e proektivna arka.

Lema 4.34. Neka K e (104, 22)-arka v PG(3, 5). Togava |K̃| ≥ 163.

Dokazatelstvo. Tova sledva ot Lema 4.33, Teorema 4.21 i ot tova, qe
(104, 22)-arka ne e razxirima (t.e. vs�ka ravnina v dualnoto prostranstvo

sъdъrжa 0-toqka po otnoxenie na K̃.

Sega moжem da izpolzvame Lema 4.34 zaedno s neobhodimoto uslovie
(4.11) za da othvъrlim i vъzmoжnostta za ravnini s opredeleni krat-
nosti. Sъwestvenoto nabl�denie e, qe ako petorka ot ravnini prez
prava L vъv fiksirana ravnina π0 dava visok prinos kъm l�vata strana

na (4.11), to kratnostta na dualnata prava L̃ po otnoxenie na K̃ e malka.
V n�koi sluqai tova vodi do protivoreqie s Lema 4.34.
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Lema 4.35. Neka K e (104, 22)-arka v PG(3, 5). Togava a9 = a10 = a11 = 0.

Dokazatelstvo. We dokaжem samo nesъwestvuvaneto na 9-ravnini, ogra-
niqenieto vъrhu koito e (9, 3)-arka ot tip C4. Tova e i na�-teжki�t ot
vsiqki sluqai. Nesъwestvuvaneto na 9-ravnini ot ostanalite tipove,
kakto i nesъwestvuvaneto na 10- i 11-ravnini se dokazva analogiqno.

Neka π0 e 9-ravnina i neka K|π0 e (9, 3)-arka ot tip C4. Za proizvolno
fiksirana prava L v π0 oznaqavame s π1, . . . , π5 ostanalite pet ravnini
prez L. Imame slednite vъzmoжnosti:

K(L) K̃(L̃) ηi (K(π0), . . . ,K(π5))
3 3 0 (22,22,22,22,22,9)
2 8 4 (22,22,22,2,19,9)
1 8 15 (21,21,21,21,16,9)
1 13 7 (21,21,20,19,19,9)
0 8 79 (22,22,22,19,10,9)
0 13 34 (22,21,19,19,14,9)
0 18 15 (19,19,19,19,19,9)

Presm�ta�ki prinosa na ravninite prez razliqnite pravi na π0 kъm
l�vata strana na (4.11), poluqavame

(
12

3

)
+ 7 · 0 + 15 · 4 + 15x+ 7 · (3− x) + 79u+ 34v + 15(6− u− v) ≥ 468,

otkъdeto 8x+ 64u+ 19v ≥ 219.
Ot druga strana presm�ta�ki mownostta na K̃ i otqita�ki, qe K̃(π̃0) =

3, poluqavame

3 + 7 · 0 + 15 · 5 + 5x+ 10(3− x) + 5u+ 10v + 15(6− u− v) ≥ 163,

otkъdeto x+ 2u+ v ≤ 7. Sega poluqavame verigata ot neravenstva

224 ≥ 32x+ 64u+ 32v ≥ 8x+ 64u+ 19v ≥ 219.

Ottuk poluqavame x = v = 0, otkъdeto 224 ≥ 64u ≥ 219, protivoreqie,
tъ� kato u e c�lo qislo.
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4.5.2 Dokazatelstvo za nesъwestvuvane na (104, 22)-arki

V tozi razdel we dokaжem nesъwestvuvaneto na (104, 22)-arki.

Teorema 4.36. Ne sъwestvuva (104, 22)-arka v PG(3, 5).

Dokazatelstvo. Da dopusnem, qe sъwestvuva (104, 22)-arka v PG(3, 5), ko�-
to oznaqavame s K. Dokazatelstvoto se sъstoi v prilagane na metodite
ot predni� razdel kъm trite neizomorfni (22, 5)-arki v PG(2, 5). Neka
π0 e 22-ravnina. Kakto po-gore, za proizvolno fiksirana prava L v
π0 we oznaqavame s πi ostanalite pet ravnini prez L. Qrez direktna
proverka ustanov�vame, qe za kratnostite na pravata L i ravninite πi
imame slednite vъzmoжnosti:

K(L) K̃(L̃) ηi (K(π0), . . . ,K(π5))
5 3 3 (22,22,22,22,22,19)
4 3 28 (22,22,22,22,22,14)
4 8 7 (22,22,22,22,22,14)
3 3 36 (22,22,22,22,16,15)
3 8 32 (22,22,22,20,19,14)
3 13 13 (22,20,20,19,19,19)
2 3 45 (22,22,22,16,16,16)
2 8 57 (22,22,22,20,14,14)
2 13 37 (22,21,19,19,19,14)
0 8 86 (22,22,16,16,14,14)
0 13 87 (22,21,19,14,14,14)

(D1) Da oznaqim s x bro� na pravite L v π0 s kratnost 4, za koito

e izpъlneno K̃(L̃) = 3. Prebro�va�ki kratnostite na ravninite prez
razliqnite pravi na π0 kъm l�vata strana na (4.11), poluqavame

14 · 3 + 28x+ 7(15− x) + 1 · 57 + 1 · 87 ≥ 468,

otkъdeto 21x ≥ 177, t.e. x ≥ 9. Ot druga strana,

|K̃| ≤ 14 · 3 + x · 3 + (15− x) · 8 + 13 = 13,

otkъdeto |K̃| ≤ 188 − 5x. Ottuk sledva, qe 188 − 5x ≥ 163, t.e. x ≤ 5,
protivoreqie.
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(D2) Da oznaqim s x bro� na 4-pravite L, za koito K̃(L̃) = 3; s u –

bro� na 3-pravite L, za koito K̃(L̃) = 3 i s v – bro� na 3-pravite L, za

koito K̃(L̃) = 8. Prebro�va�ki otnovo prinosite kъm l�vata strana na
(4.11), imame

15 · 3 + x · 28 + (12− x) · 7 + u · 36 + v · 32 + (3− u− v) · 12 + 1 · 87 ≥ 468,

otkъdeto 21x+ 24u+ 20v ≥ 216. Ot druga strana,

|K̃| = 15 · 3 + 3x+ 8 · (12− x) + 3u+ 8v + (3− u− v) · 13 + 13 ≥ 163,

x+ 2u+ v ≤ 6. Sega poluqavame

126 ≥ 21x+ 42u+ 21v ≥ 21x+ 24u+ 20v ≥ 216,

protivoreqie.

(D3) Neka x, u i v sa definirani po sъwi� naqin kakto v sluqa� (D2).

Osven tova da oznaqim s s bro� na 2-pravite L, za koito K̃(L̃) = 3, a s t

– bro� na 2-pravite L, za koito K̃(L̃) = 8. Otnovo imame:

18·3+x·28+(6−x)·7+u·36+v ·32+(4−u−v)·12+s·45+t·57+(3−s−t)·37≥ 468,

otkъdeto 21x+ 24u+ 20v + 8s+ 20t ≥ 213. Ot druga strana

|K̃| = 18 · 3+3x+8(6−x)+ 3u+8v+13(4−u− v)+ 3s+8t+13(3− s− t) ≥ 163,

i sledovatelno x+ 2u+ v + 2s+ t ≤ 4. Ottuk poluqavame

84 ≥ 21x+ 42u+ 21v + 42s+ 21t ≥ 21x+ 24u+ 21v + 42s+ 21t ≥ 213,

protivoreqie.

Sledstvie 4.37. Ne sъwestvuvat line�ni kodove s parametri [104, 4, 82]5.
Sledovatelno, n5(4, 82) = 105.



Glava 5

Afinni blokirawi mnoжestva

Nasto�wata glava e posvetena na konstrukcii na blokirawi mnoжestva
v afinnite geometrii AG(n, q). Zadaqata za postro�vane na mnoжestva
ot toqki s opredeleni svo�stva moжe da bъde postavena kakto za proek-
tivnite geometrii PG(n, q), taka i za afinnite geometrii AG(n, q). Vъ-
prosъt za opredel�ne mnoжestvata s minimalen bro� toqki v PG(n, q),
koito blokirat vsiqki podprostranstva s razmernost r ima prost ot-
govor: tova sa vsiqki podprostranstva s razmernost n − r. Taka za
blokirane na pravite v proektivnata ravnina PG(2, q) sa dostatъqni q+1
toqki, stiga te da sa kolinearni. Sъwi�t vъpros, postaven za afinnata
ravnina, e znaqitelno po-truden. �sno e, qe mnoжestvoto ot toqkite na
edna prava L ostav� q − 1 neblokirani pravi – tezi v klasa usporedni
pravi, sъdъrжaw L. Te mogat da bъdat blokirani s q dopъlnitelni
toqki – primerno toqkite na dve presiqawi se pravi e blokirawo mno-
жestvo v AG(2, q), s koeto minimalnata mownost na blokirawo mnoжest-
vo v AG(2, q) ne nadhvъrl� 2q − 1. Dokazatelstvo, qe tova e naistina
minimalnata mownost na afinno blokirawo mnoжestvo e netrivialno
[117, 31].

V tazi glava we izsledvame zadaqata za namirane na minimalnata
mownost na afinno blokirawo mnoжestvo po otnoxenie na hiperravni-
nite. Tazi zadaqa ima vrъzka s teori� na kodiraneto: afinnite bloki-
rawi mnoжestva pozvol�vat da sъdim za naliqieto na dumi s gol�mo
teglo (blizko da dъlжinata na koda) v line�ni kodove nad kra�ni po-
leta. Na�-obwo, v sila e slednata teorema, ko�to e direktno sledstvie
ot Teorema 2.28.

143
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Teorema 5.1. Ako n ≥ 2 e c�lo qislo, a q = ph e stepen na prosto qislo,
to sъwestvuvaneto na slednite obekti e ekvivalentno:

(1) afinno (N, t)-blokirawo mnoжestvo v AG(n, q);

(2) (qn −N, qn−1 − t)-arka v PG(n, q) s prazna hiperravnina;

(3) lineen [qn − N, n + 1, qn − qn−1 − N + t]q-kod, imaw duma s maksimalno
teglo qn −N .

Nasto�wata glava e strukturirana po sledni� naqin. V razdel 5.1 e
napraven kratъk obzor na sъwestvuvawite dolni granici za mownostta
na afinni blokirawi mnoжestva. Predstaveni sa granicite na Bruen,
Ball–Blokhuis i Ball. V razdel 5.2 sa opisani n�kolko obwi kon-
strukcii na afinni blokirawi mnoжestva. V t�h e nalice izvestna svo-
boda pri izbora na neobhodimite konfiguracii ot toqki. V razdel 5.3
predstav�me n�koi konkretni sledstvi� ot obwite konstrukcii ot razdel
5.2, poluqeni za specialno podbrani arki i blokirawi mnoжestva. Po-
stroen e nov bezkraen klas ot blokirawi mnoжestva v PG(n, q), vkl�q-
vaw kato pъrvi qlen hiperboliqnata kvadrika v PG(3, q). Postroeni
sa pъrvite primeri na blokirawi mnoжestva, dostigawi granicata na
Ball. V razdel 5.4 sa predstaveni tablici, sъdъrжawi dolni i gorni
granici za mownostta na blokirawi mnoжestva v afinni geometrii s
malka razmernost nad poleta ot malъk red.

5.1 Dolni granici

Neka Σ = AG(n, q), kъdeto n ≥ 2, a q = ph e stepen na prosto qislo. Da
pripomnim, qe mnoжestvoto ot toqki B v AG(n, q) e t-kratno blokirawo
mnoжestvo (ili prosto t-blokirawo mnoжestvo) po otnoxenie na hiper-
ravninite, ako vs�ka hiperravnina v AG(n, q) sъdъrжa pone t toqki ot
B. Edno t-kratno blokirawo mnoжestvo v AG(n, q) s mownost N nariqame
afinno (N, t)-blokirawo mnoжestvo. Afinni t-blokirawi mnoжestva s
minimalna mownost nariqame optimalni1.

1Pon�tieto minimalno blokirawo mnoжestvo zapazvame za blokirawi mnoжestva,
koito sa minimalni po vkl�qvane.
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Pъrvite rezultati za afinni blokirawi mnoжestva sa poluqeni neza-
visimo ot Jamison [117] i Brouwer i Schrijver [31]. Te dokazvat, qe za
1-blokirawo mnoжestvo B v AG(n, q) e v sila dolnata granica

|B| ≥ n(q − 1) + 1. (5.1)

Tazi granica e toqna za vsiqki razmernosti n. Klasiqeski primer
za optimalno 1-blokirawo mnoжestvo e obedinenieto na toqkite na n
konkurentni nezavisimi pravi v AG(n, q). 2 Pъrvoto znaqitelno obob-
wenie na tazi granica e napraveno ot Bruen v [32]. To� dokazva, qe ako
B e t-kratno blokirawo mnoжestvo v AG(n, q), to

|B| ≥ (n + t− 1)(q − 1) + 1. (5.2)

Po-natatъk granicata (5.2) we nariqame granica na Bruen. Tazi grani-
ca e netrivialna za sto�nosti na t, udovletvor�vawi 1 ≤ t ≤ (n−1)(q−1).
Za t > (n−1)(q−1) granicata na Bruen e po-loxa ot trivialnata granica

|B| ≥ tq.

Poslednata se poluqava kato prebroim toqkite vъrhu q usporedni hiper-
ravnini.

Za sto�nosti na t, udovletvor�vawi

t >
(n− 1)(q − 1) + 1

2

ne sъwestvuvat t-blokirawi mnoжestva, leжawi na granicata na Bruen.
Tova be dokazano ot C. Zanella v [200]. Otnovo Zanella v [200] i neza-
visimo ot nego S. Ball v [2] zabel�zvat, qe hiperboliqnata kvadrika v
AG(3, q) e (q2, q−1)-blokirawo mnoжestvo, leжawo na granicata na Bruen

za n = 3, t = q − 1.
Granicata na Bruen e podobrena za n�koi specialni sto�nosti na t, n

i q. Pъrvoto podobrenie se sъdъrжa v slednata teorema na S. Ball [2].

2Lesno se zabel�zva, qe tozi primer ne e edinstven. Moжem da postroim blokirawi
mnoжestva, dostigawi granicata na Jamison i po indukci�: v proizvolna hiperravnina
H na AG(n− 1, q) izbirame (n− 1)(q− 1)+1 toqki, obrazuvawi 1-blokirawo mnoжestvo,
i sled tova po edna toqka vъv vs�ka hiperravnina, usporedna na H.
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Teorema 5.2. [2] Neka t < q e c�lo qislo. Edno t-kratno blokirawo mno-
жestvo po otnoxenie na hiperravninite v AG(n, q) ima pone (n+t−1)(q−
1) + k toqki, ako sъwestvuva takova c�lo j, k − 1 ≤ j < t, za koeto e

izpъlneno

(
k − n− t

j

)
6≡ 0 (mod p).

Polaga�ki k = t, j = t − 1 v tazi teorema poluqavame slednoto nera-
venstvo, koeto e po-udobno za izpolzvane.

Sledstvie 5.3. Neka B e t-blokirawo mnoжestvo v AG(n, q) po otnoxenie

na hiperravninite i neka

( −n
t− 1

)
6≡ 0 (mod p). Togava

|B| ≥ (n+ t− 1)q − n + 1.

V [2] Ball predstvi i konstrukci� na optimalni ((n + 1)q − n + ε, 2)-
blokirawi mnoжestva v AG(n, q), kъdeto

ε =

{
1, ako n 6≡ 0 (mod p),
0, ako n ≡ 0 (mod p).

Tezi blokirawi mnoжestva sa optimalni, a v sluqaite, kogato ε = 0, to
mownostta im dori dostiga granicata na Bruen.

Taka do neotdavna izvestnite primeri na blokirawi mnoжestva, dosti-
gawi granicata na Bruen, b�ha slednite:

(1) t = 1, za vsiqki n i vsiqki q;

(2) t = 2, za vsiqki n ≡ 0 (mod q) i vsiqki q;

(3) t = q − 1, n = 3 za vsiqki q.

Po-natatъxno podobrenie na granicata na Bruen e napraveno ot Ball

i Blokhuis v [8] i ot Ball v [4]. Rezultatite v tezi statii sa po-obwi i
davat neobhodimi uslovi� za sъwestvuvaneto na dumi s gol�mo teglo v
edin lineen kod. Prevedeni na geometriqen ezik te predstavl�vat neob-
hodimi uslovi� za sъwestvuvane na hiperravnini s malъk bro� toqki,
v qasten sluqa� za sъwestvuvane na prazni hiperravnini. Teoremite
na Ball-Blokhuis [8] i Ball [4] ne davat eksplicitni granici, no za po-
qti vsiqki parametri podobr�vat znaqitelno granicata na Bruen. Te
sa osobeno polezni za sto�nosti na t, koito sa po-golemi ot q.
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Teorema 5.4. [8] Neka q = ph, kъdeto p e prosto qislo. Ako sъwestvuva
(N, t)-blokirawo mnoжestvo v AG(n, q), to za vsiqki celi qisla ε ≥ 1 ko-
eficientъt pred XN−tq+ε vъv formalni� stepenen red

(X − 1)N−qn(Xp − 1)
(qn−1−t)q

p

se deli na qn.

Teorema 5.5. [4] Neka q = ph, kъdeto p e prosto qislo. Ako sъwestvuva
(N, t)-blokirawo mnoжestvo v AG(n, q), za koeto

N = (t+ n + 1− e)q − n− 1− ε,

kъdeto e ∈ {1, . . . , t− 1}, a ε ≥ 1 e c�lo qislo, to

n−1∑

j=0

(−1)j
(−t + e− 1

j

)(
N

(t− e + 1)q − ε+ j(q − 1)

)
≡ 0 (mod pe).

5.2 Obwa konstrukci�

V tozi razdel we opixem edna obwa konstrukci�, davawa afinni bloki-
rawi mnoжestva, koito sa optimalni ili blizki do optimalnite. Os-
novna ide� v t�h e kombiniraneto na podhod�wo izbrani podprostranst-
va (pravi) v geometri�ta AG(n, q). Kakto otbel�zahme v naqaloto na tazi
glava, v proektivnite geometrii PG(n, q) podprostranstvata s razmer-
nost n−r sa blokirawi mnoжestva za podprostranstvata s razmernost r.
Tozi fakt lesno sledva ot formulata za razmernostite (2.1). V afinni�
sluqa� tova veqe ne e v�rno, no izpolzva�ki podprostranstva za kon-
struirane na blokirawi mnoжestva, moжem da kontrolirame don�kъde
blokiraneto na hiperravnini. Vsiqki izvestni blokirawi mnoжestva,
koito sa optimalni ili blizki do optimalnite, se pluqavat kato kombi-
naci� na podprostranstva s malka razmernost. Taka za vsiqki izvestni
parametri, za koito sъwestvuvat blokirawi mnoжestva, leжawi grani-
cata na Bruen, mogat da bъdat konstruirani primeri, koito sa obedi-
neni� na pravi.3

3Sъwestvuvat i primeri, koito ne sa sumi na pravi. Taka pri t = 1 imame dosta
gol�ma svoboda za izbor na toqki.
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Teorema 5.6. Neka n ≥ 3 e c�lo qislo i neka q = ph e stepen na prosto
qislo. Ako sъwestvuvat

• arka s parametri (M,w) v PG(r, q), kъdeto 2 ≤ r ≤ n− 2, i

• blokirawo mnoжestvo s parametri (M ′, u) v afinnata geometri� AG(n−
r − 1, q),

to sъwestvuva (N, t)-blokirawo mnoжestvo v AG(n, q) s parametri

N = qM, t = min{M − w, aqu},

kъdeto a = ⌊M/M ′⌋.
Dokazatelstvo. Fiksirame podprostranstvo S s razmernost r v geome-
tri�ta Σ = PG(n, q); �sno e, qe S ∼= PG(r, q). Sled tova izbirame i
dopъlnitelno podprostranstvo na S v Σ, koeto oznaqavame s T , t.e.
dimT = n− r − 1 i T n�ma obwi toqki s S. Da fiksirame hiperravnina
H v Σ, ko�to sъdъrжa S. �sno e, qe podprostranstvoto T ∩H e dopъl-
nitelnoto podprostranstvo na S v H i tъ� kato T ∩H e hiperravnina v
T , to

T \ (T ∩H) ∼= AG(n− r − 1, q).

Neka K e (M,w)-arka, vsiqki toqki na ko�to sa v S, a L e (M ′, u)-afinno
blokirawo mnoжestvo, sъdъrжawo se v T \ (T ∩ H). Neka toqkite Pi,
i = 1, . . . ,M , sa vsiqki toqki na K, a Qj, j = 1, . . . ,M ′, sa vsiqki toqki
na L. Neka Sj sa podprostranstvata, porodeni ot S i toqkite Qj: Sj =
〈S,Qj〉, j = 1, . . . ,M ′. �sno e, qe razmernostta na vs�ko ot t�h e dimSj =
r + 1. Osven tova ot formulata za razmernostite imame dim(Sj ∩ T ) = 0,
otkъdeto Sj ∩ T = {Qj}. Da razbiem po proizvolen naqin toqkite na
arkata K na M ′ podmnoжestva Ci i = 1, . . . ,M ′, vs�ko ot koito e s mownost
a ili a+ 1, kъdeto a = ⌊M/M ′⌋.

Konstruirame mnoжestvo ot toqki B po sledni� naqin. Prez vs�ka
ot toqkite Pi, i = 1, . . . ,M , izbirame prava Li v Σ. Za tezi pravi sa
izpъlneni uslovi�ta:

• ako Pi ∈ Cj, to pravata Li se sъdъжa v podprostranstvoto Sj, no ne
leжi izc�lo v S (t.e. Li ∩ S = Pi);

• za vseki indeks j ∈ 1, . . . ,M ′ i za vseki dva indeksa i1, i2 s Pi1, Pi2 ∈ Cj,
pravite Li1 i Li2 sa krъstosani, Li1 ∩ Li2 = ∅.
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Definirame mnoжestvoto B kato obedinenie na mnoжestvata ot vsiqki
toqki, incidentni s n�ko� ot pravite Li, no leжawi izvъn H:

B =

M⋃

i=1

(Li \ Pi). (5.3)

�sno e, qe toqkite ot B se sъdъrжat v afinnoto prostranstvo Σ \H ∼=
AG(n, q). Sega we dokaжem, qe taka definiranoto mnoжestvo B e afinno
(N, t)-blokirawo mnoжestvo s жelanite parametri, a imenno N = qM ,
t = min{M − w, aqu}.

Opisanata konstrukci� e il�strirana na figurata po-dolu.

S ∼= PG(r, q)

T \H ∼= AG(n− r − 1, q)

H ∼= PG(n− 1, q)

Da zapoqnem s tova, qe pravite Li sa krъstosani: ako dve ot tezi
pravi sъdъrжat toqki Pi1 i Pi2 ot edin i sъw klas Cj, to Li1 i Li2 sa
krъstosani po definici�; ako Pi1 i Pi2 sa ot razliqni klasove, da kaжem
Cj1 i Cj2, to tъ� kato Sj1∩Sj2 = S, to pravite Li1 i Li2 mogat da se presiqat
samo v toqka ot S. Tova e nevъzmoжno, tъ� kato togava vs�ka ot t�h bi
imala dve toqki ot S (obwata im toqka i Pi1, sъotvetno Pi2) i bi se
sъdъrжala v S, koeto e protivoreqie s konstrukci�ta. Sledovatelno
imame

|B| = |
M⋃

i=1

(Li \ Pi)| =
M∑

i=1

|Li \ Pi| = qM.
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Neka H ′ e proizvolna hiperravnina v Σ, razliqna ot H. Togava H ′ \
(H ′ ∩H) e hiperravnina v afinnoto prostranstvo Σ \H ∼= AG(n, q). Tъ�
kato po konstrukci� mnoжestvoto B ne sъdъrжa toqki ot H, to imame

|B ∩H ′| = |B ∩ (H ′ \H)|.

Sledovatelno kratnostta na hiperravninata H ′ \ (H ′ ∩ H) v afinnoto
prostranstvo Σ \H e ravna na kratnostta na hiperravninata H ′ v Σ.

Za hiperravninite H ′ v Σ ima dve vъzmoжnosti – te ili sъdъrжat
S ili presiqat S v (r − 1)-merno podprostranstvo na Σ. We razgledame
vseki ot tezi dva sluqa�.

(1) Neka H ′ sъdъrжa podprostranstvoto S. Da razgledame proekci�
ϕ ot S v T :

ϕ :

{
Σ \ S → T
P → 〈S, P 〉 ∩ T .

Pri tazi proekci� podprostranstvata U , sъdъrжawi S se izobraz�vat
v podprostranstva na T . Za razmernostta na obraza na U pri ϕ imame
dimϕ(U \ S) = dimU − dimS − 1. Ottuk sledva, qe H ′ se izobraz�va v
hiperravnina ϕ(H ′ \ S) na T . Tъ� kato L e blokirawo mnoжestvo v T \
(H ′ ∩ H) ∼= AG(n − r − 1, q) s parametri (M ′, u), imame |L ∩ ϕ(H ′ \ S)| ≥ u.
Tova oznaqava, qe v hiperravninata H ′ \ S na T = ϕ(H) ima u na bro�
toqki, da kaжem Qi1 , . . . , Qiu ot L. Togava pravite Lj, kъdeto Pj ∈ Ci1∪. . .∪
Ciu, we se sъdъrжat v H ′. Tъ� kato pravite Lj sa krъstosani i vs�ko
podmnoжestvo Ci sъdъrжa pone a toqki ot arkata K v S, poluqavame

|B ∩H ′| = |B ∩ (H ′ \H)| ≥ aqu.

(2) Neka sega H ′ ne sъdъrжa S. Togava H ′ presiqa S v podprostranst-
vo s razmernost r − 1, t.e. seqenieto H ′ ∩ S e hiperravnina v S. Poneжe
S sъdъжa po uslovie (M,w)-arkata K, to H ′∩S presiqa K v na�-mnogo w
toqki. Neka H ′∩S sъdъrжa toqno u ≤ w toqki ot K, da kaжem Pi1, . . . , Piu.
Togava hiperravninata H ′ presiqa vs�ka ot pravite Li, za koito i 6=
i1, . . . , iu v toqki izvъn S, a sledovatelno i izvъn hiperravninata H. Ot
tova, qe bro�t na vsiqki pravi Li e M , to H ′ tr�bva da sъdъrжa pone
M − w toqki ot B.

Sega ot razgledanite vъzmoжnosti (1) i (2) poluqavame, qe vs�ka
hiperravnina v Σ \ H e blokirana pone min{M − w, aqu} pъti, s koeto
dokazatelstvoto e zavъrxeno.



5.2. Obwa konstrukci� 151

Opisanata v Teorema 5.6 konstrukci� e dosta obwa, koeto ni dava svo-
bodata da izbirame kakto proizvolni razmernosti za podprostranstvoto
S, taka i proizvolni arki i blokirawi mnoжestva sъotvetno v S i
T \ (T ∩ H), kato predvaritelno ne e �sno ko� izbor we dade na�-dobri
blokirawi mnoжestva. Edin vaжen qasten sluqa� se poluqava, kogato
arkata K i blokirawoto mnoжestvo L imat edna i sъwa mownost.

Sledstvie 5.7. Neka n ≥ 3 e c�lo qislo i neka q = ph e stepen na prosto
qislo. Ako sъwestvuvat

• (M,w)-arka v PG(r, q), 1 ≤ r ≤ n− 2, i

• (M,u)-blokirawo mnoжestvo v AG(n− r − 1, q),

to sъwestvuva i (N, t)-blokirawo mnoжestvo v AG(n, q) s parametri N =
qM i t = min{M − w, qu}.
Dokazatelstvo. Neka K = {P1, . . . , PM} e (M,w)-arka v PG(r, q), 1 ≤ r ≤
n−2, i L = {Q1, . . . , QM} e blokirawo mnoжestvo v AG(n−r−1, q). Togava
v konstrukci�ta ot Teorema 5.6 moжem da vzemem Li = 〈Pi, Qi〉 i

B = ∪MI=1(Li \ {Pi}).

Poluqenoto blokirawo mnoжestvo e il�strirano na figurata po-dolu.

S ∼= PG(r, q)

T \ H ∼= AG(n − r − 1, q)

T ∩ H ∼= PG(n − r − 2, q)

H ∼= PG(n − 1, q)
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Drug interesen sluqa� se poluqava, kogato podprostranstvoto S e
s korazmernost 2. Togava T \ H e afinna prava, v ko�to izborъt na
blokirawo mnoжestvo e ednoznaqen. Taka parametrite na blokirawoto
mnoжestvo B zavis�t samo ot izbora na arkata v S.

Sledstvie 5.8. Neka n ≥ 4 e c�lo qislo i neka q = ph e stepen na prosto
qislo. Ako sъwestvuva arka s parametri (M,w) v PG(n− 2, q), to sъwest-
vuva i (N, t)-blokirawo mnoжestvo v AG(n, q) s parametri

N = qM, t = min{M − w, q⌊M/q⌋}.
Dokazatelstvo. Dostatъqno e v Teorema 5.6 da poloжim dimS = n − 2,
dimT = 1, a za L da izberem trivialnoto (q, 1)-blokirawo mnoжestvo,
sъsto�wo se ot vsiqki toqki na afinnata prava T \ (T ∩H).

Modifikaci� na Teorema 5.6 raboti i v sluqa�, kogato r = n − 1,
t.e. kogato samoto podprostranstvo S e hiperravnina. V tozi sluqa�
podprostranstvoto T e prosto toqka izvъn S i T \ (T ∩ H) = T . Sega
pravite Li sa nepresiqawi se pravi v PG(n, q) prez toqkite na arkata
K v S. Ako K ne e tvъrde gol�ma, koeto vinagi e izpъlneno v interes-
nite sluqai, to vinagi moжem da izberem neobhodimi� bro� krъstosani
pravi. Tozi izbor se garantira ot naliqieto na pъlni spredove pri
neqetna razmernost na Σ ili ot dostatъqno golemi qastiqni spredove
pri qetna razmernost (vж. [17, 106]). Sledovatelno e v sila

Sledstvie 5.9. Neka n ≥ 3 e c�lo qislo i neka q = ph e stepen na prosto
qislo. Ako sъwestvuva (M,w)-arka v PG(n−1, q), to sъwestvuva i (qM,M−
w)-blokirawo mnoжestvo v AG(n, q).

C
Σ∞

L1

L2

LN−1 LN
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Kato iztrivame toqki ot n�koe blokirawo mnoжestvo, konstruirano
v Teorema 5.6, poluqavame blokirawi mnoжestva, qiito parametri vse
owe leжat blizo do sъwestvuvawite dolni granici. Tova formulirame
kato otdelno sledstvie.

Sledstvie 5.10. Neka n ≥ 3 e c�lo qislo i neka q = ph e stepen na prosto
qislo. Ako sъwestvuvat

• (M,w)-arka v PG(r, q), kъdeto 1 ≤ r ≤ n− 2, i

• (M ′, u)-blokirawo mnoжestvo v AG(n− r − 1, q),

to za vs�ko i ≥ 1 i vsiqki α ∈ {1, . . . , q − 1} sъwestvuva (N, t)-blokirawo
mnoжestvo v AG(n, q) s parametri

N = qM − iα, t = min{M − w − i, aqu− bα},

kъdeto a = ⌊M/M ′⌋ i b = ⌊i/M ′⌋.

Dokazatelstvo. Izpolzvame oznaqeni�ta ot Teorema 5.6. Da fiksirame i
ot toqkite Pj, da kaжem Pj1, . . . , Pji, po takъv naqin, qe vseki ot klasovete
Ck da sъdъrжa na�-mnogo b ot toqkite Pjs. Sega da iztriem po α toqki ot
vs�ka ot pravite Lj1, . . . , Ljs. Poluqenoto afinno blokirawo mnoжestvo
ima жelanite parametri.

Zabeleжka 5.11. Vaжno e da otbeleжim, qe v S moжem da izberem i ne-
proektivna arka K. V tozi sluqa�, ako kratnostta na toqka P ot S e da
kaжem K(P ) = c, to e dostatъqno da izberem v mnoжestvoto B toqkite na
c pravi prez P . Pri obrazuvaneto na mnoжestvata ot toqki Ck tr�bva
da osigurim naliqieto na c kopi� na toqkata P . Te mogat da se nami-
rat v edin i sъw ili razliqni klasove Ck. Vъv vsiqki sluqai tr�bva
da osigurim izbranite pravi prez P da sa krъstosani na ostanalite
izbrani pravi v sъotvetnoto podprostranstvo Sj. V razgleжdanite ot
nas sluqai K e s otnositelno malka mownost i takъv izbor e vъzmoжen.

5.3 Optimalni afinni blokirawi mnoжestva

V tozi razdel we opixem n�koi specialni priloжeni� na obwata kon-
strukci� ot Teorema 5.6, koito vod�t do dobri blokirawi mnoжestva.
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V [2] Ball dokaza, qe v sluqa�, kogato t+ n = q + 2, Teorema 5.2 ne vodi
do podobrenie na granicata na Bruen. Za n = 3 naistina sъwestvuvat
blokirawi mnoжestva, leжawi na tazi granica. V tozi sluqa� t = q − 1
i hiperboliqnata kvadrika e primer za takova mnoжestvo. We pokaжem,
qe blokirawi mnoжestva, leжawi na granicata na Bruen sъwestvuvat
za vsiqki razmernosti n ≥ 3. Konstrukci�ta ni izpolzva Sledstvie 5.7.

V podprostranstvoto S, koeto e s razmernost r = n − 2, izbirame
mnoжestvo K ot q toqki v obwo poloжenie. Podprostranstvoto T e
afinna prava i blokirawoto mnoжestvo e trivialnoto (q, 1)-blokirawo
mnoжestvo. Da otbeleжim, qe za vs�ka razmernost n moжem da namerim
q toqki v obwo poloжenie. V naxi� sluqa� dori imame dopъlnitelnoto
iziskvane n ≤ q − 1. Tuk moжem da vzemem koi da e q toqki ot normalna
racionalna kriva, napr. toqkite

Pi = (1, αi, . . . , α
n−2
i , 0, 0), αi ∈ Fq, i = 0, 1, . . . , q − 1.

Konstrukci�ta e predstavena na figurata po-dolu.

PG(n− 2, q)

AG(n− 1, q)

AG(n, q)

C
Hq

H2

H1

H0

L0

Lq

L1

S tova dokazahme slednata teorema.

Teorema 5.12. Za vs�ko n, za koeto 3 ≤ n ≤ q − 1, v geometri�ta AG(n, q)
sъwestvuva blokirawo mnoжestvo s parametri (q2, q − n + 2).
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Lesno se prover�va, qe tova blokirawo mnoжestvo leжi na granicata
na Bruen, ko�to v tozi slqa� e

|B| ≥ (t + n− 1)(q − 1) + 1 = (q + 1)(q − 1) + 1 = q2.

Kъm nasto�wi� moment e izvestno, qe granicata na Bruen se dostiga v
slednite sluqai:

(i) za t = 1 za vsiqki razmernosti n i za vsiqki poleta Fq;

(ii) za t = 2 za vsiqki razmernosti n ≡ 0 (mod p), kъdeto p = charFq;

(iii) za t = q − n+ 2 za vsiqki razmernosti 3 ≤ n ≤ q − 1 i vsiqki poleta
Fq.

Blokirawite mnoжestva ot Teorema 5.12 mogat da bъdat izpolzvani
za poluqavane i na drugi blokirawi mnoжestva, koito sa optimalni ili
blizki do optimalnite.

Teorema 5.13. Za vs�ko s = 0, 1, . . . , q + 1 − n v AG(n, q), 3 ≤ n ≤ q − 1,
sъwestvuva blokirawo mnoжestvo s parametri (q2 − s(n − 2 + s), q − (n −
2 + s)).

Dokazatelstvo. Neka B e blokirawo mnoжestvo s parametri (q2, q−n+2)
v AG(n, q), postroeno v gornata teorema. To sъdъrжa toqkite na q krъs-
tosani pravi L1, . . . , Lq, presiqawi n�koe podprostranstvo s korazmer-
nost 2, sъdъrжawo se v bezkra�nata hiperravnina H0, v toqkite na q-
arka. Postro�vame novo blokirawo mnoжestvo B′, iztriva�ki n − 2 +
s toqki ot vs�ka ot pravite L1, . . . , Ls. Sega lesno se prover�va, qe
poluqenoto blokirawo mnoжestvo e s жelanite parametri. Naistina,
hiperravnina, sъdъrжawa S, sъdъrжa i n�ko� ot pravite Li i, sle-
dovatelno, e s q ili q − (n − 2 + s) toqki. Hiperravnina H, ko�to ne
sъdъrжa S presiqa pone q−n+2 ot pravite Li v toqki izvъn bezkra�nata
hiperravnina. Na�-mnogo s ot tezi toqki ne prinadleжat na B′ i H e
blokirana pone (q − n+ 2)− s pъti.
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S ∼= PG(n − 2, q)

AG(n− 1, q)

AG(n, q)

Hq

H2

H1

H0

L0

Lq

L1

Da otbeleжim, qe za s = 0 i s = q+1−n, Teorema 5.13 dava blokirawi
mnoжestva, leжawi na granicata na Bruen. Sluqa�t s = 0 sъvpada s
Teorema 5.12, a za s = q + 1 − n poluqavame blokirawo mnoжestvo s
parametri (n(q − 1) + 1, 1). V sluqa� s = 1 poluqenite blokirawi mno-
жestva sъwo sa optimalni. Moжe da se pokaжe, qe te leжat na granicata
na Ball, predstavena v Sledstvie 5.3.

Teorema 5.14. Za vs�ko n ≥ 2 i vs�ka stepen na prosto qislo q = ph

sъwestvuva afinno blokirawo mnoжestvo v AG(n, q) s parametri (q2−n+
1, q − n + 1). Blokirawite mnoжestva s tazi mownost sa optimalni.

Dokazatelstvo. Sъwestvuvaneto na blokirawo mnoжestvo B s tezi pa-
rametri sledva ot Teorema 5.13 za s = 1. Optimalnostta se dokazva s
pomowta na Sledstvie 5.3. We proverim, qe binomni�t koeficient

( −n
t− 1

)
=

(−n) · (−n− 1) . . . (−q + 1)

(q − n)!

ne se deli na p. Ako oznaqim s λp(m) na�-visokata stepen na p, del�wa
m, to za vs�ko i = 0, . . . , q − n − 1 imame λp(n + i) = λp(q − n − i). Ottuk
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sledva, qe

λp(

( −n
t− 1

)
) =

q−n−1∑

i=0

(λp(n+ i)− λp(q − n− i)) = 0,

otkъdeto λp(

( −n
t− 1

)
) 6≡ 0 (mod p). Sledovatelno sъglasno Sledstvie 5.3,

|B| ≥ (n + t− 1)q − n+ 1 = q2 − n + 1.

Blokirawite mnoжestva, poluqeni za s = 2 sъwo sa blizo do dolnite
granici i moжe dori da se okaжat optimalni za n�koi razmernosti.

Sledstvie 5.15. Za vs�ka stepen na prosto qislo q sъwestvuva afinno
blokirawo mnoжestvo v AG(n, q), 3 ≤ n ≤ q − 1, s parametri (q2 − 2n, q −
n).

Za konstrukci�ta e dostatъqno da poloжim s = 2 v Teorema 5.13. Tъ�
kato imame

λp(

( −n
q − n− 1

)
)λp(n),

to za vs�ka razmernost n 6≡ 0 (mod p) e v sila

|B| ≥ q2 − q − n + 1.

Taka za sto�nosti na n blizki do q konstruiranite blokirawi mnoжest-
va sa blizki do optimalnite.

Ot Sledstvie 5.8 imame, qe za t ≤ q − n+ 2 naliqieto na dostatъqno
golemi arki dava t-blokirawi moжestva, koito sa blizki do optimal-
nite. Za po-golemi sto�nosti na t sъwestvuvat i drugi dobri kon-
strukcii. Da razgledame sluqa� t = q − n + 3. Tuk e neobhodimo da
izberem (M,w)-arka v PG(n − 1, q) s M − w = q − n + 3. Izvestno e, qe
(q + 2)-arki v PG(n − 1, q) ne sъwestvuvat za n 6= 3, q − 1, q qetno, i za
vsiqki razmernosti za q neqetno. Taka na�-dobrite blokirawi mno-
жestva se poluqavat ot (q + 3, n)-arki v PG(n − 1, q) i imat parametri
(q2+3q, q− n+3). Konstrukci�ta ot Teorema 5.13 moжe da bъde modifi-
cirana taka, qe da poluqim blokirawi mnoжestva s po-malka mownost
za sъwoto t. V sila e slednata teorema.
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Teorema 5.16. Sъwestvuvat (q2 +2q− 1, q− n+3)-blokirawi mnoжestva
v AG(n, q) za 3 ≤ n ≤ q − 1.

Dokazatelstvo. Neka S e podprostranstvo s korazmernost 2 v Σ ∼= PG(n, q)
i da oznaqim s H0, H1, . . . , Hq hiperravninite prez S. Fiksirame (q + 1)-
arka C = {P0, P1, . . . , Pq} v S, kakto i pravi L0, L1, . . . , Lq, takiva qe Li ⊆ Hi,
Pi ∈ Li, za vs�ko i = 0, . . . , q.

Prez L0 vzemame ravnina π takava, qe pravata Mi, v ko�to π presiqa
vs�ka ot hiperravninite Hi, i = 1, . . . , q, da n�ma obwi toqki s Li. Tova
moжe da stane kato pъrvo izberem ravninata π, a sled tova pravite Li,
taka qe da sa krъstosani s Mi. �sno e, qe π \ L0

∼= AG(2, q).

Neka B′ e (2q − 1, 1)-blokirawo mnoжestvo v π \ L0. Definirame mno-
жestvoto

B = (∪qi=1Li \ {Pi}) ∪ B′,

koeto se okazva (q2 + 2q − 1, q − n + 3)-blokirawo mnoжestvo v Σ \ H0
∼=

AG(n, q).

B′

S

H0

Hq

H1

L0 ≡ M0

Lq

L1

πM1

Mq

P0



5.3. Optimalni blokirawi mnoжestva 159

Za da dokaжem tova e dostatъqno da se ubedim, qe za vs�ka hiper-
ravnina H, razliqna ot H0 e v sila

|B ∩H| ≥ q − n+ 3.

Ako H sъdъrжa S, to t� e edna ot H1, . . . , Hq i sъdъrжa pone q toqki –
toqkite ot pravata Li.

Neka H ne sъdъrжa S. Togava H ∩ S ∼= PG(n − 3, q). Tъ� kato C e
(q+1)-arka, H ∩S sъdъrжa na�-mnogo n−2 toqki ot C. Ako P0 e izmeжdu
tezi toqki, to H e blokirana pone q − (n− 3) pъti ot pravite L1, . . . , Lq.
Ako P0 ne e izmeжdu tezi toqki, to v tozi sluqa� H ili sъdъrжa π i
e blokirana pone 2q − 1 pъti, ili presiqa π v prava, razliqna ot L0

(tъ� kato H ne sъdъrжa P0). Sledovatelno H otnovo e blokirana pone
q − n + 3 pъti: q − (n − 2) pъti ot pravite L1, . . . , Lq i pone vednъж ot
B′.

Za da izsledvame, kolko dobra e tazi konstrukci�, otnovo izpolzvame
Sledstvie 5.3. Sega imame

( −n
t− 1

)
=
n(n+ 1) . . . (q + 1)

(q − n + 2)!
(−1)q−n,

otkъdeto

λp(

( −n
t− 1

)
) = λp(q) + λp(q + 1)− λp(q − n+ 1)− λp(q − n+ 2)

= λp(q)− λp(q − n+ 1)− λp(q − n+ 2).

Ottuk sledva, qe za n ≡ 1, 2 (mod q) moжem da izpolzvame podobrenieto
na Ball, otkъdeto

|B| ≥ q2 + 2q − n+ 1.

Taka gornata konstrukci�ta, ko�to dava blokirawi mnoжetva s mownost
q2+2q− 1 e dosta dobra, osobeno za malki razmernosti. Za razmernosti
n 6≡ 1, 2 (mod q) imame samo granicata na Bruen, ko�to dava |B| ≥ q2+q−1.

V sledvawite primeri konstruirame n�kolko optimalni blokirawi
mnoжestva s t = q nad poletata s qetiri i osem elementa. Tova sa
pъrvite primeri, leжawi na novata (implicitna) granica na Ball,
dokazana neotdavna [4].
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Primer 5.17. V tozi primer razgleжdame parametrite n = 9, t = 8, q = 8.
Ot Teorema 5.5 (vж. sъwo tablicite v [4]) poluqavame, qe mownostta na
(N, 8)-blokirawo mnoжestvo v AG(9, 8) e ograniqena otdolu s neravenst-
voto N ≥ 120. We postroim posledovatelno n�kolko blokirawi mno-
жestva, demonstrira�ki kak raboti naxata konstrukci� ot Teorema 5.6
pri razliqen izbor na razmernostta r.

Neka na�-napred izberem r = n−1 = 8. V tozi sluqa� prilagame Sled-
stvie 5.9. V konstrukci�ta izpolzvame (M,w)-arka v PG(8, 8) s M−w = 8.
Takava arka e ekvivalentna na kod s parametri [M, 9, 8]8. Optimalnata
dъlжina na takъv kod e neizvestna; sъglasno tablicite na M. Grassl

[69] t� e 17 ili 18, koeto dava (136, 8)- ili (144, 8)-blokirawo mnoжestvo.
Poluqenite blokirawi mnoжestva sa daleq ot dolnata granica 120.

Neka sega izberem r = n − 2 = 7 i da izpolzvame Sledstvie 5.8. Za
konstrukci�ta ni e neobhodima (M,w)-arka v PG(7, 8) s M − w = 8. We
izberem (16, 8)-arka, asociirana s izvestni� kvazicikliqen [16, 8, 8]8-kod
(vж.[69]). Tova dava (128, 8)-blokirawo mnoжestvo v AG(9, 8), koeto e po-
dobro ot postroenoto po-rano.

Nakra� neka r = n − 3 = 6. Za konstrukci�ta sa neobhodimi arka v
PG(6, 8) i blokirawo mnoжestvo v AG(2, q). We vzemem arka s parametri
(15, 7). Takava arka e asociirana s [15, 7, 8]8-koda, ko�to se poluqava qrez
skъs�vane ot spomenati� po-gore kvazicikliqen [16, 8, 8]8-kod. Blokira-
woto mnoжestvo v AG(2, q) e (15, 1)-blokirawo mnoжestvo, napr. obe-
dinenie na dve presiqawi se pravi. Sega Sledstvie 5.7 dava (120, 8)-
blokirawo mnoжestvo, koeto leжi na dolnata granica na Ball i sle-
dovatelno e optimalno.

Primer 5.18. V tozi primer imame q = 4 i n = 4s + 1, kъdeto s ≥ 1 e
c�lo qislo. We priloжim Sledstvie 5.7 s r = 3s − 1. Za konstruk-
ci�ta e neobhodima arka K v PG(3s − 1, 4) i blokirawo mnoжestvo L v
AG(s + 1, 4). Estestven izbor za blokirawo mnoжestvo L e optimalnoto
(3s + 4, 1)-blokirawo mnoжestvo, leжawo na granicata na Bruen. Veqe
otbel�zahme, qe blokirawi mnoжestva s t = 1 sъwestvuvat za vsiqki
razmernosti i vsiqki q. Za K iskame da izberem arka s parametri (3s+
4, 3s). Takava arka e asociirana s lineen kod s parametri [3s+ 4, 3s, 4]4.

Izvestno e, qe edna xapka se asociira s lineen kod, imaw dualno
razsto�nie pone 4, t.e. ako C e lineen kod, asociiran s xapka, to
d(C⊥) ≥ 4. Sledovatelno, ako CK e kodъt, asociiran s K, to ortogo-
nalni�t mu kod C⊥

K e [3s + 4, 4]4-kod. Ot svo� strana C⊥
K se asociira s
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xapka v PG(3, 4). Tъ� kato maksimalnata mownost na xapka v PG(3, 4) e
17, to kodove s жelanite parametri se poluqavat samo za s = 1, 2, 3, 4 (vж.
sъwo tablicite na M. Grassl [69]). V tezi qetiri sluqa� Sledstvie 5.7
dava (12s+ 16, 4)-blokirawo mnoжestvo v AG(4s+ 1, 4).

Zabeleжitelno e, qe konstruiranite qetiri blokirawi mnoжestva sa
optimalni. Presm�ta�ki uslovi�ta ot Teorema 5.5 poluqavame, qe ne
sъwestvuva (12s+5, 4)-blokirawo mnoжestvo v AG(4s+1, 4) za s = 1, 2, 3, 4
(dolnite granici za sluqaite s = 1, 2 se sъdъrжat i v Tablica 1 v
kra� na [4]). Za sъжalenie, blokirawo mnoжestvo s gornite parametri
ne sъwestvuva za s = 5. V tozi sluqa� ne sъwestvuva (76, 4)-blokirawo
mnoжestvo, koeto se dъlжi na nesъwestvuvaneto na [19, 15, 4]4-kod. Vmesto
tova nie moжem da izpolzvame [20, 15, 4]4-kod i da poluqim (80, 4)-bloki-
rawo mnoжestvo, koeto e dosta blizo do dolnata granica 76 i dori moжe
da se okaжe optimalno.

V sledvawata tablica predstav�me na�-dobrite blokirawi mnoжest-
va, poluqeni za q = 4, t = 4, 5, 6, 7, i razmernosti 3 ≤ n ≤ 9. Dol-
nite granici sa vzeti ot Tablica 1 v [4]. Konstrukciite sa ob�sneni
v stъlba “Zabeleжki”. V sluqa� n = 5, t = 5 izpolzvame modifikaci�
na konstrukci�ta ot Teorema 5.6. Blokirawoto mnoжestvo s parametri
(8, 1) v AG(2, 4), sъsto�wo se ot dve presiqawi se pravi pl�s toqka,
ne blokira dva pъti samo xest pravi v AG(2, 4). Tezi xest pravi za-
edno s S obrazuvat xest hiperravnini v PG(5, 4), koito sa blokirani
qetiri pъti. Okazva se, qe za da blokirame vs�ka ot tezi hiperravnini
pet pъti, sa ni dostatъqni dve dopъlnitelni toqki. Naprimer, ako
izberem (8, 1)-blokirawoto mnoжestvo kato {(0, a), (b, 0), (1, 1), a, b ∈ F4}, to
dvete toqki, ot koito se nuжdaem sa (α, α2) i (α2, α).
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Dolni i gorni granici za t-kratni blokirawi mnoжestva v AG(n, 4).

t = 4 t = 5
n LB-UB Zabeleжka n LB-UB Zabeleжka
3 21–24 (6, 2) v PG(2, 4) 3 26–32 (8, 3) v PG(2, 4)

(1, 0) v AG(0, 4) (1, 0) v AG(0, 4)
4 22–24 (6, 2) v PG(2, 4) 4 29–32 (8, 3) v PG(2, 4)

(4, 1) v AG(1, 4) (4, 1) v AG(1, 4)
5 28 (7, 3) v PG(2, 4) 5 31–34 (8, 3) v PG(2, 4)

(7, 1) v AG(2, 4) (8, 1) v AG(2, 4)
pl�s dve toqki

6 28–32 (8, 4) v PG(3, 4) 6 34–37 (10, 4) v PG(3, 4)
(8, 1) v AG(2, 4) (10, 2) v AG(2, 4)

S. 5.10, i = 1, α = 3
7 31–36 (9, 5) v PG(4, 4) 7 37–40 (10, 5) v PG(4, 4)

(9, 1) v AG(2, 4) (10, 2) v AG(2, 4)
8 34–40 (10, 6) v PG(5, 4) 8 40–44 (11, 6) v PG(5, 4)

(7, 1) v AG(2, 4) (10, 2) v AG(2, 4)
9 40 (10, 6) v PG(5, 4) 9 44–49 (13, 7) v PG(5, 4)

(10, 1) v AG(3, 4) (13, 2) v AG(3, 4)
S. 5.10, i = 1, α = 3

t = 6 t = 7
n LB-UB Zabeleжka n LB-UB Zabeleжka
3 30–36 (9, 3) v PG(2, 4) 3 30-44 (11, 4) v PG(2, 4)

(1, 0) v AG(0, 4) (1, 0) v AG(0, 4)
4 30–36 (9, 3) v PG(2, 4) 4 32-44 (11, 4) v PG(2, 4)

(4, 1) v AG(1, 4) (4, 1) v AG(1, 4)
5 35–40 (10, 4) v PG(2, 4) 5 39-44 (11, 4) v PG(2, 4)

(10, 2) v AG(2, 4) (10, 2) v AG(2, 4)
6 35–40 (10, 4) v PG(3, 4) 6 42-48 (12, 5) v PG(3, 4)

(10, 2) v AG(2, 4) (10, 2) v AG(2, 4)
7 41–44 (11, 5) v PG(4, 4) 7 42-52 (13, 6) v PG(4, 4)

(10, 2) v AG(2, 4) (10, 2) v AG(2, 4)
8 41–48 (12, 6) v PG(5, 4) 8 43-56 (14, 7) v PG(4, 4)

(10, 2) v AG(2, 4) (14, 2) v AG(3, 4)
9 48–56 (14, 8) v PG(6, 4) 9 52-56 (14, 7) v PG(5, 4)

(10, 2) v AG(2, 4) (14, 2) v AG(3, 4)
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5.4 Tablici na optimalni blokirawi mnoжestva

S. Ball dokaza v [2], qe za dvukratni afinni blokirawi mnoжestva dol-
nata granica ot Teorema 5.2 se dostiga i s tova rexi vъprosa za nami-
rane na minimalnata mownost na 2-blokirawo mnoжestvo v AG(n, q) za
vsiqki n i q. Zadaqata za namirane na minimalnata mownost na t-
kratno blokirawo mnoжestvo v AG(n, q) za t ≥ 3 e nerexena v obwi�
sluqa�. We zavъrxim tazi glava s tablica za mownostite na na�-
dobrite izvestni 3-kratni i 4-kratni blokirawi mnoжestva v afinni
prostranstva s malka razmernost nad malki poleta. Ot Sledstvie 5.9
poluqavame blokirawi mnoжestva s mownost (n+2)q za trikratni (sъotv.
(n+3)q za qetirikratni) blokirawi mnoжestva. Za t = 3 dolnata granica
e (n + 2)q − n− 1 ili (n + 2)q − n + 1 v zavisimost ot tova, dali

(−n
2

)
e 0

po modul harakteristikata na poleto ili ne; analogiqno, za t = 4 imame
dolna granica (n+3)q−n− 1, ako

(−n
3

)
≡ 0 (mod p) i (n+3)q−n+1 v pro-

tiven sluqa�. Dolnite granici v tablicite sa poluqeni ot (5.2) ili ot
Teorema 5.2, dokato gornite granici sa ob�sneni v poleto ”Beleжki”.

Granici za 3-kratni blokirawi mnoжestva v AG(n, q), n = 3, 4, 5.

AG(3, q) AG(4, q) AG(5, q)
q LB UB Beleжki LB UB Beleжki LB UB Beleжki

4 16 16 t = q − 1 19 23 T. 5.16 24 32 S. 5.9
5 23 23 T. 5.14 25 25 T. 5.12 29 34 T. 5.16
7 33 35 S. 5.9 39 41 T 5.13 45 45 T. 5.14
8 36 40 S. 5.9 43 48 S. 5.9 52 54 S. 5.9
9 41 45 S. 5.9 51 54 S. 5.9 57 63 S. 5.9
11 53 55 S. 5.9 63 66 S. 5.9 73 77 S. 5.9
13 63 65 S. 5.9 75 78 S. 5.9 87 91 S. 5.9
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Granici za 4-kratni blokirawi mnoжestva v AG(n, q), n = 3, 4, 5.

AG(3, q) AG(4, q) AG(5, q)
q LB UB Beleжki LB UB Beleжki LB UB Beleжki

5 25 25 t = q − 1 29 34 T. 5.16 33 45 S. 5.9
7 40 42 S. 5.9 46 46 T. 5.14 49 49 T. 5.12
8 43 48 S. 5.9 50 56 T. 5.13 60 60 T. 5.14
9 52 54 S. 5.9 60 63 S. 5.9 68 71 T. 5.13
11 64 66 S. 5.9 74 77 S. 5.9 84 88 S. 5.9
13 76 78 S. 5.9 88 91 S. 5.9 100 104 S. 5.9



Literatura

[1] S. Ball, Multiple blocking sets and arcs in finite planes, J. London Math.
Soc. (2) 54(1996), 581–593.

[2] S. Ball, On intersection sets in Desarguesian affine spaces, European J.
Comb. 21(2000), 441-446.

[3] S. Ball, On sets of vectors of a finite vector space in which every subset of
basis size is a basis, J. Eur. Math. Soc. 14 (2012) 733–748.

[4] S. Ball, A p-adic condition on the weight of a codeword of a linear code,
Des. Codes Cryptogr. 72 (2014) 177–183.

[5] S. Ball, Finite Geometry and Combinatorial Applications, Cambridge Univ.
Press, 2015.

[6] S. Ball, Table of bounds on three dimensional linear codes or (n, r)-arcs in
PG(2, q), https://mat-web.upc.edu/people/simeon.michael.ball/

[7] S. Ball, A. Blokhuis, An easier proof of the maximal arcs conjecture, Proc.
Amer. Math. Soc. 126 (1998) 3377–3380.

[8] S. Ball, A. Blokhuis, A bound for the maximum weight of a linear code,
SIAM J. Discrete Math. 27 (2013) 575–583.

[9] S. Ball, A. Blokhuis, F. Mazzocca, Maximal arcs in Desarguesian planes
of odd order do not exist, Combinatorica, 17 (1997) 31–41.

[10] S. Ball, J. De Beule, On sets of vectors of a finite vector space in which
every subset of basis size is a basis II, Des. Codes Cryptogr. 65 (2012) 5–14.

165



166 Literatura

[11] S. Ball, R. Hill, I.Landjev, H. N. Ward, On (q2 + q + 2, q + 2)-arcs in
the projective plane PG(2, q), Designs, Codes and Cryptography, 24, 2001,
205–224.

[12] A. Barlotti, Su {k;n}-archi di un piano lineare finito, Boll. Un. Mat. Ital.
1(1956), 553–556.

[13] C.D.Baumert, R.J.McEliece, A Note on the Griesmer Bound, IEEE
Trans. Inf. Theory IT-19 (1973), 134–135.

[14] B.I. Belov, A conjecture on the Griesmer bound, In: Optimization methods
and their application, Sib. Otdel. Akad. nauk SSSR, Irkutsk, 1974, 100–106.

[15] B. I. Belov, V. N. Logachev, V. P. Sandimirov, Construction of a class
of linear binary codes achieving the Varshamov-Griesmer bound, Probl. Inf.
Transm. 10(3)(1974), 211–217.

[16] E. R. Berlekamp, R. C. McEliece, H. C. van Tilborg, On the inherent
intractability of certain coding theoretic problems, IEEE Trans. Inf. Theory
IT-24(1978), 384-386.

[17] A. Beutelspacher, Blocking sets and partial spreads in finite projective
spaces, Geom. Dedicata 9(1980), 130–157.

[18] J. Bierbrauer, Y. Edel, Bounds on affine caps, J. Combin. Designs
10(2002), 111-115.

[19] J. Bierbrauer, Introduction to coding theory, Discrete Mathematics and Its
Applications (Boca Raton), Chapman&Hall/CRC, Boca Raton, 2005.

[20] J. Bierbrauer, Y. Edel, Large Caps in Projective Galois Spaces, in: Cur-
rent Research Topics in Galois Geometry (eds. J. De Beule, L. Storme), NOVA
Science Publ., 2012, 87–104.

[21] A. Blokhuis, G. E. Moorhouse, Some p-ranks related to orthogonal
spaces, J. Algebraic Comb. 4(1995), 295–316.

[22] A. Bonisoli, Every equidistant linear code is a sequence of dual Hamming
codes, Ars Combinatoria 18(1984), 181-186.

[23] R. C. Bose, Mathematical Theory of the symmetrical factorial design,
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