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Â ïàìåò íà àêàä. Áîðèñëàâ Áîÿíîâ

1. Èñòîðè÷åñêè ñâåäåíèÿ è íÿêîè èçâåñòíè ðåçóëòàòè

Ïðåç 1887 ãîäèíà â ñâîÿ ñòàòèÿ çà ñâîéñòâàòà íà âîäíèòå ðàçòâîðè âåëèêèÿò
ðóñêè õèìèê Äìèòðèé Èâàíîâè÷ Ìåíäåëååâ ïîñòàâèë ñëåäíàòà çàäà÷à:

Äà ñå íàìåðè ìàêñèìàëíàòà àáñîëþòíà ñòîéíîñò íà êîé äà å îò êîåôèöè-
åíòèòå íà ïîëèíîìà îò âòîðà ñòåïåí p(x) = a2x

2 + a1x+ a0, àêî å èçâåñòíî,
÷å îòêëîíåíèåòî îò íóëàòà íà òîçè ïîëèíîì â èíòåðâàëà [a, b] íå ïðåâèøàâà
çàäàäåíî ÷èñëî M .

Ìåíäåëååâ óñïÿâà ñàì äà ðåøè òàçè çàäà÷à. Íî òÿ å òîëêîâà åñòåñòâåíà è èí-
òåðåñíà, ÷å å áèëî íåâúçìîæíî äà íå ïðåäèçâèêà èíòåðåñà íà ìàòåìàòèöèòå. Äâå
ãîäèíè ïî-êúñíî, ïðåç 1889 ãîäèíà, ñå ïîÿâÿâà ñòàòèÿòà [8], îçàãëàâåíà ”Âúðõó
åäèí âúïðîñ íà Ä.È. Ìåíäåëååâ”, íà ðóñêèÿ ìàòåìàòèê Àíäðåé Àíäðååâè÷ Ìàð-
êîâ, ñòàíàë ïî-êúñíî èçâåñòåí ñúñ ñâîèòå ðåçóëòàòè â òåîðèÿòà íà àïðîêñèìà-
öèèòå è òåîðèÿòà íà âåðîÿòíîñòèòå. Â òàçè ñòàòèÿ Àíäðåé Ìàðêîâ ðåøàâà ïî-
îáùàòà çàäà÷à çà íàìèðàíå íà òî÷íà ãîðíà ãðàíèöà çà àáñîëþòíàòà ñòîéíîñò íà
êîåôèöèåíòèòå a0, a1 è an íà ïîëèíîì p(x) = anx

n+an−1x
n−1+ · · ·+a1x+a0, àêî

å èçâåñòíî, ÷å îòêëîíåíèåòî îò íóëàòà íà òîçè ïîëèíîì â èíòåðâàëà [a, b] íå íàä-
ìèíàâà M . Ðåøàâàéêè òàçè çàäà÷à, Àíäðåé Ìàðêîâ óñïÿâà äà íàìåðè òî÷íàòà
ãîðíà ãðàíèöà çà âñÿêà åäíà îò âåëè÷èíèòå 1) |p(c)| è 2) |p′(c)|, êúäåòî c ∈ R
å äàäåíà òî÷êà, è êàòî ñëåäñòâèå îò 2) ïîëó÷àâà ñâîåòî çíàìåíèòî íåðàâåíñòâî

|p′(x)| ≤ 2n2

b− a
max
x∈[a,b]

|p(x)|, x ∈ [a, b],

âÿðíî çà âñåêè àëãåáðè÷åí ïîëèíîì p(x) îò ñòåïåí, íåíàäìèíàâàùà n, â êîåòî
ðàâåíñòâîòî å èçïúëíåíî ñàìî çà êðàéíèòå òî÷êè íà èíòåðâàëà è çà òðàíñôîð-
ìèðàíèòå ïîëèíîìè íà ×åáèøîâ const.Tn(2x−a−b

b−a ). Íàïîìíÿìå äåôèíèöèÿòà íà
×åáèøîâèÿ ïîëèíîì îò ïúðâè ðîä: Tn(x) = cos (n arccosx), x ∈ [−1, 1].
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Òðè ãîäèíè ïî-êúñíî, ïðåç 1892 ãîäèíà, ïî-ìàëêèÿò áðàò íà Àíäðåé Ìàðêîâ-
Âëàäèìèð Ìàðêîâ, òîãàâà 21 ãîäèøåí ñòóäåíò â Ñàíêò Ïåòåðáóðãñêèÿ óíèâåð-
ñèòåò, ðàçøèðÿâà íåðàâåíñòâîòî íà áðàò ñè, äàâàéêè îöåíêè çà ïðîèçâîäíèòå îò
ïî-âèñîê ðåä. Ñâîèòå ðåçóëòàòè Âë. Ìàðêîâ ïóáëèêóâà íà ðóñêè åçèê â êíèæêà
ñ îáåì 110 ñòðàíèöè [9]. Ïîä îðèãèíàëíîòî çàãëàâèå ”Î ôóíêöiÿõú, íàèìåíåe
óêëîíÿþùèõñÿ îòú íóëÿ â äàííîìú ïðîìåæäóòêå” ñòîè òðîãâàùîòî ïîÿñíåíèå
”ñòóäåíòà Ñ.-Ïåòåðáóðñêàãî óíèâåðñèòåòà Âëàäèìèðà Ìàðêîâà”.

Äà îòáåëåæèì, ÷å ñ ëèíåéíà òðàíñôîðìàöèÿ ìîæåì äà îãðàíè÷èì ðàçñúæäå-
íèÿòà ñàìî âúðõó èíòåðâàëà [−1, 1]. Îñâåí òîâà, çà äà ôîðìóëèðàìå ïî-êðàòêî
ðåçóëòàòà íà Âëàäèìèð Ìàðêîâ, à è âñè÷êè îñòàíàëè ðåçóëòàòè â äèñåðòàöè-
ÿòà, ùå îçíà÷èì, êàêòî å òðàäèöèîííî, ñ ||.|| ðàâíîìåðíàòà íîðìà â [−1, 1], ñ
πn � ìíîæåñòâîòî îò àëãåáðè÷íèòå ïîëèíîìè îò ñòåïåí ïî-ìàëêà èëè ðàâíà íà
n ñ êîìïëåêñíè êîåôèöèåíòè, à ñ πrn � ïîäìíîæåñòâîòî íà πn îò ïîëèíîìèòå ñ
ðåàëíè êîåôèöèåíòè.

Ïðè òåçè îçíà÷åíèÿ íåðàâåíñòâîòî íà Âëàäèìèð Ìàðêîâ, êîåòî ñúäúðæà
êàòî ÷àñòåí ñëó÷àé ïðè k = 1 è íåðàâåíñòâîòî íà Àíäðåé Ìàðêîâ, ñå ôîðìóëèðà
òàêà:

Òåîðåìà A (À.À. Ìàðêîâ, Â.A. Ìàðêîâ). Àêî f ∈ πn è ‖f‖ ≤ 1, òî çà
k = 1, . . . , n

‖f (k)‖ ≤ ‖T (k)
n ‖

(
= T (k)

n (1) =
n2(n2 − 12) . . . (n2 − (k − 1)2)

(2k − 1)!!

)
.

Ðàâåíñòâî èìàìå òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî f = γTn, êúäåòî γ ∈ C è
|γ| = 1.

Ðàáîòàòà íà Âëàäèìèð Ìàðêîâ [9] ñúäúðæà çàáåëåæèòåëíè ðåçóëòàòè, â
÷àñòíîñò â íåÿ ñå äàâà ïúëåí îòãîâîð íà âúïðîñà íà Ìåíäåëååâ çà ïîëèíîìè
îò ñòåïåí n. Íÿêîè îò íàáëþäåíèÿòà íàïðàâåíè â íåÿ ìîãàò äà ñå èçïîëçâàò, è
âñúùíîñò ñà íàìåðèëè ïðèëîæåíèÿ ïðè ðåøàâàíåòî íà äðóãè åêñòðåìàëíè çà-
äà÷è. Çà äâà òàêèâà âàæíè ðåçóëòàòà ùå ñòàíå äóìà è â íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ
(âæ. ïàðàãðàô 6 íà Ãëàâà 1). Âëàäèìèð Ìàðêîâ óìèðà îò òóáåðêóëîçà ïðåäè
äà íàâúðøè 26 ãîäèíè è ñúñ ñèãóðíîñò ðàííàòà ìó ñìúðò å áèëà ãîëÿìà çàãóáà
çà ìàòåìàòèêàòà.

Ïîâå÷å ïîäðîáíîñòè çà íåðàâåíñòâîòî íà Âëàäèìèð Ìàðêîâ ìîãàò äà áúäàò
íàìåðåíè â ïðåêðàñíî íàïèñàíàòà îáçîðíà ñòàòèÿ íà Áîðèñëàâ Áîÿíîâ [3]. Çà
òåçè, êîèòî ñå èíòåðåñóâàò îò èñòîðèÿòà íà òîâà çàáåëåæèòåëíî íåðàâåíñòâî,
ïðåïîðú÷âàìå îáçîðíàòà ñòàòèÿ [27] íà Àëåêñåé Øàäðèí, â êîÿòî ñà èçëîæå-
íè è 12 ðàçëè÷íè äîêàçàòåëñòâà íà íåðàâåíñòâîòî íà áðàòÿòà Ìàðêîâè (êàêòî
Øàäðèí ïèøå â [27], ïðåäëîæåíèòå äîêàçàòåëñòâà áèõà ìîãëè äà çàäîâîëÿò âñå-
êè âêóñ: ñðåä òÿõ èìà êðàòêè, äúëãè, ñ ðåàëíè àðãóìåíòè èëè ñ àðãóìåíòè îò
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êîìïëåêñíèÿ àíàëèç, íåïúëíè, ãðåøíè...).

Ïðåç 1941 ãîäèíà äâàìà àìåðèêàíñêè ìàòåìàòèöè, Ðè÷àðä Äæåéìñ Äàôèí è
Àëáåðò ×àðëç Øåôåð, â ñòàòèÿòà [5] íàìèðàò èçêëþ÷èòåëíî êðàñèâî îáîáùåíèå
íà Òåîðåìà A:

Òåîðåìà B (Ð. Äàôèí, A. Øåôåð). Àêî f ∈ πn è∣∣f(cos νπ
n

)∣∣ ≤ 1 çà ν = 0, . . . , n,

òî
‖f (k)‖ ≤ ‖T (k)

n ‖ çà k = 1, . . . , n.

Ðàâåíñòâî èìàìå òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî f = γTn, êúäåòî γ ∈ C è |γ| = 1.

Òóê è ïî-íàòàòúê â äèñåðòàöèÿòà, ην = cos νπ
n
, ν = 0, 1, . . . , n, ñà òî÷êèòå íà

ëîêàëåí åêñòðåìóì íà Tn(x) â èíòåðâàëà [−1, 1], à ξν = cos (2ν−1)π
2n

, ν = 1, . . . , n ,
ñà íóëèòå íà Tn(x).

Çà ïîëèíîìè ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè Äàôèí è Øåôåð äîêàçâàò â [5] äîðè
íåùî ïîâå÷å:

Òåîðåìà C (Ð. Äàôèí, À. Øåôåð). Àêî f ∈ πrn è∣∣f(cos νπ
n

)∣∣ ≤ 1 çà ν = 0, . . . , n,

òî çà k = 1, . . . , n

|f (k)(x+ iy)| ≤ |T (k)
n (1 + iy)| ïðè (x, y) ∈ [−1, 1]× R.

Ðàâåíñòâî èìàìå òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî f = ±Tn.

Ïðè äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà C Äàôèí è Øåôåð èçïîëçâàò ïî áëåñòÿù
íà÷èí ñðåäñòâà îò àðñåíàëà íà êëàñè÷åñêèÿ êîìïëåêñåí àíàëèç (òåîðåìàòà íà
Ãàóñ-Ëþêà è òåîðåìàòà íà Ðóøå) è ñâîéñòâà íà èíòåðïîëàöèîííèòå ïîëèíîìè
íà Ëàãðàíæ. Ñêåëåòúò íà òÿõíîòî äîêàçàòåëñòâî å èçãðàäåí îò ñëåäíèòå òâúð-
äåíèÿ:

Òâúðäåíèå 1 (Ð. Äàôèí, À. Øåôåð). Àêî f ∈ πn óäîâëåòâîðÿâà íåðà-
âåíñòâàòà

|f(ην)| ≤ |Tn(ην)|, ν = 0, . . . , n,

òî
|f ′(ξν)| ≤ |T ′n(ξν)| çà ν = 1, . . . , n.

Ðàâåíñòâî èìàìå òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî f = γTn, êúäåòî γ ∈ C è |γ| = 1.
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Òâúðäåíèå 2 (Ð. Äàôèí, À. Øåôåð). Ïîëèíîìúò íà ×åáèøîâ Tn(x)
óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâîòî

|Tn(x+ iy)| ≤ |Tn(1 + iy)| çà âñåêè (x, y) ∈ [−1, 1]× R.

Òåîðåìà D (Ð. Äàôèí, À. Øåôåð). Íåêà ñà äàäåíè a < b, àëãåáðè÷åí
ïîëèíîì g(z) = c(z − x1) · · · (z − xn), êúäåòî c, x1, . . . , xn ∈ R, c 6= 0, x1 < x2 <
· · · < xn < b, è íåêà

|g(x+ iy)| ≤ |g(b+ iy)|, (x, y) ∈ [a, b]× R .

Àêî f ∈ πrn óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâîòî |f ′(x)| ≤ |g′(x)| â íóëèòå íà g, òîãàâà
çà k = 1, . . . , n å èçïúëíåíî

|f (k)(x+ iy)| ≤ |g(k)(b+ iy)|, (x, y) ∈ [a, b]× R .

Òâúðäåíèå 2 å äðóã øåäüîâúð íà Äàôèí è Øåôåð è çà äîêàçàòåëñòâîòî ìó
òå èçïîëçâàò ñúùåñòâåíî è ìíîãî óìåëî ãåîìåòðèÿòà íà íóëèòå íà ïîëèíîìèòå
íà ×åáèøîâ. Çà ñúæàëåíèå (èëè ïúê çà ùàñòèå � íåêà äà èìà êàêâî äà îòêðèâàò
è äðóãèòå ìàòåìàòèöè!) òåõíèòå àðãóìåíòè ñà íåïðèëîæèìè çà äðóãè êëàñîâå
ïîëèíîìè. Îò äðóãà ñòðàíà, Òåîðåìà D å äîñòàòú÷íî îáùà, çà äà íàìåðè ïðèëî-
æåíèå çà ïîëó÷àâàíå íà íåðàâåíñòâà îò òèïà íà Òåîðåìè B è C ñ åêñòðåìàëíè
ïîëèíîìè, ðàçëè÷íè îò ïîëèíîìèòå íà ×åáèøîâ îò ïúðâè ðîä Tn, ñòèãà çà òÿõ
äà ñå óñòàíîâÿò íåîáõîäèìèòå ïðåäïîñòàâêè çà ïðèëàãàíåòî íà Òåîðåìà D.

Òàêà ïî åñòåñòâåí íà÷èí âúçíèêâà âúïðîñúò: Êàê äà äîêàæåì íåðàâåíñòâîòî
îò Òâúðäåíèå 2 è çà äðóãè êëàñîâå ïîëèíîìè ? Â ñâîèòå ðàáîòè çà íåðàâåíñòâà
îò òèïà íà Äàôèí è Øåôåð, Ã. Íèêîëîâ íàðè÷à íåðàâåíñòâîòî îò Òâúðäåíèå 2
End-Point Domination Property (ñúêðàòåíî EPDP), è íèå ñúùî ùå èçïîëçâàìå
òîâà íàçâàíèå. Îò êàçàíîòî ïî-ãîðå ñëåäâà, ÷å äîêàçâàíåòî íà EPDP çà íÿêîé
êëàñ îò ïîëèíîìè e ðåøàâàùà ñòúïêà ïî ïúòÿ êúì äîêàçâàíåòî íà íåðàâåíñòâî
îò òèïà íà Äàôèí è Øåôåð çà òîçè êëàñ îò ïîëèíîìè.

Èçïîëçâàéêè ãîðíàòà òåðìèíîëîãèÿ, âúïðîñúò å: Êàê äà óñòàíîâèì ãåîìåò-
ðè÷íîòî ñâîéñòâî EPDP çà äðóãè êëàñîâå îò ïîëèíîìè, ðàçëè÷íè îò êëàñà îò
ïîëèíîìèòå íà ×åáèøîâ?

Èäåÿ çà óñòàíîâÿâàíåòî íà EPDP äàâà àìåðèêàíñêèÿò ìàòåìàòèê Ìåðèë
Ïàòðèê â ðàáîòàòà ñè [25] îò 1971 ã. (ïî òîâà âðåìå Ïàòðèê å áèë äîêòîðàíò
íà Äàôèí). Îòêðèòèåòî íà Ïàòðèê å, ÷å çà ïîëó÷àâàíå íà EPDP ìîæå äà ñå
èçïîëçâà åäíà èçâåñòíà ôîðìóëà íà Éåíñåí.
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Ïðåç 1913 ãîäèíà ãîëåìèÿò äàòñêè ìàòåìàòèê Éîõàí Éåíñåí, èçâåñòåí ñúñ
ñâîåòî êëàñè÷åñêî íåðàâåíñòâî çà èçïúêíàëèòå ôóíêöèè, ïóáëèêóâà ñòàòèÿòà
[7]. Â íåÿ òîé èçâåæäà åäíà ôîðìóëà, äî êîÿòî äîñòèãà, îïèòâàéêè ñå äà äîêàæå
õèïîòåçàòà íà Ðèìàí. Ïî-òî÷íî, Éåíñåí äîêàçâà, ÷å çà ôóíêöèèòå f îò êëàñà íà
Ëàãåð-Ïîéà, êîèòî ïðèåìàò ðåàëíè ñòîéíîñòè âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà, å â ñèëà
ôîðìóëàòà íà Éåíñåí

|f(x+ iy)|2 =
∞∑
k=0

Lk(f ;x)y2k, (x, y) ∈ R2,

êúäåòî
L0(f ;x) = f 2(x),

Lk(f ;x) =
2k∑
j=0

(−1)k−j
f (j)(x)

j!

f (2k−j)(x)

(2k − j)!
, k ∈ N .

Ïðè òîâà ñà èçïúëíåíè è íåðàâåíñòâàòà

Lk(f ;x) ≥ 0, x ∈ R, k ∈ N,

êîèòî ïî-íàòàòúê ùå íàðè÷àìå íåðàâåíñòâà íà Éåíñåí.

Äà ïðèïîìíèì, ÷å êëàñúò íà Ëàãåð-Ïîéà ñå ñúñòîè îò öåëèòå ôóíêöèè, êî-
èòî ñà ðàâíîìåðíè ãðàíèöè âúðõó êîìïàêòíèòå ïîäìíîæåñòâà íà C íà ðåäèöè
îò àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè, èìàùè ñàìî ðåàëíè íóëè. Â ÷àñòíîñò, ôîðìóëàòà íà
Éåíñåí å âÿðíà è àêî f å àëãåáðè÷åí ïîëèíîì îò ñòåïåí n ñ ðåàëåí ñòàðøè êîå-
ôèöèåíò, è âñè÷êèòå ìó íóëè ñà ðåàëíè. Â òîçè ñëó÷àé ñóìèðàíåòî ñå èçâúðøâà
äî k = n.

Äà îòáåëåæèì, ÷å, êàêòî ëåñíî ñëåäâà îò ñàìîòî îïðåäåëåíèå íà Lk(f ;x),
àêî f(x) å ÷åòíà èëè íå÷åòíà ôóíêöèÿ, òî âñè÷êèòå êîåôèöèåíòè Lk(f ;x) âúâ
ôîðìóëàòà íà Éåíñåí ñà ÷åòíè ôóíêöèè.

Åòî ñåãà è ôàêòà, êîéòî å çàáåëÿçàë Ïàòðèê (õóáàâèòå èäåè ñà ïðîñòè!): àêî
f å àëãåáðè÷åí ïîëèíîì îò ñòåïåí n ñ ðåàëåí ñòàðøè êîåôèöèåíò, ÷èèòî íóëè
ñà ðåàëíè, òîãàâà îò íåðàâåíñòâàòà

Lk(f ;x) ≤ Lk(f ; 1), x ∈ [−1, 1], k = 0, . . . , n

è ôîðìóëàòà íà Éåíñåí âåäíàãà ñëåäâà íåðàâåíñòâîòî

|f(x+ iy)| ≤ |f(1 + iy)|, (x, y) ∈ [−1, 1]× R,

ò.å. ñâîéñòâîòî êîåòî íèå íàðåêîõìå EPDP.

Ñ äðóãè äóìè, ôîðìóëàòà íà Éåíñåí íè äàâà åäèí ïîäõîä çà ïîëó÷àâàíå íà
EPDP.
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Â ñúùàòà ñòàòèÿ [25], Ïàòðèê îïèòâà äà ïðèëîæè èäåÿòà ñè çà óñòàíîâÿâàíå
íà EPDP çà ïîëèíîìèòå íà ßêîáè. Ìîòèâàöèÿòà íà Ïàòðèê å ÿñíà: ×åáèøîâèÿò
ïîëèíîì Tn ñå ñúäúðæà â êëàñà íà ßêîáèåâèòå ïîëèíîìè, è å åñòåñòâåíî äà
ñå î÷àêâà ñâîéñòâîòî EPDP äà å âàëèäíî íå ñàìî çà Tn, à çà ïîäõîäÿù ïî-
øèðîê ïîäêëàñ íà ïîëèíîìèòå íà ßêîáè. Áàçèðàéêè ñå íà íÿêîè ñâîè ÷àñòè÷íè
ðåçóëòàòè â [25], Ïàòðèê ôîðìóëèðà ïàê òàì ñëåäíàòà õèïîòåçà:

Õèïîòåçà íà Ì. Ïàòðèê. Íåêà P = P
(α,β)
n å n-òèÿ ïîëèíîì íà ßêîáè,

êúäåòî α ≥ β > −1. Òîãàâà çà k = 1, 2, . . . , n,

max
x∈[0,1]

Lk(P ;x) = Lk(P ; 1) . (0.1)

Â ñëó÷àÿ β ≥ α > −1, èçïîëçâàéêè èçâåñòíîòî ðàâåíñòâî (òî å äîêàçàíî â
Ãëàâà 3 íà äèñåðòàöèÿòà � âèæ Ëåìà 3.3) P (α,β)

n (−x) = (−1)nP
(β,α)
n (x), ïîëó÷à-

âàìå Lk(P
(α,β)
n ;x) = Lk(P

(β,α)
n ;−x), è ñòèãàìå äî ñëåäíàòà

Àëòåðíàòèâíà âåðñèÿ íà õèïîòåçàòà íà Ïàòðèê. Íåêà P = P
(α,β)
n å

n-òèÿ ïîëèíîì íà ßêîáè, êúäåòî β ≥ α > −1. Òîãàâà çà k = 1, 2, . . . , n,

max
x∈[−1,0]

Lk(P ;x) = Lk(P ;−1).

Ñàìèÿò Ïàòðèê äîêàçâà â [25] õèïîòåçàòà ñè çà 1 ≤ k ≤ 3.

Ïúðâèÿò ñúùåñòâåí ïðîáèâ â äîêàçàòåëñòâîòî íà õèïîòåçàòà íà Ïàòðèê å
ïîñòèãíàò ïðåç 2005 ãîäèíà îò Ã. Íèêîëîâ. Â ñòàòèÿòà ñè [18] òîé äîêàçâà, ÷å
õèïîòåçàòà íà Ïàòðèê å âÿðíà çà óëòðàñôåðè÷íèòå ïîëèíîìè, ò.å. çà P = P

(λ)
n ,

èëè â ñëó÷àÿ α = β = λ− 1/2. Ïîíåæå ïðè α = β ôóíêöèèòå Lk(P ;x) ñà ÷åòíè,
îò òîçè ðåçóëòàò ñëåäâà, ÷å ïðè P = P

(λ)
n

max
x∈[−1,1]

Lk(P ;x) = Lk(P ; 1) , 1 ≤ k ≤ n .

Êàêòî äîáðå å èçâåñòíî (òîâà å äîêàçàíî â Ãëàâà 3 íà äèñåðòàöèÿòà � âèæ
Ëåìà 3.4) ñúùîòî å âÿðíî è çà L0(P ;x) = P 2(x), àêî λ ≥ 0.

Âñè÷êî òîâà å ïîçâîëèëî â [18] äà áúäå äîêàçàí ñëåäíèÿò àíàëîã íà Òâúðäå-
íèå 2 (EPDP çà óëòðàñôåðè÷íèòå ïîëèíîìè):

Òåîðåìà Å (Ã. Íèêîëîâ). Çà âñÿêî λ ≥ 0 è n ∈ N, óëòðàñôåðè÷íèÿò
ïîëèíîì P = P

(λ)
n óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâîòî

|P (x+ iy)| ≤ |P (1 + iy)| ïðè x ∈ [−1, 1], y ∈ R.

Ïðè òîâà, àêî λ > 0 èëè àêî λ = 0 è y 6= 0, ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ñàìî çà x = ±1.
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Îòáåëÿçâàìå, ÷å êàòî ÷àñòåí ñëó÷àé (ïðè λ = 0) Òåîðåìà Å âêëþ÷âà Òâúð-
äåíèå 2 îò ðàáîòàòà íà Äàôèí è Øåôåð.

Kàòî ñëåäñòâèå îò Òåîðåìà E â [18] å ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî îò òèïà íà Äàôèí
è Øåôåð çà óëòðàñôåðè÷íèòå ïîëèíîìè:

Òåîðåìà F (Ã. Íèêîëîâ). Íåêà P = P
(λ)
n (λ ∈ [0, 1

2
], n ∈ N) è {tν}nν=0 ñà

íóëèòå íà (1− x2)P ′(x). Àêî f ∈ πrn óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâàòà

|f(tν)| ≤ |P (tν)| ïðè ν = 0, 1, . . . , n ,

òî çà k = 1, . . . , n èìàìå

|f (k)(x+ i y)| ≤ |P (k)(1 + i y)| ïðè x ∈ [−1, 1], y ∈ R .

Ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ñàìî àêî f = ±P.
Â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé λ = 0 Òåîðåìà F âúçïðîèçâåæäà Òåîðåìà C íà Äàôèí è

Øåôåð.

Â ñúùàòà ñòàòèÿ [18], áàçèðàéêè ñå íà íÿêîè êîìïþòúðíè åêñïåðèìåíòè,
Ã. Íèêîëîâ èçêàçâà ïðåäïîëîæåíèå, ÷å çà óëòðàñôåðè÷íèòå ïîëèíîìè å âÿðíî
ïî-ñèëíî òâúðäåíèå îò õèïîòåçàòà íà Ïàòðèê, à èìåííî:

Óñèëåíà õèïîòåçà íà Ïàòðèê çà óëòðàñôåðè÷íèòå ïîëèíîìè ([18]).

Çà k = 1, . . . , n − 1, ôóíêöèÿòà Lk(P
(λ)
n ;x) å ñòðîãî ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà â

(−∞, 0] è ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà â [0,∞).

Ùå çàâúðøèì òàçè êðàòêà èñòîðè÷åñêà åêñêóðçèÿ, î÷åðòàâàéêè áúëãàðñêèÿ
ïðèíîñ âúðõó íåðàâåíñòâàòà îò òèï íà Äàôèí è Øåôåð çà êðàåí èíòåðâàë îò
ðåàëíàòà ïðàâà. Íåêà çàïî÷íåì ñ êîìåíòàð íà Òåîðåìà B íà Äàôèí è Øåôåð.

Òåîðåìà B ìîæå äà ñå èíòåðïðåòèðà êàòî òåîðåìà çà ñðàâíåíèå: çà âñåêè
ïîëèíîì f ∈ πn, íåðàâåíñòâîòî |f | ≤ |Tn| â íóëèòå íà (1− x2)T ′n(x) âëå÷å íåðà-
âåíñòâàòà ‖f (k)‖ ≤ ‖T (k)

n ‖, k = 1, . . . , n.

Òîâà íàáëþäåíèå äàâà îñíîâàíèå íà Ã. Íèêîëîâ äà äàäå ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ
[11]:

Îïðåäåëåíèå. Íåêà Q å ïîëèíîì îò ñòåïåí n, êîéòî èìà n ðàçëè÷íè ðåàëíè
íóëè â (−1, 1). Íåêà ∆ = {1 ≥ t0 > t1 > t2 > · · · > tn−1 > tn ≥ −1} å ñèñòåìà îò
òî÷êè â [−1, 1].

Kàçâàìå, ÷å äâîéêàòà (Q,∆) äîïóñêà íåðàâåíñòâî îò òèï íà Äàôèí èØåôåð,
àêî îò f ∈ πn è |f(tν)| ≤ |Q(tν)|, ν = 0, 1, . . . , n ñëåäâà, ÷å ||f (k)|| ≤ ||Q(k)||,
k = 1, 2, . . . , n.

Â ñëó÷àé, ÷å äâîéêàòà (Q,∆) äîïóñêà íåðàâåíñòâî îò òèï íà Äàôèí è Øå-
ôåð, ïîëèíîìúò Q ùå íàðè÷àìå ìàæîðàíòà, à òî÷êèòå îò ∆ - òî÷êè íà ñðàâ-
íÿâàíå. Íåêà îòáåëåæèì, ÷å â ãîðíàòà äåôèíèöèÿ òî÷êèòå íà ñðàâíÿâàíå íå
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ñà íåïðåìåííî òî÷êèòå íà ëîêàëåí åêñòðåìóì íà ìàæîðàíòàòà Q â èíòåðâàëà
[−1, 1], êàêòî òîâà å â Òåîðåìà B.

Â ñåðèÿ îò ðàáîòè [4, 11, 12, 13, 14, 19, 20] ñà ïîëó÷åíè íåðàâåíñòâà îò òèï
íà Äàôèí è Øåôåð, â êîèòî ìàæîðàíòèòå ñà óëòðàñôåðè÷íè èëè ñâúðçàíè ñ
óëòðàñôåðè÷íèòå ïîëèíîìè, à ìíîæåñòâàòà îò òî÷êèòå íà ñðàâíÿâàíå ñà ñúñòà-
âåíè îò íóëèòå íà äðóãè óëòðàñôåðè÷íè ïîëèíîìè è êðàèùàòà íà èíòåðâàëà.
Êúì òàçè ãðóïà ðåçóëòàòè ñïàäàò è ðàçëè÷íèòå îáîáùåíèÿ íà íåðàâåíñòâîòî
íà È. Øóð, êîåòî ïðåäñòàâëÿâà àíàëîã íà íåðàâåíñòâîòî íà À. Ìàðêîâ çà ïî-
ëèíîìè, êîèòî ñå àíóëèðàò â êðàèùàòà íà èíòåðâàëà [−1, 1]. Â [10] Ë. Ìèëåâ
è Ã. Íèêîëîâ äîêàçâàò óñèëåí âàðèàíò íà òîâà íåðàâåíñòâî ïðè îãðàíè÷åíèÿ â
äèñêðåòíî ìíîæåñòâî îò òî÷êè, à Ã. Íèêîëîâ [19] ðàçïðîñòðàíÿâà òîçè ðåçóë-
òàò âúðõó ïðîèçâîäíèòå îò ïî-âèñîê ðåä. Áåç äà íàâëèçàìå â ïîäðîáíîñòè, ùå
ñè ïîçâîëèì äà öèòèðàìå ñàìî åäíî êðàñèâî îáîáùåíèå íà íåðàâåíñòâîòî íà
Äàôèí è Øåôåð, ïîëó÷åíî îò Íèêîëîâ [14, 20]:

Òåîðåìà G (Ã. Íèêîëîâ). Íåêà {tν}nν=0 ñà ïðîèçâîëíè òî÷êè, òàêèâà ÷å

1 ≥ t0 > ξ1 > t1 > ξ2 > t2 > ... > tn−1 > ξn > tn ≥ −1, êúäåòî ξν = cos (2ν−1)π
2n

,
ν = 1, . . . , n, ñà íóëèòå íà Tn(x).

Àêî f ∈ πn óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâàòà

|f(tν)| ≤ |Tn(tν)| çà ν = 0, . . . n,

òîãàâà
‖f (k)‖ ≤ ‖T (k)

n ‖ çà k = 1, . . . , n.

Ðàâåíñòâî èìàìå òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî f = γTn, êúäåòî γ ∈ C è |γ| = 1.

Òåîðåìà B ñå ïîëó÷àâà êàòî ÷àñòåí ñëó÷àé îò ãîðíèÿ ðåçóëòàò, à èìåííî,
ïðè tν = ην , ν = 0, . . . , n. Íàïîìíÿìå, ÷å ην = cos νπ

n
, ν = 0, . . . , n, ñà òî÷êèòå íà

ëîêàëåí åêñòðåìóì íà Tn.

Äàäåíîòî ïî-ãîðå îïðåäåëåíèå çà íåðàâåíñòâà îò òèï íà Äàôèí è Øåôåð
ìîæå äà ñå ðàçøèðè, êàòî ñå ðàçãëåæäàò è îöåíêè çà äðóãè íîðìè íà ïðîèçâîä-
íèòå íà ïîëèíîìè, óäîâëåòâîðÿâàùè îãðàíè÷åíèÿ âúðõó äèñêðåòíî ìíîæåñòâî
îò òî÷êè. Íåðàâåíñòâà îò òèï íà Äàôèí è Øåôåð â íÿêîè L2 íîðìè ñ òåãëà
ñà ïîëó÷åíè îò Íèêîëîâ â [17] è Íèêîëîâ è Õúíòåð â [6]. Ñòàòèÿòà [20] e îáçîð
âúðõó íåðàâåíñòâàòà îò òèï íà Äàôèí è Øåôåð.

Ïîñî÷åíèòå ïî-ãîðå ðåçóëòàòè ñà àíàëîçè íà Òåîðåìà B, ïðè òÿõ ñå îöåíÿ-
âàò íîðìè íà ïðîèçâîäíèòå íà ïîëèíîìè, óäîâëåòâîðÿâàùè îãðàíè÷åíèÿ âúðõó
äèñêðåòíî ìíîæåñòâî îò òî÷êè. Òåçè ðåçóëòàòè ñà òÿñíî ñâúðçàíè ñ íåðàâåí-
ñòâàòà îò òèï íà Ìàðêîâ çà êëàñîâåòå îò ïîëèíîìè, îãðàíè÷åíè ïî àáñîëþòíà
ñòîéíîñò â [−1, 1] îò (êðèâîëèíåéíà) ìàæîðàíòà ϕ(x) > 0, è ñ õèïîòåçàòà çà
åêñòðåìàëíîñò â òåçè íåðàâåíñòâà íà ïîëèíîìèòå-çìèè, àñîöèèðàíè ñ ìàæîðàí-
òàòà ϕ, ò.å. ïîëèíîìèòå îò ôèêñèðàíà ñòåïåí n, êîèòî îñöèëèðàò ìàêñèìàëíî
ìåæäó ±ϕ â [−1, 1]. Òàêà íàïðèìåð, àñîöèèðàíèÿò ñ ϕ(x) ≡ 1 ïîëèíîì-çìèÿ îò
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ñòåïåí n å ×åáèøåâèÿò ïîëèíîì Tn, è òîé å åêñòðåìàëíèÿò ïîëèíîì êàêòî â íå-
ðàâåíñòâîòî íà Ìàðêîâ, òàêà è â óñèëåíèÿ ìó âàðèàíò íà Äàôèí è Øåôåð, ïðè
ìíîæåñòâî îò òî÷êè íà ñðàâíÿâàíå ∆ = {ην}nν=0, ò.å. òî÷êèòå íà àëòåðíàíñ íà
Tn ìåæäó ±1. Ïîëó÷åíèòå íàïîñëåäúê ðåçóëòàòè îò Íèêîëîâ [14] è îò Íèêîëîâ
è Øàäðèí [23, 24] ïîòâúðæäàâàò òàçè õèïîòåçà çà øèðîê êëàñ îò ìàæîðàíòè,
ïîêðèâàò ïî÷òè âñè÷êè èçâåñòíè íåðàâåíñòâà îò òèï íà Ìàðêîâ ñ ìàæîðàíòè,
è ãè óñèëâàò â íåðàâåíñòâà îò òèï íà Äàôèí è Øåôåð.

2. Ñúäúðæàíèå íà äèñåðòàöèÿòà

Äèñåðòàöèÿòà ñå ñúñòîè îò óâîä è ÷åòèðè ãëàâè. Ïúðâàòà ãëàâà âúâåæäà
÷èòàòåëÿ â ïðîáëåìàòèêàòà, à âúâ âòîðàòà, òðåòàòà è ÷åòâúðòàòà ãëàâà ñå ñú-
äúðæàò îñíîâíèòå ðåçóëòàòè â äèñåðòàöèÿòà. Ùå ïðåäñòàâèì ïî-äåòàéëíî ñú-
äúðæàíèåòî íà âñÿêà îò ãëàâèòå.

Ãëàâà 1. Ïðåäâàðèòåëíè ñâåäåíèÿ

Ãëàâàòà çàïî÷âà ñ âúâåæäàíå íà íÿêîëêî ñòàíäàðòíè îçíà÷åíèÿ, êîèòî ñå
èçïîëçâàò â öÿëàòà äèñåðòàöèÿ. Ïîñëå ñà ôîðìóëèðàíè òåîðåìàòà íà áðàòÿòà
Ìàðêîâè è äâåòå òåîðåìè íà Äàôèí è Øåôåð (òåîðåìè A, B è C îò ïàðàãðàô
1), êîèòî ÿ îáîáùàâàò. Èçëîæåíî å ïúëíî äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìè B è C. Çà
öåëòà ñà ôîðìóëèðàíè è äîêàçàíè Òâúðäåíèÿ 1 è 2 è Òåîðåìà D îò ïàðàãðàô 1.

Èçëîæåíèåòî â Ãëàâà 1 ïðîäúëæàâà ñ êðàòúê êîìåíòàð íà ïîäõîäà íà Äàôèí
è Øåôåð. Î÷åðòàíà å åäíà îò ïîñîêèòå, â êîèòî ìîæå äà ñå îáîáùè íåðàâåí-
ñòâîòî íà Äàôèí è Øåôåð, à ïî-òî÷íî, ôîðìóëèðàíà å ñëåäíàòà

Çàäà÷à 1. Íåêà Q å ïîëèíîì îò ñòåïåí n, êîéòî èìà n ðàçëè÷íè íóëè â
(−1, 1). Àêî f ∈ πrn è |f | ≤ |Q| â íóëèòå íà (1 − x2)Q′(x) (ò.å. â åêñòðåìàëíèòå
òî÷êè íà Q â [−1, 1]), äà ñå äîêàæå, ÷å çà k = 1, . . . , n å èçïúëíåíî

|f (k)(x+ iy)| ≤ |Q(k)(1 + iy)|, (x, y) ∈ [−1, 1]× R.

Çà äà ìîæåì äà ïðèëîæèì ïîäõîäà íà Äàôèí è Øåôåð, ò.å. ñëåäâàéêè èäåé-
íî äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà C äà ðåøèì òàçè çàäà÷à, å íåîáõîäèìî äà íàï-
ðàâèì äâå îñíîâíè ñòúïêè:

1. Äà äîêàæåì, ÷å åêñòðåìàëíèÿò ïîëèíîì Q ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî

|Q(x+ iy)| ≤ |Q(1 + iy)| ïðè (x, y) ∈ [−1, 1]× R.

Êàêòî âå÷å áå êàçàíî ïî-ðàíî, òîâà ñâîéñòâî ùå íàðè÷àìå End-Point Do-
mination Property, è ùå ãî áåëåæèì ñúêðàòåíî ñ EPDP.

2. Äà äîêàæåì, ÷å îò f ∈ πrn è |f | ≤ |Q| â íóëèòå íà (1 − x2)Q′(x) ñëåäâà
|f ′| ≤ |Q′| â íóëèòå íà Q(x).
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Êàêòî áå ñïîìåíàòî ïî-ãîðå, â ñëó÷àÿ Q = Tn Äàôèí è Øåôåð ðåàëèçèðàò
Ñòúïêà 1, èçïîëçâàéêè ñúùåñòâåíî íÿêîè ãåîìåòðè÷íè ñâîéñòâà íà íóëèòå íà
Tn. Â ñëó÷àÿ Q 6= Tn òÿõíàòà òåõíèêà íå ðàáîòè, è òðÿáâà äà ñå èçïîëçâà äðóã
ïîäõîä. Çà ðåàëèçàöèÿòà íà Ñòúïêà 1 â ñëó÷àÿ êîãàòî Q å êëàñè÷åñêè îðòîãî-
íàëåí ïîëèíîì (íàïðèìåð ïîëèíîì íà Ãåãåíáàóåð) ùå èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà
íà Éåíñåí çà ðàçâèòèåòî â ðåä îò òèï íà Ìàêëîðåí íà êâàäðàòà íà ìîäóëà íà
ôóíêöèÿ îò êëàñà íà Ëàãåð - Ïîéà. Íåîáõîäèìèòå çà òîâà ôàêòè ñà èçëîæåíè
â ïàðàãðàô 4 íà Ãëàâà 1.

Â ïàðàãðàô 5 å îïèñàí íàêðàòêî ìåòîäúò íà Ñîíèí-Ïîéà çà èçñëåäâàíå íà
ïîâåäåíèåòî íà ðåäèöàòà îò ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà ôóíêöèè, êîèòî ñà ðå-
øåíèÿ íà õîìîãåííî îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä. Òîçè
ìåòîä ñå èçïîëçâà â ñëåäâàùèòå ãëàâè îò äèñåðòàöèÿòà, à â Ãëàâà 4 íèå ïðåä-
ëàãàìå åäíî íåãîâî îáîáùåíèå.

Çà äà íàïðàâèì Ñòúïêà 2, ùå èçïîëçâàìå äâà êðàñèâè ðåçóëòàòà îò ðàáîòàòà
íà Â. À. Ìàðêîâ. Ïúðâèÿò îò òÿõ ñå îòíàñÿ äî óíàñëåäÿâàíåòî íà ñâîéñòâîòî
ïðåïëèòàíå íà íóëèòå íà äâà àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè, èìàùè ñàìî ðåàëíè íóëè, îò
íóëèòå íà òåõíèòå ïðîèçâîäíè. Âòîðèÿò ðåçóëòàò îïèñâà ïðîèçòè÷àùèòå îò òîâà
óíàñëåäÿâàíå ïîòî÷êîâè îöåíêè çà ãîëåìèíàòà íà ïðîèçâîäíèòå íà àëãåáðè÷íè
ïîëèíîìè îò πn, âúðõó êîèòî ñà íàëîæåíè îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ìíîæåñòâî îò
n+ 1 òî÷êè îò ðåàëíàòà ïðàâà. Òåçè äâà ðåçóëòàòà íàðè÷àìå íàêðàòêî ëåìè íà
Ìàðêîâ. Òå ñà èçëîæåíè ñ äîêàçàòåëñòâà â ïàðàãðàô 6 íà Ãëàâà 1.

Ãëàâà 2. Íåðàâåíñòâî îò òèïà íà Äàôèí è Øåôåð çà ïîëèíîìèòå
íà Åðìèò

Ãëàâà 2 ñå îñíîâàâà íà ñòàòèÿòà [1]. Íåêà, êàêòî å òðàäèöèîííî, îçíà÷èì ñ Hn

n-òèÿ ïîëèíîì íà Åðìèò, è íåêà an+1 å íàé-ãîëÿìàòà íóëà íà Hn+1 . Îñíîâíèÿò
ðåçóëòàò â Ãëàâà 2 å:

Òåîðåìà 2.1 (Ã. Íèêîëîâ, À. Àëåêñàíäðîâ [1]). Ako f ∈ πrn è |f | ≤ |Hn|
â íóëèòå íà Hn+1, òîãàâà ïðè k = 1, . . . , n èìàìå

|f (k)(x+ iy)| ≤ |H(k)
n (an+1 + iy)| çà âñÿêà òî÷êà (x, y) ∈ [−an+1, an+1]× R.

Ðàâåíñòâîòî ñå äîñòèãà ñàìî àêî f = ±Hn.

Òåîðåìà 2.1 å àíàëîã íà Òåîðåìà C íà Äàôèí èØåôåð. Â òîçè àíàëîã ðîëÿòà
íà ïîëèíîìà íà ×åáèøîâ Tn ñå èçïúëíÿâà îò ïîëèíîìà íà Åðìèò Hn, òî÷êèòå
çà ñðàâíÿâàíå ñà âå÷å íå åêñòðåìàëíèòå òî÷êè íà Tn â [−1, 1], à íóëèòå íà Hn+1,
è, íàêðàÿ, èíòåðâàëúò [−1, 1] å çàìåíåí ñ [−an+1, an+1] .

Çà äà äîêàæåì Òåîðåìà 2.1, ôîðìóëèðàìå è äîêàçâàìå àíàëîçè íà Òâúðäå-
íèå 1 è Òâúðäåíèå 2 îò Ãëàâà 1, ñëåä êîåòî ïðèëàãàìå Òåîðåìà D îò ñúùàòà
ãëàâà. Òåçè àíàëîçè ñà:
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Òâúðäåíèå 1′. Àêî f ∈ πn è |f | ≤ |Hn| â íóëèòå íà Hn+1, òî |f ′| ≤ |H ′n| â
íóëèòå íà Hn. Ðàâåíñòâîòî |f ′| = |H ′n| ñå äîñòèãà â íÿêîÿ íóëà íà Hn òîãàâà è
ñàìî òîãàâà êîãàòî f = γHn, êúäåòî γ ∈ C è |γ| = 1.

Òâúðäåíèå 2′. Ïîëèíîìúò íà Åðìèò Hn(x) óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâîòî

|Hn(x+ iy)| ≤ |Hn(an+1 + iy)| çà âñÿêà òî÷êà (x, y) ∈ [−an+1, an+1]× R.

Òâúðäåíèå 1′ äîêàçâàìå ñ ïîìîùòà íà âòîðàòà ëåìà íà Âëàäèìèð Ìàðêîâ.
Äîêàçàòåëñòâîòî íà Òâúðäåíèå 2′ èçïîëçâà ôîðìóëàòà íà Éåíñåí. Îñíîâíà ðîëÿ
â äîêàçàòåëñòâîòî íà Òâúðäåíèå 2′ èãðàå ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2 (Ã. Íèêîëîâ, À. Àëåêñàíäðîâ [1]). Çà k = 1, . . . , n − 1,
ôóíêöèÿòà Lk(Hn;x) å ñòðîãî ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà â (−∞, 0] è ñòðîãî ìîíî-
òîííî ðàñòÿùà â [0,+∞).

Íåêà îòáåëåæèì, ÷å òâúðäåíèåòî íà Òåîðåìà 2.2 å äîðè ïî-ñèëíî îò íåîá-
õîäèìîòî íè çà óñòàíîâÿâàíå íà Òâúðäåíèå 2′. Äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 2.2
ñå èçâúðøâà ñ èíäóêöèÿ ïî îòíîøåíèå íà k è å òåõíè÷åñêè íàé-ñëîæíàòà ÷àñò
â Ãëàâà 2. Èíäóêòèâíàòà ñòúïêà îò k êúì k + 1 ñå îñúùåñòâÿâà ñ ïîìîùòà íà
ñëåäíîòî

Òúæäåñòâî 1.

2n(k + 1)L′k+1(Hn;x) = 2(k + 1)xLk+1(H
′
n;x) + L′k(H

′
n;x).

Íà ñâîé ðåä, çà äîêàçâàíåòî íà Òúæäåñòâî 1 ñå èçïîëçâàò äðóãè 3 òúæäåñòâà
(Òúæäåñòâà 2, 3 è 4). Äîêàçàòåëñòâàòà èì ñà àëãåáðè÷íè ïî ñâîÿ õàðàêòåð è
èçïîëçâàò èçïîëçâàò ñïåöèôè÷íè ñâîéñòâà íà ïîëèíîìèòå íà Åðìèò, êàòî íà-
ïðèìåð äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå, êîåòî óäîâëåòâîðÿâà Hn.

Ãëàâà 3. Õèïîòåçà íà Ïàòðèê è íåèí óñèëåí âàðèàíò çà ïîëèíîìèòå
íà Ãåãåíáàóåð.

Ãëàâà 3 ñå îñíîâàâà íà ñòàòèÿòà [22], è â íåÿ ñå äîêàçâà óñèëåíàòà õèïîòåçà
íà Ì. Ïàòðèê, èçêàçàíà îò Ã. Íèêîëîâ â [18] è ôîðìóëèðàíà â ïàðàãðàô 1 íà
òàçè ãëàâà.

Çà ïúëíîòà íà èçëîæåíèåòî, â íà÷àëîòî íà Ãëàâà 3 ñå èçëàãàò ñ äîêàçàòåëñòâà
âñè÷êè ñâîéñòâà íà ïîëèíîìèòå íà ßêîáè, êîèòî ùå íè òðÿáâàò â Ãëàâà 4, è êàòî
÷àñòåí ñëó÷àé îò òÿõ ñà èçâåäåíè íóæíèòå çà Ãëàâà 3 ñâîéñòâà íà ïîëèíîìèòå
íà Ãåãåíáàóåð.

Íåêà, êàêòî å òðàäèöèîííî, îçíà÷èì ñ P (λ)
n n-òèÿ ïîëèíîì íà Ãåãåíáàóåð.

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â Ãëàâà 3 å ñëåäíàòà:
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Òåîðåìà 3.1 (Ã. Íèêîëîâ, À. Àëåêñàíäðîâ [22]). Óñèëåíàòà õèïîòåçà

íà Ïàòðèê çà óëòðàñôåðè÷íèòå ïîëèíîìè å âÿðíà. Ñ äðóãè äóìè, àêî y = P
(λ)
n ,

êúäåòî λ > −1/2 è n ∈ N, n ≥ 2, òî Lk(y;x) å ñòðîãî ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà â
(−∞, 0] è ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà â [0,∞) çà k = 1, . . . , n− 1.

Òåîðåìà 3.1 ñå äîêàçâà ñ èíäóêöèÿ ïî k. Èíäóêòèâíàòà ñòúïêà îò k êúì k+1
ñå îñúùåñòâÿâà ñ ïîìîùòà íà òúæäåñòâîòî, äàäåíî îò ñëåäíaòa:

Ëåìà 3.7. Íåêà y = P
(λ)
n è A = 2λ+ 1 , B = n(n+ 2λ) . Òîãàâà

B(k + 1)L′k+1(y;x) = 2xLk(y
′′;x) +

A

2
L′k(y

′;x) + A(k + 1)xLk+1(y
′;x) .

Äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 3.7 å òåõíè÷åñêè íàé-ñëîæíàòà ÷àñò â Ãëàâà 3, òî
ìèíàâà ïðåç äâå äðóãè òåõíè÷åñêè ëåìè - Ëåìà 3.5 è Ëåìà 3.6.

Íåêà îòáåëåæèì, ÷å îò Òåîðåìà 3.1 è èçâåñòíèÿ ôàêò

max
x∈[−1,1]

|P (λ)
n (x)| = P (λ)

n (1) = |P (λ)
n (−1)| ïðè λ ≥ 0,

÷èåòî äîêàçàòåëñòâî å äàäåíî â íà÷àëîòî íà Ãëàâàòà (Ëåìà 3.4), ïîëó÷àâàìå
àëòåðíàòèâíî äîêàçàòåëñòâî íà âàæíàòà Òåîðåìà E, äîêàçàíà îò Íèêîëîâ â [18].

Ãëàâà 4. Äîêàçàòåëñòâî íà õèïîòåçàòà íà Ïàòðèê è íà óñèëåíàòà
õèïîòåçà íà Ïàòðèê çà ïîëèíîìèòå íà ßêîáè.

Òàçè ãëàâà ñå îñíîâàâà íà ñòàòèÿòà [2]. Îñíîâíèòå ðåçóëòàòè â íåÿ ñå äàâàò
îò ñëåäíèòå äâå òåîðåìè:

Òåîðåìà 4.1 (Ã. Íèêîëîâ, Õ. Äèòåðò, Â. Ïèëâåéí, À. Àëåêñàíäðîâ).

Õèïîòåçàòà íà Ïàòðèê å âÿðíà. Ñ äðóãè äóìè, àêî P = P
(α,β)
n å n-òèÿ ïîëèíîì

íà ßêîáè, êúäåòî α ≥ β > −1, òî çà k = 1, 2, . . . , n, èìàìå

max
x∈[0,1]

Lk(P ;x) = Lk(P ; 1) .

Òåîðåìà 4.2 (Ã. Íèêîëîâ, Õ. Äèòåðò, Â. Ïèëâåéí, À. Àëåêñàíäðîâ).

Óñèëåíàòà õèïîòåçà íà Ïàòðèê å âÿðíà. Ñ äðóãè äóìè, àêî P = P
(α,β)
n å n-òèÿ

ïîëèíîì íà ßêîáè, êúäåòî n ≥ 2 è α ≥ β > −1, òî çà k = 1, . . . , n − 1, èìàìå,
÷å Lk(P ;x) å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà ôóíêöèÿ â [0,∞).

Äà îòáåëåæèì, ÷å Ln(P ;x) = const ñúùî ìîæå äà ñå èíòåðïðåòèðà êàòî
ðàñòÿùà (íåñòðîãî) ôóíêöèÿ â [0,∞).

Ðàçáèðà ñå, Òåîðåìà 4.1 ñëåäâà îò Òåîðåìà 4.2. Íî äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåî-
ðåìà 4.1 å çíà÷èòåëíî ïî-ïðîñòî è çàòîâà å èçëîæåíî îòäåëíî.

Ïðè ôîðìóëèðîâêàòà íà ðåçóëòàòèòå â Ãëàâà 4 èçïîëçâàìå îçíà÷åíèÿòà

A = α + β + 2 , B = n(n+ α + β + 1) , C = α− β .
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Òåçè âåëè÷èíè ó÷àñòâóâàò êàòî êîåôèöèåíòè â îáèêíîâåíîòî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä, êîåòî óäîâëåòâîðÿâà P (α,β)

n .

Êëþ÷îâà ðîëÿ â äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìè 4.1 è 4.2 èìà ñëåäíàòà

Ëåìà 4.3. Íåêà P = P
(α,β)
n . Òîãàâà

B(k + 1)L′k+1(P ;x) = 2xLk(P
′′;x) +

A

2
L′k(P

′;x) + (k + 1)(Ax+ C)Lk+1(P
′;x).

Äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 4.3 å äîñòà äúëãî è ìèíàâà ïðåç äâå äðóãè òåõíè-
÷åñêè ëåìè � Ëåìà 4.1 è Ëåìà 4.2.

Âàæíà ðîëÿ â äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 4.1 èìà è òúæäåñòâîòî, äàäåíî
îò

Ëåìà 4.4. Íåêà P = P
(α,β)
n . Òîãàâà

(1−x2)L′k(P ′;x)+BL′k(P ;x)−2
[
(A+ 2k)x+C

]
Lk(P

′;x)+L′k−1(P
′;x)=0.

Òåîðåìà 4.1 ìîæå äà ñå èíòåðïðåòèðà êàòî îáîáùåíèå íà ìåòîäà íà Ñîíèí-
Ïîéà çà ïîëèíîìèòå íà ßêîáè. Ñëó÷àÿò k = n å ÿñåí, çàùîòî Ln(P ;x) = const.
Çà äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà ïðè k ∈ {1, . . . , n− 1} âúâåæäàìå ïîìîùíàòà
ôóíêöèÿ

Fk(x) := Lk(P ;x) +
A(1− x2)
(A+ 2k)B

Lk(P
′;x) ,

êúäåòî P = P
(α,β)
n èA > 0,B > 0 ñà êîåôèöèåíòè â äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå,

êîåòî ñå óäîâëåòâîðÿâà îò P (α,β)
n . Äà îòáåëåæèì, ÷å ñúãëàñíî íåðàâåíñòâàòà íà

Éåíñåí, èçïúëíåíî å Lk(P ′;x) > 0. Ñ ïîìîùòà íà Ëåìè 4.3 è 4.4 äîêàçâàìå, ÷å

F ′k(x) ≥ 0 çà x ≥ 0 ,

è çíà÷è Fk(x) å ðàñòÿùà ôóíêöèÿ â [0,∞). Òåîðåìà 4.1 ñëåäâà âåäíàãà îò:

max
x∈[0,1]

Lk(P ;x) ≤ max
x∈[0,1]

Fk(x) = Fk(1) = Lk(P ; 1) .

Ñòðóâà ñè äà ñå îòáåëåæè, ÷å ïðè k = 0 ôóíêöèÿòà Fk(P ;x) ñå ðåäóöèðà äo
ôóíêöèÿòà

F0(P ;x) = P 2(x) +
1− x2

B

[
P ′(x)

]2
,

èíòåðïîëèðàùà L0(P ;x) = P 2(x) â òî÷êèòå ìó íà ëîêàëåí ìàêñèìóì â èíòåð-
âàëà [−1, 1] è èçïîëçâàíà â ìåòîäà íà Ñîíèí-Ïîéà çà îïèñâàíå ïîâåäåíèåòî íà
ðåäèöàòà îò ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà ïîëèíîìèòå íà ßêîáè. Ñ äðóãè äóìè,
çà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 4.1 íèå ïîëó÷àâàìå îáîáùåíèå íà ìåòîäà íà
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Ñîíèí-Ïîéà, ïðèëàãàéêè ãî êúì âñè÷êè ôóíêöèè�êîåôèöèåíòè {Lk(P ; ·)}nk=1 â
ðàçâèòèåòî íà |P (x + i y)|2 ïî ÷åòíèòå ñòåïåíè íà y îò ôîðìóëàòà íà Éåíñåí.
Êëàñè÷åñêîòî ïðèëîæåíèå íà ìåòîäà íà Ñîíèí-Ïîéà ñå îòíàñÿ çà ñëó÷àÿ k = 0.

Çà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 4.2 å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì íåðàâåíñòâîòî

L′k(P ;x) ≥ 0 çà x ∈ [0, 1), êúäåòî P = P (α,β)
n è α ≥ β > −1 .

Òîâà íåðàâåíñòâî äîêàçâàìå ñ èíäóêöèÿ ïî k, êàòî èíäóêòèâíàòà ñòúïêà îò k
êúì k + 1 ïðàâèì ñ ïîìîùòà íà Ëåìà 4.3. Çà äîêàçàòåëñòâîòî íà îñíîâàòà íà
èíäóêöèÿòà, îçíà÷àâàìå

g(α,β)n (x) := L′1(P ;x) = P ′(x)P ′′(x)− P (x)P ′′′(x) , P = P (α,β)
n .

Çà ôóíêöèÿòà g(α,β)n äîêàçâàìå ñëåäíèòå äâå ëåìè, êîèòî, ïî íàøå ìíåíèå,
èìàò è ñàìîñòîÿòåëíî çíà÷åíèå:

Ëåìà 4.5. Íåêà n ≥ 3 è α ≥ β > −1. Àêî x = t ∈ (0, 1) å òî÷êà íà ëîêàëåí

åêñòðåìóì íà g
(α,β)
n , òî g

(α,β)
n (t) > 0.

Ëåìà 4.6. Àêî α ≥ β > −1 è n ∈ N, òî g(α,β)n (0) ≥ 0 .
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1. Ïðåäâàðèòåëíè ñâåäåíèÿ

Â íà÷àëîòî ùå âúâåäåì íÿêîëêî ñòàíäàðòíè îçíà÷åíèÿ, êîèòî èçïîëçâàìå â
öÿëàòà äèñåðòàöèÿ.

Ñ πn ùå îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî íà àëãåáðè÷íèòå ïîëèíîìè îò ñòåïåí ïî-
ìàëêà èëè ðàâíà íà n ñ êîìïëåêñíè êîåôèöèåíòè. Ñ πrn ùå îçíà÷àâàìå ïîäìíî-
æåñòâîòî íà πn, ñúñòîÿùî ñå îò ïîëèíîìèòå ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè.

Ñ ‖ · ‖ ùå îçíà÷àâàìå ðàâíîìåðíàòà íîðìà â [−1, 1], ò.å.

‖f‖ := sup{|f(x)| : x ∈ [−1, 1]}.

Ñ Tn(x) ùå îçíà÷àâàìå n-òèÿ ïîëèíîì íà ×åáèøîâ îò ïúðâè ðîä; äà ïðèïîì-
íèì, ÷å Tn(x) = cos (n arccos x), x ∈ [−1, 1]. Íóëèòå è òî÷êèòå íà ëîêàëåí åê-
ñòðåìóì íà Tn(x) ùå îçíà÷àâàìå ñúîòâåòíî ñ {ξν}nν=1 è {ην}nν=0; íàïîìíÿìå, ÷å
ξν = cos (2ν−1)π

2n
è ην = cos νπ

n
.

1. Íåðàâåíñòâî íà áðàòÿòà Ìàðêîâè è îáîáùåíèåòî ìó, äàäåíî îò
Äàôèí è Øåôåð.

Åäíî îò íàé-âàæíèòå íåðàâåíñòâà çà àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè ñå ñúäúðæà â
ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà A (À.À. Ìàðêîâ, Â.A. Ìàðêîâ). Àêî f ∈ πn è ‖f‖ ≤ 1, òîãàâà
çà k = 1, . . . , n å èçïúëíåíî

‖f (k)‖ ≤ ‖T (k)
n ‖ (= T (k)

n (1)).

Ðàâåíñòâî â òîâà íåðàâåíñòâî èìàìå òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî f = γTn, êú-
äåòî γ ∈ C è |γ| = 1.

Çàáåëåæêà 1.1. Òî÷íàòà ñòîéíîñò íà ‖T (k)
n ‖ å

‖T (k)
n ‖ = T (k)

n (1) =
n2(n2 − 12) . . . (n2 − (k − 1)2)

(2k − 1)!!
.
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Ñëó÷àÿò k = 1 íà Òåîðåìà À å äîêàçàí ïðåç 1889 ãîäèíà îò èçâåñòíèÿ ðóñêè
ìàòåìàòèê Àíäðåé Àíäðååâè÷ Ìàðêîâ [8], à îáùèÿò ñëó÷àé å äîêàçàí ïðåç 1892
ãîäèíà îò íåãîâèÿ ïî-ìàëúê áðàò Âëàäèìèð Àíäðååâè÷ Ìàðêîâ [9].

Ïðåç 1941 ãîäèíà àìåðèêàíñêèòå ìàòåìàòèöè Ðè÷àðä Äàôèí è Àëáåðò Øå-
ôåð íàìèðàò êðàñèâî îáîáùåíèå íà Òåîðåìà À [5]:

Òåîðåìà B (Ð. Äàôèí, A. Øåôåð). Àêî f ∈ πn óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåí-
ñòâàòà

|f(ην)| ≤ 1 çà ν = 0, . . . , n,

òîãàâà
‖f (k)‖ ≤ ‖T (k)

n ‖ çà k = 1, . . . , n.

Ðàâåíñòâî èìàìå òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî f = γTn, êúäåòî γ ∈ C è |γ| = 1.

ßñíî å, ÷å Òåîðåìà A ñå ïîëó÷àâà êàòî ñëåäñòâèå îò Òåîðåìà B. Çà ïîëèíîìè
ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè Äàôèí è Øåôåð äîêàçâàò äîðè íåùî ïîâå÷å:

Òåîðåìà C (Ð. Äàôèí, À. Øåôåð). Àêî f ∈ πrn óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåí-
ñòâàòà

|f(ην)| ≤ 1 çà ν = 0, . . . , n,

òîãàâà çà k = 1, . . . , n,

|f (k)(x+ iy)| ≤ |T (k)
n (1 + iy)| ïðè (x, y) ∈ [−1, 1]× R.

Ðàâåíñòâî èìàìå òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî f = ±Tn.

2. Äîêàçàòåëñòâî íà ðåçóëòàòà íà Äàôèí è Øåôåð.

Ùå ïðåäñòàâèì äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìè B è C, ñëåäâàéêè èäåÿòà íà Äà-
ôèí èØåôåð. Îñâåí, ÷å äîêàçàòåëñòâîòî å ïîó÷èòåëíî ñàìî ïî ñåáå ñè, íåãîâîòî
ïðîñëåäÿâàíå èìà çà öåë äà ïîäãîòâè ÷èòàòåëÿ çà îñíîâíàòà ÷àñò íà äèñåðòà-
öèÿòà.

Ùå ïîñòúïèì òàêà:

1. Ùå ôîðìóëèðàìå òðè ðåçóëòàòà: Òâúðäåíèå 1, Òâúðäåíèå 2 è Òåîðåìà D.

2. Ùå ïîêàæåì êàê îò òÿõ ñëåäâàò Òåîðåìè B è C.

3. Ùå äàäåì äîêàçàòåëñòâàòà íà Òâúðäåíèå 1, Òâúðäåíèå 2 è Òåîðåìà D.

Òâúðäåíèå 1. Àêî f ∈ πn óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâàòà |f(ην)| ≤ |Tn(ην)|,
ν = 0, . . . , n, òî

|f ′(ξν)| ≤ |T ′n(ξν)| çà ν = 1, . . . , n.

Ðàâåíñòâî èìàìå òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî f = γTn, êúäåòî γ ∈ C è |γ| = 1.

Òâúðäåíèå 2. Ïîëèíîìúò íà ×åáèøîâ Tn(x) óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâîòî

|Tn(x+ iy)| ≤ |Tn(1 + iy)| çà âñåêè (x, y) ∈ [−1, 1]× R.
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Òåîðåìà D (Ð. Äàôèí, À. Øåôåð). Íåêà ñà äàäåíè a < b, àëãåáðè÷åí
ïîëèíîì g(z) = c(z − x1) · · · (z − xn), êúäåòî c, x1, . . . , xn ∈ R, c 6= 0, x1 < x2 <
· · · < xn < b, è íåêà

|g(x+ iy)| ≤ |g(b+ iy)|, (x, y) ∈ [a, b]× R .

Àêî f ∈ πrn óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâîòî |f ′(x)| ≤ |g′(x)| â íóëèòå íà g, òîãàâà
çà k = 1, . . . , n å èçïúëíåíî

|f (k)(x+ iy)| ≤ |g(k)(b+ iy)|, (x, y) ∈ [a, b]× R .

Íåêà îòáåëåæèì, ÷å îò Òâúðäåíèå 2 è Òåîðåìà D ïðèëîæåíà ñ f = g = Tn è
a = −1, b = 1, y = 0 ñëåäâà

∥∥T (k)
n

∥∥ = T
(k)
n (1).

Ñëåäñòâèå îò Òåîðåìà D. Àêî â Òåîðåìà D ïðåäïîëîæèì, ÷å f(x) èìà
íå ðåàëíè, à êîìïëåêñíè êîåôèöèåíòè, òî òîãàâà ùå ñà èçïúëíåíè ïî-ñëàáèòå
íåðàâåíñòâà

|f (k)(x)| ≤ |g(k)(b)|, x ∈ [a, b], k = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëñòâî íà ñëåäñòâèåòî: Èíòåðïîëàöèîííàòà ôîðìóëà íà Ëàãðàíæ
çà ïîëèíîìà f ′ ñ âúçëè x1, . . . , xn íè äàâà ïðåäñòàâÿíåòî

f ′(x) =
n∑
ν=1

δν
g(x)

x− xν
,

êúäåòî

δν =
f ′(xν)

g′(xν)
, è |δν | ≤ 1, ν = 1, . . . , n.

Îòòóê, ñëåä k − 1 êðàòíî äèôåðåíöèðàíå ïîëó÷àâàìå

f (k)(x) =
n∑
ν=1

δν

( g(x)

x− xν

)(k−1)
.

Çà ôèêñèðàíî x ∈ [a, b], î÷åâèäíî |f (k)(x)| ùå äîñòèãíå ìàêñèìàëíà ñòîéíîñò
ïðè δν = ±1, ν = 1, . . . , n (ñ ïîäõîäÿùî ïîäáðàíè çíàöè). Íî òîãàâà f(x) ùå å
ïîëèíîì ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè, è ïî Òåîðåìà D ùå èìàìå |f (k)(x)| ≤ |g(k)(b)| çà
x ∈ [a, b] è k = 1, . . . , n. �

Íåêà ñåãà â Òåîðåìà D èçáåðåì a = −1, b = 1 è g = Tn (ìîæåì äà íàïðà-
âèì òîâà ñúãëàñíî Òâúðäåíèå 2). ßñíî å òîãàâà, ÷å Òåîðåìà B ñëåäâà âåäíàãà
îò Òâúðäåíèå 1 è ñëåäñòâèåòî îò Òåîðåìà D, à Òåîðåìà C ñëåäâà âåäíàãà îò
Òâúðäåíèå 1 è Òåîðåìà D.
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È òàêà, çà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìè B è C å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì
Òâúðäåíèå 1, Òâúðäåíèå 2 è Òåîðåìà D.

Äîêàçàòåëñòâî íà Òâúðäåíèå 1: Ïúðâî äà ïðèïîìíèì, ÷å Tn(x) óäîâëåòâî-
ðÿâà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå

(1− x2)T ′′n (x)− xT ′n(x) + n2Tn(x) = 0 . (1.1)

Íàèñòèíà, îò ïðåäñòàâÿíåòî Tn(x) = cos (n arccosx), x ∈ [−1, 1] , ëåñíî ñëåäâà
òúæäåñòâîòî (1 − x2)[T ′n(x)]2 = −n2(T 2

n(x) − 1). Îòòóê, ñëåä äèôåðåíöèðàíå,
ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî 2(1 − x2))T ′n(x)T ′′n (x) − 2x[T ′n(x)]2 = −2n2Tn(x)T ′n(x), è
çà äà äîñòèãíåì äî (1.1), îñòàâà äà ðàçäåëèì äâåòå ñòðàíè íà 2T ′n(x).)

Ïðèñòúïâàéêè êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà Òâúðäåíèå 1, äà âúâåäåì ïîëèíîìà

ψ(x) = (1− x2)T ′n(x) = −n 2n−1
n∏
ν=0

(x− ην).

(Íàïîìíÿìå, ÷å, ñúãëàñíî óãîâîðêàòà â ñàìîòî íà÷àëî íà òàçè ãëàâà, ñ ην ,
ν = 0, 1, . . . , n, îçíà÷àâàìå òî÷êèòå íà ëîêàëåí åêñòðåìóì íà Tn(x) â [−1, 1].) Àêî
f(x) å ïîëèíîìúò îò óñëîâèåòî íà Òâúðäåíèå 1, îò èíòåðïîëàöèîííàòà ôîðìóëà
íà Ëàãðàíæ ñ âúçëè η0, η1, ..., ηn èìàìå

f(x) =
n∑
ν=0

f(ην)

ψ′(ην)

ψ(x)

x− ην
,

è îò òóê, ñëåä äèôåðåíöèðàíå, ïîëó÷àâàìå

f ′(x) =
n∑
ν=0

f(ην)

ψ′(ην)

ψ′(x)(x− ην)− ψ(x)

(x− ην)2
.

Àêî x å íóëà íà Tn, òîãàâà, ïðåäâèä (1.1), èìàìå

ψ′(x) = (1− x2)T ′′n (x)− 2xT ′n(x) = −xT ′n(x)− n2Tn(x) = −xT ′n(x) ,

è îò òóê

ψ′(x)(x− ην)− ψ(x) = −xT ′n(x)(x− ην)− (1− x2)T ′n(x) = −(1− xην)T ′n(x).

Ñëåäîâàòåëíî, àêî x å íóëà íà Tn, èìàìå

f ′(x) = −T ′n(x)
n∑
ν=0

f(ην)

ψ′(ην)

1− ηνx
(x− ην)2

. (1.2)

Â ÷àñòíîñò, ïðè f = Tn è x - íóëà íà Tn ïîëó÷àâàìå

T ′n(x) = −T ′n(x)
n∑
ν=0

Tn(ην)

ψ′(ην)

1− ηνx
(x− ην)2

. (1.3)
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×èñëàòà Tn(ην) = (−1)ν è ψ′(ην) àëòåðíàòèâíî ñè ñìåíÿò çíàêà êîãàòî ν ïðîáÿã-
âà ìíîæåñòâîòî îò èíäåêñè {0, 1, . . . , n}, çàòîâà â ñóìàòà â äÿñíàòà ñòðàíà íà
(1.3) âñè÷êè ñúáèðàåìè èìàò åäèí è ñúù çíàê. Ñëåäîâàòåëíî, àêî x å íóëà íà
Tn , îò (1.3) èìàìå

|T ′n(x)| = |T ′n(x)| ·

∣∣∣∣∣
n∑
ν=0

Tn(ην)

ψ′(ην)

1− ηνx
(x− ην)2

∣∣∣∣∣ = |T ′n(x)| ·
n∑
ν=0

1

|ψ′(ην)|
1− ηνx

(x− ην)2
. (1.4)

Çà äà çàâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî íà Òâúðäåíèå 1, îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å îò
(1.2), (1.4) è íåðàâåíñòâàòà |f(ην)| ≤ |Tn(ην)| = 1, ν = 0, . . . , n (èçïúëíåíè ïî
óñëîâèå) ñëåäâà, ÷å àêî x å íóëà íà Tn, òîãàâà

|f ′(x)| ≤ |T ′n(x)|
n∑
ν=0

∣∣∣∣ f(ην)

ψ′(ην)

∣∣∣∣ 1− ηνx
(x− ην)2

≤ |T ′n(x)|
n∑
ν=0

1

|ψ′(ην)|
1− ηνx

(x− ην)2
= |T ′n(x)|.

Ðàâåíñòâîòî |f ′(x)| = |T ′n(x)|, x - íóëà íà Tn, ùå å èçïúëíåíî òîãàâà è ñàìî
òîãàâà êîãàòî |f(ην)| = 1 çà ν = 0, . . . , n, è â íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà
èìàìå ðàâåíñòâî, ò.å. ñàìî ïðè f = γTn, êúäåòî γ ∈ C è |γ| = 1. �

Äîêàçàòåëñòâî íà Òâúðäåíèå 2: Ïúðâî ùå ôîðìóëèðàìå è äîêàæåì åäíî
ïîìîùíî òâúðäåíèå.

Ëåìà 1.1. Íåêà α1, α2, . . . , α2n ñà íåîòðèöàòåëíè ÷èñëà, à α′1, α
′
2, . . . , α

′
2n å

òÿõíà ïåðìóòàöèÿ, çà êîÿòî α′1 ≥ α′2 ≥ · · · ≥ α′2n−1 ≥ α′2n ≥ 0. Òîãàâà çà âñÿêî
t ≥ 0 å èçïúëíåíî

(α1α2 + t)(α3α4 + t) · · · (α2n−1α2n + t) ≤ (α′1α
′
2 + t)(α′3α

′
4 + t) · · · (α′2n−1α′2n + t).

Äîêàçàòåëñòâî íà Ëåìà 1.1: Äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâåäåíèåòî íà äâà ìíîæè-
òåëÿ: (α1α2 + t)(α3α4 + t). Àêî α1 è α3 ñà íàé-ãîëåìèòå îò ÷èñëàòà α1, α2, α3, α4,
òîãàâà

(α1α3 + t)(α2α4 + t)− (α1α2 + t)(α3α4 + t) = (α1α3 + α2α4)t− (α1α2 + α3α4)t

= (α1 − α4)(α3 − α2)t ≥ 0.

Òàêà ñ ïîñëåäîâàòåëíè ïðåíàðåæäàíèÿ óñòàíîâÿâàìå, ÷å íàé-ãîëÿìî ïðîèç-
âåäåíèå ñå ïîëó÷àâà, êîãàòî ÷èñëàòà α1, α2, . . . , α2n−1, α2n ñà ïîäðåäåíè ïî ãîëå-
ìèíà â íàìàëÿâàù ðåä. �

Ñåãà äà ñå âúðíåì êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà Òâúðäåíèå 2.
Íåêà c = 2n−1 è θν = (2ν−1)π

2n
, ν = 1, . . . , n; òîãàâà íóëèòå íà Tn ñà ξν = cos θν ,

ν = 1, . . . , n. Èìàìå

|Tn(x+ iy)|2 = c2
n∏
ν=1

[(x− cos θν)
2 + y2].
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Íåêà x = cos θ (òúé êàòî â óñëîâèåòî íà Òâúðäåíèå 2 x ∈ [−1, 1], ìîæåì äà
íàïðàâèì òàêîâà ïîëàãàíå). Òîãàâà

|Tn(x+ iy)|2 = c2
n∏
ν=1

[(cos θ − cos θν)
2 + y2]

= c2
n∏
ν=1

[1

4
|eiθ − eiθν |2|eiθ − e−iθν |2 + y2

]
.

Çà äà ïîëó÷èì ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî, èçïîëçâàõìå òúæäåñòâàòà

|eiθ − eiθν |2 = |ei
θ+θν

2 (ei
θ−θν

2 − e−i
θ−θν

2 )|2

= |ei
θ−θν

2 − e−i
θ−θν

2 |2

=
∣∣∣2i sin θ − θν

2

∣∣∣2 = 4 sin 2 θ − θν
2

,

|eiθ − e−iθν |2 = |ei
θ−θν

2 (ei
θ+θν

2 − e−i
θ+θν

2 )|2

= |ei
θ+θν

2 − e−i
θ+θν

2 |2

=
∣∣∣2i sin θ + θν

2

∣∣∣2 = 4 sin 2 θ + θν
2

,

4 sin 2 θ − θν
2

4 sin 2 θ + θν
2

= 4 (cos θ − cos θν)
2 .

Ãåîìåòðè÷íî, òî÷êèòå e±iθν , ν = 1, . . . , n, çàäàâàò âúðõîâåòå íà ïðàâèëåí 2n-
úãúëíèê, âïèñàí â åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò â C ñ öåíòúð íà÷àëîòî, à eiθ å ñúùî
òî÷êà îò òàçè îêðúæíîñò. ×èñëàòà |eiθ − e±iθν |, ν = 1, . . . , n ñà äúëæèíèòå íà
õîðäèòå, ñâúðçâàùè eiθ ñ âúðõîâåòå íà ïðàâèëíèÿ 2n-úãúëíèê. Èçìåíÿíå íà θ ñ
öåëî÷èñëåíî êðàòíî íà π

n
ïðîìåíÿ õîðäèòå, íî ìíîæåñòâîòî îò äúëæèíèòå èì

îñòàâà íåïðîìåíåíî.
Äà èçáåðåì φ ∈ [− π

2n
, π
2n

] òàêîâà, ÷å θ ≡ φ ( mod π
n
). Íåêà, çà îïðåäåëåíîñò,

φ ∈ [0, π
2n

] (â ñëó÷àÿ φ ∈ [− π
2n
, 0) ñå ðàçñúæäàâà íàïúëíî àíàëîãè÷íî). Àêî

x∗ = cosφ, òîãàâà

|Tn(x∗ + iy)|2 = c2
n∏
ν=1

[1

4
|eiφ − eiθν |2|eiφ − e−iθν |2 + y2

]
è ïîïàäàìå â ñèòóàöèÿòà íà Ëåìà 1.1 ñ t = y2 è

α2ν−1 =
1

2
|eiθ − eiθν |2, α2ν =

1

2
|eiθ − e−iθν |2, ν = 1, . . . , n.

Ïðè òàêà èçáðàíîòî x∗, çà êâàäðàòèòå îò äúëæèíèòå íà õîðäèòå ñâúðçâàùè x∗

ñ âúðõîâåòå íà ïðàâèëíèÿ 2n-úãúëíèê ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

0 ≤ |eiφ − eiθ1|2 ≤ |eiφ − e−iθ1 |2 ≤ · · · ≤ |eiφ − eiθn|2 ≤ |eiφ − e−iθn|2,
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è ñúãëàñíî Ëåìà 1.1, èìàìå

|Tn(x+ iy)|2 ≤ |Tn(x∗ + iy)|2.

Îñâåí òîâà, x∗ = cosφ ≥ cos θ1 = ξ1, êúäåòî ξ1 å íàé-ãîëÿìàòà íóëà íà Tn , òàêà
÷å

|x∗ + iy − cos θν | ≤ |1 + iy − cos θν |, ν = 1, . . . , n .

Îò òóê,

|Tn(x∗+ iy)|2 = 4n−1
n∏
ν=1

|x∗+ iy−cos θν |2 ≤ 4n−1
n∏
ν=1

|1+ iy−cos θν |2 ≤ |Tn(1+ iy)|2.

Â êðàéíà ñìåòêà, ïîëó÷èõìå

|Tn(x+ iy)|2 ≤ |Tn(x∗ + iy)|2 ≤ |Tn(1 + iy)|2,

îòêúäåòî ñëåäâà è Òâúðäåíèå 2:

|Tn(x+ iy)| ≤ |Tn(1 + iy)|.

�

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìà D: Ïúðâî ùå ôîðìóëèðàìå è äîêàæåì åäíî
ïîìîùíî òâúðäåíèå.

Ëåìà 1.2. Íåêà g(x) = c(x − x1) · · · (x − xn), êúäåòî c, x1, . . . , xn ∈ R, c 6= 0
è x1 < x2 < · · · < xn. Íåêà f ∈ πn è |f ′(x)| ≤ |g′(x)| â íóëèòå íà g(x). Òîãàâà çà
âñÿêî k ∈ {1, . . . , n} å èçïúëíåíî |f (k)(x)| ≤ |g(k)(x)| â íóëèòå íà g(k−1)(x).

Äîêàçàòåëñòâî íà Ëåìà 1.2: Ùå ïðèëîæèì èíäóêöèÿ ïî k. Òâúðäåíèåòî å
âÿðíî ïðè k = 1, êàêòî ñëåäâà îò ñàìîòî óñëîâèå íà Ëåìà 1.2. Ñ òîâà ïîëîæèõ-
ìå îñíîâàòà íà èíäóêöèÿòà. Çà äà íàïðàâèì èíäóêöèîííàòà ñòúïêà, ïúðâî ùå
äîêàæåì, ÷å |f ′′(x)| ≤ |g′′(x)| â íóëèòå íà g′(x).

Îò èíòåðïîëàöèîííàòà ôîðìóëà íà Ëàãðàíæ ñ âúçëè x1, . . . , xn èìàìå

f ′(x) =
n∑
ν=1

f ′(xν)

g′(xν)

g(x)

x− xν
,

è ñëåäîâàòåëíî
f ′(x)

g(x)
=

n∑
ν=1

δν
1

x− xν
, δν =

f ′(xν)

g′(xν)
.

Ñïîðåä óñëîâèåòî íà Ëåìà 1.2, èìàìå |δν | ≤ 1 çà ν = 1, . . . , n . Äèôåðåíöèðàéêè
ïî x, ïîëó÷àâàìå

f ′′(x)g(x)− f ′(x)g′(x)

g2(x)
= −

n∑
ν=1

δν
1

(x− xν)2
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Àêî x å íóëà íà g′(x), ãîðíîòî ðàâåíñòâî äîáèâà âèäà

f ′′(x)

g(x)
= −

n∑
ν=1

δν
1

(x− xν)2
. (1.5)

Îò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ïðè f = g ïîëó÷àâàìå, ÷å àêî x å íóëà íà g′(x), òîãàâà

g′′(x)

g(x)
= −

n∑
ν=1

1

(x− xν)2
. (1.6)

Îò ñðàâíÿâàíåòî íà (1.5) è (1.6) íàìèðàìå, ÷å â íóëèòå íà g′(x) å èçïúëíåíî

|f ′′(x)|
|g(x)|

≤
n∑
ν=1

|δν |
1

(x− xν)2

≤
n∑
ν=1

1

(x− xν)2
=
|g′′(x)|
|g(x)|

,

è îò òóê çàêëþ÷àâàìå, ÷å |f ′′(x)| ≤ |g′′(x)| â íóëèòå íà g′(x).

È òàêà, äîêàçàõìå, ÷å àêî |f ′(x)| ≤ |g′(x)| â íóëèòå íà g(x), òî |f ′′(x)| ≤ |g′′(x)|
â íóëèòå íà g′(x). Ïðèëàãàéêè òîçè ðåçóëòàò çà g(p−1) âìåñòî çà g (äà îòáåëåæèì,
÷å ùîì íóëèòå íà g ñà ðåàëíè è ðàçëè÷íè, òî ïî òåîðåìàòà íà Ðîë è íóëèòå íà
g(p−1) ñà òàêèâà), ïîëó÷àâàìå,÷å àêî |f (p)(x)| ≤ |g(p)(x)| â íóëèòå íà g(p−1)(x), òî
|f (p+1)(x)| ≤ |g(p+1)(x)| â íóëèòå íà g(p)(x). Òîçè ôàêò íè ïîçâîëÿâà äà íàïðàâèì
èíäóêöèîííàòà ñòúïêà â Ëåìà 1.2 è äà çàâúðøèì íåéíîòî äîêàçàòåëñòâî. �

Ñåãà âå÷å ìîæåì äà ïðèñòúïèì êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà D. Ùå
äîêàæåì,÷å àêî x∗ + iy∗ å ôèêñèðàíà òî÷êà îò èâèöàòà {x ∈ [a, b], y ∈ R}, òî

|f ′(x∗ + iy∗)| ≤ |g′(b+ iy∗)|.

Çà öåëòà äà âúâåäåì ïîëèíîìà h(z) = c(z−y1)...(z−yn), êîéòî èìà ñúùèÿ ñòàðøè
êîåôèöèåíò êàòî g(z), à íóëèòå ìó ñå ïîëó÷àâàò ÷ðåç îòðàçÿâàíå îòíîñíî x∗ íà
òåçè íóëè íà g(z), êîèòî ñà ïî-ãîëåìè îò x∗. Ñ äðóãè äóìè, ïîëàãàìå yν = xν ,
àêî xν ≤ x∗ è yν = 2x∗ − xν , àêî xν > x∗.

ßñíî å, ÷å ïðè òàêà ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîì h èìàìå

|h(x∗ + iy)| = |g(x∗ + iy)|, y ∈ R .

Ïúðâî ùå ïîêàæåì, ÷å å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

|f ′(x∗ + iy∗)| ≤ |h′(x∗ + iy∗)|. (1.7)

Èìàìå
h′(z)

h(z)
=

n∑
ν=1

1

z − yν
,
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Îñâåí òîâà, îò èíòåðïîëàöèîííàòà ôîðìóëà íà Ëàãðàíæ ñ âúçëè x1, . . . , xn ïî-
ëó÷àâàìå

f ′(z)

g(z)
=

n∑
ν=1

δν
1

z − xν
,

êúäåòî ñìå ïîëîæèëè δν =
f ′(xν)

g′(xν)
. Ñïîðåä óñëîâèåòî íà òåîðåìà D, èçïúëíåíî

å |δν | ≤ 1 çà ν = 1, . . . , n. Íåêà îùå îòáåëåæèì, ÷å ÷èñëàòà δ1, . . . , δn ñà ðåàëíè,
çàùîòî ïî óñëîâèå ïîëèíîìúò f(x) å ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè. Òîãàâà ùå èìàìå∣∣∣∣f ′(x∗ + iy∗)

g(x∗ + iy∗)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
ν=1

δν
1

x∗ + iy∗ − xν

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
ν=1

δν
x∗ − xν

(x∗ − xν)2 + (y∗)2
− i

n∑
ν=1

δν
y∗

(x∗ − xν)2 + (y∗)2

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
n∑
ν=1

x∗ − yν
(x∗ − yν)2 + (y∗)2

− i
n∑
ν=1

y∗

(x∗ − yν)2 + (y∗)2

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
ν=1

1

x∗ + iy∗ − yν

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣h′(x∗ + iy∗)

h(x∗ + iy∗)

∣∣∣∣ .
Òúé êàòî |g(x∗ + iy∗)| = |h(x∗ + iy∗)|, îò ãîðíîòî íåðàâåíñòâî ïîëó÷àâàìå (1.7).

Ñåãà ùå ïîêàæåì, ÷å å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

|h′(x∗ + iy∗)| ≤ |g′(b+ iy∗)|. (1.8)

Çà öåëòà äà ðàçãëåäàìå ïîëèíîìà

ϕ(z) = g(z)− αh(z + x∗ − b),

êúäåòî α ∈ C å ôèêñèðàíî ÷èñëî è |α| < 1.

Íåêà ΓR å çàòâîðåíàòà êðèâà, ñúñòàâåíà îò îòñå÷êàòà {z = b+ iy, y ∈ [−R,R]}
è ïîëóîêðúæíîñòòà {|z − b| = R,<z ≥ b}.

Âúðõó îòñå÷êàòà {z = b+ iy, y ∈ [−R,R]} èìàìå

|g(z)| = |g(b+ iy)| > |α g(x∗ + iy)| = |αh(x∗ + iy)|
= |αh(b+ iy + x∗ − b)| = |αh(z + x∗ − b)|.

Àêî èçáåðåì R äà å äîñòàòú÷íî ãîëÿìî, òîãàâà âúðõó ïîëóîêðúæíîñòòà
{|z − b| = R,<z ≥ b} ñúùî ùå áúäå èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

|g(z)| > |αh(z + x∗ − b)|,

çàùîòî g(z) è h(z) èìàò åäèí è ñúù ñòàðøè êîåôèöèåíò è |α| < 1.
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È òàêà, íåðàâåíñòâîòî |g(z)| > |αh(z + x∗ − b)| å èçïúëíåíî âúâ âñÿêà òî÷êà
îò êðèâàòà ΓR, ñòèãà R > 0 äà å èçáðàíî äîñòàòú÷íî ãîëÿìî. Îò òåîðåìàòà íà
Ðóøå ñëåäâà, ÷å ïðè òàêèâà äîñòàòú÷íî ãîëåìè R, ϕ(z) è g(z) ùå èìàò åäèí
è ñúù áðîé íóëè âúâ âúòðåøíîñòòà íà êðèâàòà ΓR. Íî g(z) íÿìà íóëè òàì,
ñëåäîâàòåëíî è ϕ(z) íÿìà äà èìà. Îñòàâÿéêè R → +∞, ïîëó÷àâàìå, ÷å ϕ(z)
íÿìà íóëè â ïîëóðàâíèíàòà {<z ≥ b}. Òîãàâà, ñïîðåä òåîðåìàòà íà Ãàóñ-Ëþêà,
ϕ′(z) ñúùî íÿìà íóëè â ïîëóðàâíèíàòà {<z ≥ b} è â ÷àñòíîñò ϕ′(z) íÿìà íóëè
âúðõó ïðàâàòà {<z = b}. Îòòóê ñëåäâà, ÷å

g′(b+ iy∗) 6= αh′(x∗ + iy∗), (1.9)

êîåòî ïúê âåäíàãà íè äàâà íåðàâåíñòâîòî

|h′(x∗ + iy∗)| ≤ |g′(b+ iy∗)| .

Íàèñòèíà, àêî äîïóñíåì, ÷å |h′(x∗ + iy∗)| > |g′(b + iy∗)|, òîãàâà çà êîíñòàíòà-

òà α0 =
g′(b+ iy∗)

h′(x∗ + iy∗)
ùå èìàìå |α0| < 1, äîêàòî g′(b + iy∗) = α0h

′(x∗ + iy∗), â

ïðîòèâîðå÷èå ñ (1.9).

Òàêà äîêàçàõìå íåðàâåíñòâîòî (1.8).

Îò (1.7) è (1.8) ñëåäâà

|f ′(x∗ + iy∗)| ≤ |g′(b+ iy∗)|.

Ïîíåæå x∗ + iy∗ áåøå ïðîèçâîëíî èçáðàíà òî÷êà îò èâèöàòà {x ∈ [a, b], y ∈ R},
òî ïîëó÷àâàìå, ÷å

|f ′(x+ iy)| ≤ |g′(b+ iy)| , x ∈ [a, b], y ∈ R , (1.10)

ò.å. äîêàçàõìå Òåîðåìà D çà ñëó÷àÿ k = 1. Â ÷àñòíîñò, èçáèðàéêè f = g, îò
(1.10) ïîëó÷àâàìå

|g′(x+ iy)| ≤ |g′(b+ iy)|, x ∈ [a, b], y ∈ R.

Îñâåí òîâà, îò Ëåìà 1.2 ïîëó÷àâàìå, ÷å |f ′′(x)| ≤ |g′′(x)| â íóëèòå íà g′(x). Ñåãà
âèæäàìå, ÷å f ′ è g′ ñúùî óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà íà Òåîðåìà D, òàêà ÷å ìîæåì
äà ïðèëîæèì äîêàçàíèÿ âå÷å ñëó÷àé k = 1 íà Òåîðåìà D çà òÿõ, ïîëó÷àâàéêè,
÷å

|f ′′(x+ iy)| ≤ |g′′(b+ iy)| , x ∈ [a, b], y ∈ R,

êîåòî äîêàçâà Òåîðåìà D çà ñëó÷àÿ k = 2. Ïîâòàðÿíå íà ñúùèòå ðàçñúæäåíèÿ
äîêàçâà Òåîðåìà D è çà îñòàíàëèòå ñòîéíîñòè íà k. �

Ñ òîâà äîêàçàõìå íåðàâåíñòâîòî íà Äàôèí è Øåôåð çà ïîëèíîìè ñ êîìïëåê-
ñíè êîåôèöèåíòè (Òåîðåìà B) è íåãîâèÿ óòî÷íåí âàðèàíò çà ïîëèíîìè ñ ðåàëíè
êîåôèöèåíòè (Òåîðåìà C).
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3. Êîìåíòàð âúðõó ïîäõîäà íà Äàôèí è Øåôåð. Íåðàâåíñòâà îò
òèï íà Äàôèí è Øåôåð.

Ïðåäìåò íà íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñà àíàëîçè íà Òåîðåìà C. Ñ äðóãè äóìè,
èíòåðåñóâàò íè íåðàâåíñòâà îò òèïà íà Äàôèí è Øåôåð â êîìïëåêñíàòà ðàâíè-
íà. Òåîðåìà D íà Äàôèí è Øåôåð å äîñòàòú÷íî îáùà, è äîïóñêà ïðèëîæåíèÿ çà
óñòàíîâÿâàíåòî íà òàêèâà íåðàâåíñòâà ñ åêñòðåìàëåí ïîëèíîì Q(x) îò ñòåïåí
n, ðàçëè÷åí îò Tn. Åäèí äèðåêòåí àíàëîã íà Òåîðåìà C áè èçãëåæäàë òàêà:

Çàäà÷à 1. Íåêà Q å ïîëèíîì îò ñòåïåí n, êîéòî èìà n ðàçëè÷íè íóëè â
(−1, 1). Àêî f ∈ πrn è |f | ≤ |Q| â íóëèòå íà (1 − x2)Q′(x) (ò.å. â åêñòðåìàëíèòå
òî÷êè íà Q â [−1, 1]), äà ñå äîêàæå, ÷å çà k = 1, . . . , n å èçïúëíåíî

|f (k)(x+ iy)| ≤ |Q(k)(1 + iy)|, (x, y) ∈ [−1, 1]× R.

Çà äà ìîæåì äà ïðèëîæèì ïîäõîäà íà Äàôèí è Øåôåð, ò.å. ñëåäâàéêè èäåé-
íî äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà C äà ðåøèì òàçè çàäà÷à, å íåîáõîäèìî äà íàï-
ðàâèì äâå îñíîâíè ñòúïêè:

1. Äà äîêàæåì, ÷å åêñòðåìàëíèÿò ïîëèíîì Q ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî

|Q(x+ iy)| ≤ |Q(1 + iy)| ïðè (x, y) ∈ [−1, 1]× R.

Â ñâîèòå ðàáîòè çà íåðàâåíñòâà îò òèïà íà Äàôèí è Øåôåð â êîìïëåê-
ñíàòà ðàâíèíà, Ã. Íèêîëîâ íàðè÷à òîâà ñâîéñòâî End-Point Domination
Property (ñúêðàòåíî EPDP). Òóê ñúùî ùå èçïîëçâàìå òîâà íàçâàíèå.

2. Äà äîêàæåì, ÷å îò f ∈ πrn è |f | ≤ |Q| â íóëèòå íà (1 − x2)Q′(x) ñëåäâà
|f ′| ≤ |Q′| â íóëèòå íà Q(x).

Êàêòî âèäÿõìå ïî-ãîðå, â ñëó÷àÿ Q = Tn Äàôèí è Øåôåð ðåàëèçèðàò Ñòúï-
êà 1, èçïîëçâàéêè ñúùåñòâåíî íÿêîè ãåîìåòðè÷íè ñâîéñòâà íà íóëèòå íà Tn. Â
ñëó÷àÿ Q 6= Tn òÿõíàòà òåõíèêà íå ðàáîòè, è òðÿáâà äà ñå èçïîëçâà äðóã ïîäõîä.
Çà ðåàëèçàöèÿòà íà Ñòúïêà 1 â ñëó÷àÿ êîãàòî Q å êëàñè÷åñêè îðòîãîíàëåí ïî-
ëèíîì (íàïðèìåð ïîëèíîì íà Ãåãåíáàóåð) ùå èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà íà Éåíñåí
çà ðàçâèòèåòî â ðåä îò òèï íà Ìàêëîðåí íà êâàäðàòà íà ìîäóëà íî ôóíêöèÿ îò
êëàñà íà Ëàãåð - Ïîéà.

Çà äà íàïðàâèì Ñòúïêà 2, ùå èçïîëçâàìå äâà êðàñèâè ðåçóëòàòà îò ðàáîòàòà
íà Â. À. Ìàðêîâ. Ïúðâèÿò îò òÿõ ñå îòíàñÿ äî óíàñëåäÿâàíåòî íà ñâîéñòâîòî
ïðåïëèòàíå íà íóëèòå íà äâà àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè, èìàùè ñàìî ðåàëíè íóëè, îò
íóëèòå íà òåõíèòå ïðîèçâîäíè. Âòîðèÿò ðåçóëòàò îïèñâà ïðîèçòè÷àùèòå îò òîâà
óíàñëåäÿâàíå ïîòî÷êîâè îöåíêè çà ãîëåìèíàòà íà ïðîèçâîäíèòå íà àëãåáðè÷íè
ïîëèíîìè îò πn, âúðõó êîèòî ñà íàëîæåíè îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ìíîæåñòâî îò
n+ 1 òî÷êè îò ðåàëíàòà ïðàâà. Òåçè äâà ðåçóëòàòà íàðè÷àìå íàêðàòêî ëåìè íà
Ìàðêîâ.
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Â ïàðàãðàôè 4 è 6 èçëàãàìå ñ äîêàçàòåëñòâà ôîðìóëàòà íà Éåíñåí è ëåìèòå
íà Â. À. Ìàðêîâ.

4. Åäíà ôîðìóëà íà Éåíñåí.

Îñíîâíà ðîëÿ â äèñåðòàöèÿòà ùå èãðàå ñëåäíàòà

Ôîðìóëà íà Éåíñåí. Àêî f å àëãåáðè÷åí ïîëèíîì îò ñòåïåí n ñ ðåàëåí
ñòàðøè êîåôèöèåíò è âñè÷êèòå ìó íóëè ñà ðåàëíè, òî å â ñèëà ôîðìóëàòà

|f(x+ iy)|2 =
n∑
k=0

Lk(f ;x)y2k, (x, y) ∈ R2,

êúäåòî
L0(f ;x) = f 2(x),

Lk(f ;x) =
2k∑
j=0

(−1)k−j
f (j)(x)

j!

f (2k−j)(x)

(2k − j)!
, k = 1, . . . , n.

Ïðè òîâà, Lk(f ;x) ≥ 0, x ∈ R, k = 1, . . . , n, è àêî íóëèòå íà f ñà ðàçëè÷íè,
òîãàâà òåçè íåðàâåíñòâà (ùå ãè íàðè÷àìå íåðàâåíñòâà íà Éåíñåí) ñà ñòðîãè.

Äîêàçàòåëñòâî íà ôîðìóëàòà íà Éåíñåí:

Ðàçãëåæäàìå |f(z)|2 = |f(x+ iy)|2. Èçïîëçâàéêè ðàçâèòèå â ðåä íà Òåéëúð è
ôàêòà, ÷å Im |f(x+ iy)|2 = 0, ïîëó÷àâàìå

|f(x+ iy)|2 = f(x+ iy).f(x+ iy) =

[
n∑

m=0

f (m)(x)

m!
(iy)m

]
.

[
n∑
l=0

f (l)(x)

l!
(−iy)l

]

=
n∑
k=0

( ∑
m+l=2k

(−1)l
f (m)(x)

m!

f (l)(x)

l!
im+l

)
y2k

=
n∑
k=0

(
2k∑
j=0

(−1)k−j
f (j)(x)

j!

f (2k−j)(x)

(2k − j)!

)
y2k.

Òàêà èçâåäîõìå ôîðìóëàòà íà Éåíñåí. Çà äà äîêàæåì íåðàâåíñòâàòà íà Éåíñåí,
äà îçíà÷èì ñ c ñòàðøèÿ êîåôèöèåíò, à ñ x1, . . . , xn - íóëèòå íà f . Èìàìå

|f(x+ iy)|2 = c2
n∏
k=1

|x+ iy − xk|2 = c2
n∏
k=1

[(x− xk)2 + y2]

= c2
n∑
k=0

[∑
(x− xi1)2 . . . (x− xin−k)2

]
y2k

=
n∑
k=0

[
f 2(x) ·

∑ 1

(x− xi1)2...(x− xik)2

]
y2k,
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êúäåòî â ïîñëåäíàòà ñóìà ñóìèðàíåòî å ïî âñè÷êè k− êîìáèíàöèè íà {1, . . . , n}.
Îòòóê ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî åêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâÿíå íà Lk(f ;x):

Lk(f ;x) = f 2(x) ·
∑ 1

(x− xi1)2 . . . (x− xik)2
,

Îò òîâà ïðåäñòàâÿíå ñòàâàò î÷åâèäíè è íåðàâåíñòâàòà íà Éåíñåí. �

Çàáåëåæêà 1.2. Ôîðìóëàòà íà Éåíñåí å âÿðíà è çà êëàñà îò öåëè ôóíêöèè
íà Ëàãåð-Ïîéà, êîèòî ñà ðåàëíè âúðõó R, àêî â íåÿ âìåñòî äî n îñòàâèì ñóìà-
öèîííèÿ èíäåêñ k äà ñå èçìåíÿ äî ∞. Äà ïðèïîìíèì, ÷å êëàñúò íà Ëàãåð-Ïîéà
ñå ñúñòîè îò öåëèòå ôóíêöèè, êîèòî ñà ðàâíîìåðíè ãðàíèöè âúðõó êîìïàêòíèòå
ïîäìíîæåñòâà íà C íà ðåäèöè îò àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè, èìàùè ñàìî ðåàëíè
íóëè.

Îò ôîðìóëàòà íà Éåíñåí ñëåäâà, ÷å àêî f å àëãåáðè÷åí ïîëèíîì îò ñòåïåí n
ñ ðåàëåí ñòàðøè êîåôèöèåíò è âñè÷êèòå ìó íóëè ñà ðåàëíè, òî íåðàâåíñòâîòî

|f(x+ iy)| ≤ |f(1 + iy)|, (x, y) ∈ [−1, 1]× R

áè ñëåäâàëî îò íåðàâåíñòâàòà

Lk(f ;x) ≤ Lk(f ; 1), x ∈ [−1, 1], k = 0, . . . , n.

Ñ äðóãè äóìè ôîðìóëàòà íà Éåíñåí íè äàâà íà÷èí çà ïîëó÷àâàíå íà EPDP.

Íàêðàÿ äà ïîä÷åðòàåì è ôàêòà, êîéòî ëåñíî ñëåäâà îò ñàìîòî îïðåäåëåíèå
íà Lk(f ;x), ÷å àêî f(x) å ÷åòíà èëè íå÷åòíà ôóíêöèÿ (íàïðèìåð àêî f(x) å
ïîëèíîì íà Åðìèò èëè ïúê ïîëèíîì íà Ãåãåíáàóåð), òî âñè÷êèòå êîåôèöèåíòè
Lk(f ;x) âúâ ôîðìóëàòà íà Éåíñåí ñà ÷åòíè ôóíêöèè.

5. Ìåòîäúò íà Ñîíèí-Ïîéà.

Eäèí åëåãàíòåí ïîäõîä îò êëàñè÷åñêèÿ àíàëèç çà îïèñàíèå íà ïîâåäåíèåòî
íà ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿâàùè õîìîãåííî îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíå-
íèå îò âòîðè ðåä å ìåòîäúò íà Ñîíèí�Ïîéà, âèæ íàïðèìåð [28, Theorem 7.31]
è áåëåæêàòà êúì íåÿ. Òîçè ìåòîä íàìèðà øèðîêî ïðèëîæåíèå çà îïèñàíèå íà
ïîâåäåíèåòî íà ðåäèöàòà îò ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà êëàñè÷åñêèòå îðòîãîíàë-
íè ïîëèíîìè íà ßêîáè, Ëàãåð è Åðìèò, íà ôóíêöèèòå íà Áåñåë, è äð. Ïðåäâèä
èçëîæåíîòî â ïðåäõîäíèÿ ïàðàãðàô, òîçè ïîäõîä å ïðèëîæèì çà äîêàçâàíå íà
íåðàâåíñòâîòî

L0(f ;x) ≤ L0(f ; 1), x ∈ [−1, 1]

êîãàòî f å ïîëèíîì íà Åðìèò, ïîëèíîì íà Ãåãåíáàóåð èëè ïîëèíîì íà ßêîáè.
Òóê íàêðàòêî èçëàãàìå òîçè ïîäõîä.

Íåêà y(x) å ðåàëíîçíà÷íî ðåøåíèå íà ëèíåéíîòî õîìîãåííî îáèêíîâåíî äè-
ôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä

py′′ − qy′ + ry = 0, (1.11)
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êúäåòî p(x), q(x), r(x) ñà äàäåíè ðåàëíîçíà÷íè äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè. Òî-
ãàâà ïîìîùíàòà ôóíêöèÿ

ϕ(x) = y2(x) +
p(x)

r(x)
y′(x)2

èíòåðïîëèðà y2(x) â íåéíèòå òî÷êè íà ëîêàëåí ìàêñèìóì è, ïðè óñëîâèå ÷å
p(x)

r(x)
≥ 0, ìàæîðèðà y2(x). Îñâåí òîâà, ñ ïîìîùòà íà (1.11) ëåñíî ïîëó÷àâàìå,

÷å

ϕ′(x) =
2q(x) r(x) + p′(x)r(x)− p(x) r′(x)

r2(x)
y′(x)2 .

Íàèñòèíà, èìàìå

ϕ′(x) = 2 y(x)y′(x) +
p′(x)r(x)− p(x)r′(x)

r2(x)

[
y′(x)

]2
+ 2

p(x)

r(x)
y′(x)y′′(x)

= 2
y′(x)

r(x)
(r(x)y(x) + p(x)y′′(x)) +

p′(x)r(x)− p(x)r′(x)

r2(x)

[
y′(x)

]2
= 2

q(x)

r(x)

[
y′(x)

]2
+
p′(x)r(x)− p(x)r′(x)

r2(x)

[
y′(x)

]2
=

2 q(x)r(x) + p′(x)r(x)− p(x)r′(x)

r2(x)

[
y′(x)

]2
.

Îò òàçè ôîðìóëà ñëåäâà, ÷å çà ìîíîòîííîñòòà íà ϕ(x), à îòòàì è ìîíîòîí-
íîñòòà íà ðåäèöàòà îò ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà y(x), ìîæåì äà ïðàâèì çàêëþ-
÷åíèÿ ñàìî îò çíàêà íà èçðàçà 2q(x) r(x) + p′(x)r(x) − p(x) r′(x), êîéòî å ëåñíî
äà ñå ïðåñìåòíå, áåç äà å íåîáõîäèìî äà çíàåì ðåøåíèåòî y(x). Â òîâà ñå ñúñòîè
ñúùíîñòòà íà ìåòîäà íà Ñîíèí-Ïîéà.

Â äèñåðòàöèÿòà ùå íàïðàâèì äâå êîíêðåòíè ïðèëîæåíèÿ íà ìåòîäà íà Ñîíèí-
Ïîéà: â ïàðàãðàô 4 íà Ãëàâà 2 è â ïàðàãðàô 1 íà Ãëàâà 3, à â ïàðàãðàô 3 íà
Ãëàâà 4 ùå ïðåäëîæèì è îáîáùåíèå íà ìåòîäà íà Ñîíèí-Ïîéà çà îïèñàíèå íà
ïîâåäåíèåòî íà ôóíêöèèòå Lk(f ;x), k = 0, 1, . . . , n, êîãàòî f å n-òèÿò ïîëèíîì
íà ßêîáè (êëàñè÷åñêîòî ïðèëîæåíèå íà òîçè ìåòîä å çà ñëó÷àÿ k = 0).

6. Äâå ëåìè íà Âëàäèìèð Ìàðêîâ

Ùå ôîðìóëèðàìå è äîêàæåì äâå ëåìè íà Â. À. Ìàðêîâ. Ïúðâàòà îò òÿõ ñå
èçïîëçâà â äîêàçàòåëñòâîòî íà âòîðàòà, à âòîðàòà ùå íè ïîòðÿáâà ïî-íàòàòúê â
èçëîæåíèåòî.

Îïðåäåëåíèå. Íåêà p è q ñà àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè, èìàùè ñàìî ðåàëíè è
ïðîñòè íóëè. Êàçâàìå, ÷å íóëèòå íà p è q ñå ïðåïëèòàò, àêî ìîæåì äà îáõîäèì
âñè÷êèòå íóëè íà äâàòà ïîëèíîìà, äâèæåéêè ñå ñàìî â åäíà ïîñîêà, ïðè êîåòî
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äâèæåíèå ñêà÷àìå àëòåðíàòèâíî îò íóëà íà åäèíèÿ êúì íóëà íà äðóãèÿ ïîëè-
íîì. Àêî íÿìàìå ñêîêîâå

”
íà ìÿñòî“ , ò.å. ñúâïàäåíèå íà íóëà íà p ñ íóëà íà q,

êàçâàìå, ÷å íóëèòå íà p è q ñå ïðåïëèòàò ñòðîãî.

ßñíî å, ÷å ïðåïëèòàíå å âúçìîæíî ñàìî êîãàòî p è q ñà îò åäíà è ñúùà ñòåïåí
èëè ñòåïåíèòå èì ñå ðàçëè÷àâàò ñ åäèíèöà. Àêî p å îò ñòåïåí n, q å îò ñòåïåí
n−1 è íóëèòå íà p è q ñå ïðåïëèòàò ñòðîãî, ùå êàçâàìå, ÷å íóëèòå íà q ðàçäåëÿò
íóëèòå íà p.

Ëåìà 1.3 (Ïúðâà ëåìà íà Âë. Ìàðêîâ). Íåêà p è q, p 6= q, ñà àëãåáðè÷íè
ïîëèíîìè, èìàùè ñàìî ðåàëíè è ïðîñòè íóëè. Ako íóëèòå íà p è q ñå ïðåïëèòàò,
òî íóëèòå íà p′ è q′ ñå ïðåïëèòàò ñòðîãî.

Äîêàçàòåëñòâî:
Äîêàçàòåëñòâîòî, ïðåäëîæåíî òóê ñëåäâà [17]. Ïúðâî ùå ïîêàæåì, ÷å àêî

åäèí ïîëèíîì èìà ñàìî ðåàëíè è ïðîñòè íóëè, òî âñÿêà íóëà íà ïðîèçâîäíà-
òà ìó å ñòðîãî ðàñòÿùà ôóíêöèÿ íà êîÿ äà å îò íóëèòå íà ïîëèíîìà. Íåêà
t1 < t2 < · · · < tn ñà íóëèòå íà p ∈ πn. Òîãàâà îò òåîðåìàòà íà Ðîë ñëåäâà, ÷å p′

èìà n− 1 ðåàëíè ïðîñòè íóëè, êîèòî ðàçäåëÿò íóëèòå íà p. Àêî x = τ å êîÿ äà
å íóëà íà p′, òî

p′(τ)

p(τ)
=

n∑
i=1

1

τ − ti
= 0.

Ðàçãëåæäàìå τ = τ(t1, . . . , tn) êàòî íåÿâíà ôóíêöèÿ, çàäàäåíà ïîñðåäñòâîì òúæ-
äåñòâîòî

n∑
i=1

1

τ − ti
= 0.

Äèôåðåíöèðàìå òîâà òúæäåñòâî ñïðÿìî tk(1 ≤ k ≤ n) è ïîëó÷àâàìå

∂τ

∂tk
=

(τ − tk)−2

(τ − t1)−2 + (τ − t2)−2 + · · ·+ (τ − tn)−2
> 0,

îòêúäåòî ñëåäâà,÷å τ å ñòðîãî ðàñòÿùà ôóíêöèÿ íà tk.

Ùå äîêàæåì ëåìàòà íàé-íàïðåä â ñëó÷àÿ, êîãàòî p è q ñà îò åäíà è ñúùà
ñòåïåí n. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å p è q èìàò ñòàðøè
êîåôèöèåíò 1 è íåêà t = (t1, t2, . . . , tn) ñà íóëèòå íà p, à t′ = (t′1, t

′
2, . . . , t

′
n) ñà

íóëèòå íà q, êàòî t1 < t2 < · · · < tn è t′1 < t′2 < · · · < t′n. Ïî óñëîâèå íóëèòå íà p
è q ñå ïðåïëèòàò è íåêà ïðèåìåì çà îïðåäåëåíîñò, ÷å

t1 ≤ t′1 ≤ t2 ≤ t′2 ≤ · · · ≤ tn ≤ t′n. (1.12)

Òúé êàòî íóëèòå íà ïðîèçâîäíèòå íà ïîëèíîìèòå çàâèñÿò íåïðåêúñíàòî è ñòðîãî
ìîíîòîííî îò íóëèòå íà ñàìèòå ïîëèíîìè, ÿñíî å, ÷å çà t′ äîñòàòú÷íî áëèçêî äî
t íóëèòå íà p′ è q′ ùå ñå ïðåïëèòàò ñòðîãî, êàòî íóëèòå íà q′ ùå ñà ðàçïîëîæåíè
íàäÿñíî ñïðÿìî ñúîòâåòíèòå íóëè íà p′. Åòî çàùî, çà äà äîêàæåì ëåìàòà, îñòàâà

29



äà ñå óáåäèì,÷å å íåâúçìîæíà ñèòóàöèÿ, ïðè êîÿòî å èçïúëíåíî (1.12) è çà íÿêîå
j, (1 ≤ j ≤ n − 2), j-òàòà ïî ãîëåìèíà íóëà íà q′ ñúâïàäà ñ j + 1-âàòà íóëà íà
p′. Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. ÷å òàêàâà ñèòóàöèÿ å âúçìîæíà, è äà îçíà÷èì
âúïðîñíàòà íóëà ñ τ . Òîãàâà

sign {p′′(τ)} = (−1)n−2−j, sign {q′′(τ)} = (−1)n−1−j

è ñëåäîâàòåëíî ùå ñúùåñòâóâà λ > 0, òàêîâà ÷å çà ïîëèíîìà ψ îò ñòåïåí n,
äåôèíèðàí ïîñðåäñòâîì

ψ(x) = p(x) + λq(x),

å èçïúëíåíî
ψ′(τ) = ψ′′(τ) = 0. (1.13)

Íèå îáà÷å ùå äîêàæåì, ÷å ïðè óñëîâèåòî (1.12),ïîëèíîìúò ψ èìà òî÷íî n
ðåàëíè íóëè, áðîåíè ñ êðàòíîñòèòå èì, è íÿìà íóëè ñ êðàòíîñò ïî-ãîëÿìà îò 2.
Òîãàâà, ïî òåîðåìàòà íà Ðîë, ψ′ òðÿáâà äà èìà ñàìî ðåàëíè ïðîñòè íóëè, êîåòî
ïðîòèâîðå÷è íà (1.13).

Ùå ðàçãëåäàìå îòäåëíî äâà ñëó÷àÿ:

Ñëó÷àé 1: Íóëèòå íà p è q ñå ïðåïëèòàò ñòðîãî. Ñåãà â (1.12) âñè÷êè íåðàâåí-
ñòâà ñà ñòðîãè. Êàòî èçïîëçâàìå (1.12) è ôàêòà, ÷å p å ñ ïîëîæèòåëåí ñòàðøè
êîåôèöèåíò, ïîëó÷àâàìå

sign {ψ(t′k)} = sign {p(t′k)} = (−1)n−k, k = 1, . . . , n,

êîåòî çàåäíî ñ

sign {ψ(−∞)} = (−1)nsign(1 + λ) = (−1)n

ïîêàçâà,÷å â òîçè ñëó÷àé ψ èìà n ðåàëíè ïðîñòè íóëè, ïðîòèâîðå÷èå ñ (1.13).

Ñëó÷àé 2: Íóëèòå íà p è q íå ñå ïðåïëèòàò ñòðîãî. Â òîçè ñëó÷àé, àêî îçíà÷èì
ñ r(x) íàé-ãîëåìèÿ îáù äåëèòåë íà p è q , ùå èìàìå

ψ(x) = r(x) [p0(x) + λq0(x)] ,

êúäåòî p0 è q0 ñà ïîëèíîìè îò åäíà è ñúùà ñòåïåí, ÷èèòî íóëè ñå ïðåïëèòàò
ñòðîãî. Ñúãëàñíî äîêàçàíîòî â Ñëó÷àé 1, ïîëèíîìúò p0 + λq0 èìà ñàìî ðåàëíè
ïðîñòè íóëè; ñúùîòî å âÿðíî è çà ïîëèíîìà r, çàùîòî ïî óñëîâèå íóëèòå íà p
è q ñà ðåàëíè è ïðîñòè. Ñëåäîâàòåëíî ïîëèíîìúò ψ èìà òî÷íî n ðåàëíè íóëè,
áðîåíè ñ êðàòíîñòèòå èì, è íÿìà íóëè ñ êðàòíîñò ïî-ãîëÿìà îò 2. Òîãàâà, ïî
òåîðåìàòà íà Ðîë, ψ′ èìà ñàìî ïðîñòè íóëè, êîåòî îòíîâî å ïðîòèâîðå÷èå ñ
(1.13).

Òàêà äîêàçàõìå ëåìàòà â ñëó÷àÿ, êîãàòî p è q ñà îò åäíà è ñúùà ñòåïåí.
Ñëó÷àÿò, êîãàòî ñòåïåíòà íà q å ñ åäèíèöà ïî-ìàëêà îò ñòåïåíòà íà p, ñå ïîëó÷àâà
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êàòî ïðèëîæèì ðàçãëåäàíèÿ âå÷å ñëó÷àé êúì ïîëèíîìèòå p è x−t′n
t′n
q è îñòàâèì

t′n → +∞. �

Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì âòîðàòà ëåìà íà Âëàäèìèð Ìàðêîâ, ùå âúâåäåì
íÿêîè îçíà÷åíèÿ. Íåêà

ω(x) = (x− t0)(x− t1) . . . (x− tn), (1.14)

êúäåòî t0 > t1 > · · · > tn ñà ôèêñèðàíè ðåàëíè ÷èñëà è

ων(x) =
ω(x)

x− tν
, ν = 0, . . . , n. (1.15)

Ïðè 0 ≤ i < j ≤ n èìàìå, ÷å íóëèòå íà ïîëèíîìèòå ωi è ωj ñå ïðåïëèòàò
(íåñòðîãî), êàòî íóëèòå íà ωi ñà ïî-ìàëêè èëè ðàâíè íà ñúîòâåòíèòå íóëè íà
ωj. Ñúãëàñíî ïúðâàòà ëåìà íà Ìàðêîâ òîâà ïðåïëèòàíå (íî âå÷å ñòðîãî) è òàçè
íàðåäáà ñå óíàñëåäÿâàò îò íóëèòå íà ïðîèçâîäíèòå ω(k)

i çà k ∈ {1, . . . , n− 1}.
Åòî çàùî, àêî ïðè i = 0, . . . , n îçíà÷èì ñ {γν,i}n−kν=1 íóëèòå íà ω

(k)
i , íîìåðèðàíè â

íàðàñòâàù ðåä, òî ùå èìàìå

γ1,0 < γ1,1 < · · · < γ1,n < γ2,0 < γ2,1 < · · · < γ2,n

< · · · < γn−k,0 < γn−k,1 < · · · < γn−k,n.

Äà ïîëîæèì

In,k(ω)=


R, àêî k = n

(−∞, γ1,0]
n−k−1⋃
ν=1

[γν,n, γν+1,0] ∪ [γn−k,n,∞), àêî k ∈ {1, . . . , n−1}
(1.16)

Â ñëó÷àÿ, êîãàòî k ∈ {1, . . . , n− 1}, ìíîæåñòâîòî In,k(ω) ñå ñúñòîè îò n−k+1 íå-
çàñòúïâàùè ñå èíòåðâàëè âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà, êîèòî ùå íàðè÷àìå ×åáèøîâè
èíòåðâàëè.

Ëåìà 1.4 (Âòîðà ëåìà íà Âë. Ìàðêîâ). Íåêà ω, ων è In,k(ω) ñà äåôèíè-
ðàíè ñúîòâåòíî ñ (1.14), (1.15) è (1.16). Òîãàâà:

à) Òî÷êàòà t ∈ R å îò In,k(ω) òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî ω(k)
0 (t)ω

(k)
n (t) ≥ 0.

Ïðè òîâà t ∈ R å âúòðåøíà òî÷êà çà In,k(ω) òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî
ω
(k)
0 (t)ω

(k)
n (t) > 0.

á) Íåêà Q ∈ πn èìà n ðàçëè÷íè ðåàëíè íóëè, êîèòî ñå ïðåïëèòàò ñ íóëèòå íà
ω. Àêî f ∈ πn å ïðîèçâîëåí ïîëèíîì, óäîâëåòâîðÿâàù íåðàâåíñòâàòà

|f(tj)| ≤ |Q(tj)|, j = 0, . . . , n, (1.17)

òî
|f (k)(x)| ≤ |Q(k)(x)|, x ∈ In,k(ω). (1.18)
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â) Àêî x å âúòðåøíà òî÷êà çà In,k(ω) è f ∈ πn óäîâëåòâîðÿâà (1.17), òî ðàâåí-
ñòâî â (1.18) ñå äîñòèãà òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî f = cQ è |c| = 1.

Äîêàçàòåëñòâî íà âòîðàòà ëåìà íà Ìàðêîâ:

à) Â ñëó÷àÿ k = n íÿìà êàêâî äà ñå äîêàçâà, òúé êàòî òîãàâà In,n(ω) = R è
ω
(n)
0 (t) = ω

(n)
n (t) = n!. Â ñëó÷àÿ k ∈ {1, . . . , n− 1} òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò ôàêòà,

÷å êðàèùàòà íà ×åáèøîâèòå èíòåðâàëè ñà íóëèòå íà ïîëèíîìèòå ω(k)
0 è ω(k)

n è
òî÷êèòå îò âúòðåøíîñòòà íà òåçè èíòåðâàëè ñå õàðàêòåðèçèðàò ñúñ ñâîéñòâîòî,

÷å âñè÷êèòå ïîëèíîìè
{
ω
(k)
i

}n
i=0

(è â ÷àñòíîñò ω(k)
0 è ω(k)

n ) èìàò åäèí è ñúù áðîé
íóëè íàäÿñíî îò òåçè òî÷êè.

Äà îòáåëåæèì, ÷å îò êàçàíîòî òîêó-ùî ñëåäâà, ÷å çà ν = 0, 1, . . . , n−1 èìàìå

ω(k)
ν (x)ω

(k)
ν+1(x) ≥ 0, x ∈ In,k(ω) (1.19)

è ïðè òîâà êîãàòî x å âúòðåøíà òî÷êà çà In,k(ω), íåðàâåíñòâàòà (1.19) ñà ñòðîãè.

á) Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å ïîëèíîìúò Q å ñ
ðåàëíè êîåôèöèåíòè. Àêî f ∈ πn óäîâëåòâîðÿâà (1.17), òî, äèôåðåíöèðàéêè
k ïúòè èíòåðïîëàöèîííàòà ôîðìóëà íà Ëàãðàíæ çà f ñ âúçëè t0, t1, . . . , tn è
èçïîëçâàéêè íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà, ïîëó÷àâàìå

|f (k)(x)| =
∣∣∣ n∑
ν=0

ω
(k)
ν (x)

ων(tν)
f(tν)

∣∣∣ ≤ n∑
ν=0

∣∣∣ω(k)
ν (x)

ων(tν)

∣∣∣|f(tν)|

≤
n∑
ν=0

∣∣∣ω(k)
ν (x)

ων(tν)

∣∣∣|Q(tν)| =: Mk(Q, x).

(1.20)

Ïî óñëîâèå íóëèòå íà Q è ω ñå ïðåïëèòàò, ñëåäîâàòåëíî

Q(tν)Q(tν+1) ≤ 0, ν = 0, 1, . . . , n− 1. (1.21)

Îñâåí òîâà ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å

ων(tν)ων+1(tν+1) < 0, ν = 0, 1, . . . , n− 1. (1.22)

Îò (1.19), (1.21) è (1.22) ñëåäâà, ÷å ïðè x ∈ In,k(ω) èìàìå

|Q(k)(x)| =
∣∣∣ n∑
ν=0

ω
(k)
ν (x)

ων(tν)
Q(tν)

∣∣∣ =
n∑
ν=0

∣∣∣ω(k)
ν (x)

ων(tν)

∣∣∣|Q(tν)| = Mk(Q, x). (1.23)

Îò (1.20) è (1.23) ñëåäâà á).

â) Îò (1.20), âçåìàéêè ïðåäâèä (1.19), (1.21) è (1.22), ïîëó÷àâàìå, ÷å àêî
x å âúòðåøíà òî÷êà çà In,k(ω) , òî |f (k)(x)| = Mk(Q, x) òîãàâà è ñàìî òîãàâà
êîãàòî |f | = |Q| â òî÷êèòå t0, t1, . . . , tn è f èìà ñúùàòà çíàêîâà ñòðóêòóðà â
òåçè òî÷êè, êàêòî Q, ò.å. òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà θ ∈ R, òàêîâà
÷å f(tν) = eiθQ(tν), ν = 0, 1, . . . , n. Ïîíåæå f, Q ∈ πn, ïîñëåäíîòî èçèñêâàíå å
ðàâíîñèëíî ñ f = eiθQ, ò.å. f = cQ, êúäåòî |c| = 1. �
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2. Íåðàâåíñòâî îò òèïà íà Äàôèí è Øåôåð çà ïî-

ëèíîìèòå íà Åðìèò

1. Íÿêîè ñâîéñòâà íà ïîëèíîìèòå íà Åðìèò.

Èçëîæåíèòå â òîçè ïàðàãðàô ñâîéñòâà íà ïîëèíîìèòå íà Åðìèò ñà äîáðå
èçâåñòíè, è ìîãàò äà ñå íàìåðÿò íàïðèìåð â ìîíîãðàôèÿòà íà Ñåãüî [28]. Íàâ-
ñÿêúäå â òàçè ãëàâà ñ Hn ùå îçíà÷àâàìå n-òèÿ ïîëèíîì íà Åðìèò, à ñ an+1 ùå
îçíà÷àâàìå íàé-ãîëÿìàòà íóëà íà Hn+1. Íàïîìíÿìå, ÷å ïîëèíîìèòå íà Åðìèò
ñà îðòîãîíàëíè âúðõó (−∞,∞) ñ òåãëî e−x

2
è ÷å òå ñå çàäàâàò ñ ôîðìóëàòà

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn

(
e−x

2
)
.

Ïî-íàòàòúê ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå äâå ñâîéñòâà íà Hn:

H ′n+1(x) = (2n+ 2)Hn(x) , (2.1)

y′′ − 2xy′ + 2ny = 0, y = Hn . (2.2)

Çà ïúëíîòà ùå ïðèâåäåì äîêàçàòåëñòâà íà (2.1) è (2.2).

Èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà íà Ëàéáíèö çà n-òà ïðîèçâîäíà íà ïðîèçâåäåíèå,
ëåñíî ïîëó÷àâàìå

Hn+1(x) = (−1)n+1ex
2
(
e−x

2
)(n+1)

= (−1)n+1ex
2
(
e−x

2

.(−2x)
)(n)

= (−1)n+1ex
2

[
−2x

(
e−x

2
)(n)
− 2n

(
e−x

2
)(n−1)]

= 2xHn(x)− 2nHn−1(x) ,

ò.å.,
2xHn(x)−Hn+1(x) = 2nHn−1(x) .

Îò äåôèíèöèÿòà íà Hn(x) ñëåä åäíîêðàòíî äèôåðåíöèðàíå íàìèðàìå

H ′n(x) = 2xHn(x)−Hn+1(x) ,

è ñëåä äèôåðåíöèðàíå îùå âåäíúæ ïîëó÷àâàìå

H ′′n(x) = 2Hn(x) + 2xH ′n(x)−H ′n+1(x) .

Îò ïîñëåäíèòå òðè ðàâåíñòâà ëåñíî ñëåäâàò (2.1) è (2.2). Íàèñòèíà, îò ñðàâíÿ-
âàíå íà ïúðâîòî è âòîðîòî ðàâåíñòâî ïîëó÷àâàìå

H ′n(x) = 2nHn−1(x) ,
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êîåòî å (2.1) ñ n+ 1 çàìåñòåíî ñ n.

Îò òðåòîòî ðàâåíñòâî è òîêó-ùî ïîëó÷åíîòî (2.1) ïúê î÷åâèäíî ñëåäâà (2.2).

2. Îñíîâåí ðåçóëòàò è ñêèöà íà äîêàçàòåëñòâîòî ìó.

Íàïîìíÿìå, ÷å ñ an+1 îçíà÷àâàìå íàé-ãîëÿìàòà íóëà íà Hn+1.

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â òàçè ãëàâà å ñëåäíèÿò:

Òåîðåìà 2.1 (Ã. Íèêîëîâ, À. Àëåêñàíäðîâ [1]). Ako f ∈ πrn è |f | ≤ |Hn|
â íóëèòå íà Hn+1, òîãàâà ïðè k = 1, . . . , n èìàìå

|f (k)(x+ iy)| ≤ |H(k)
n (an+1 + iy)| çà âñÿêà òî÷êà (x, y) ∈ [−an+1, an+1]×R. (2.3)

Ðàâåíñòâî â (2.3) ñå äîñòèãà ñàìî àêî f = ±Hn.

Òåîðåìà 2.1 å àíàëîã íà Òåîðåìà C íà Äàôèí è Øåôåð (âèæ Ãëàâà 1). Â òîçè
àíàëîã ðîëÿòà íà ïîëèíîìà íà ×åáèøîâ Tn ñå èçïúëíÿâà îò ïîëèíîìà íà Åðìèò
Hn, òî÷êèòå çà ñðàâíÿâàíå ñà âå÷å íå åêñòðåìàëíèòå òî÷êè íà Tn â [−1, 1], à
íóëèòå íà Hn+1, è, íàêðàÿ, èíòåðâàëúò [−1, 1] å çàìåíåí ñ [−an+1, an+1] .

Çà äà äîêàæåì Òåîðåìà 2.1, ùå ôîðìóëèðàìå è äîêàæåì àíàëîçè íà Òâúðäå-
íèå 1 è Òâúðäåíèå 2 îò Ãëàâà 1, ñëåä êîåòî ùå ïðèëîæèì òåîðåìà D îò ñúùàòà
ãëàâà.

Òâúðäåíèå 1′. Àêî f ∈ πn è |f | ≤ |Hn| â íóëèòå íà Hn+1, òî |f ′| ≤ |H ′n| â
íóëèòå íà Hn. Ðàâåíñòâîòî |f ′| = |H ′n| ñå äîñòèãà â íÿêîÿ íóëà íà Hn òîãàâà è
ñàìî òîãàâà êîãàòî f = γHn, êúäåòî γ ∈ C è |γ| = 1.

Òâúðäåíèå 2′. Ïîëèíîìúò íà Åðìèò Hn(x) óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâîòî

|Hn(x+ iy)| ≤ |Hn(an+1 + iy)| çà âñÿêà òî÷êà (x, y) ∈ [−an+1, an+1]× R.

ßñíî å, ÷å Òåîðåìà 2.1 ñëåäâà îò Òåîðåìà D îò Ãëàâà 1, à óñëîâèÿòà çà
íåéíîòî ïðèëàãàíå ñà îñèãóðåíè îò Òâúðäåíèå 1′ è Òâúðäåíèå 2′.

Çà äà ïðèêëþ÷èì ñ èäåéíàòà ÷àñò îò äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 2.1, îñòàâà
äà êàæåì êàê ñå äîêàçâàò Òâúðäåíèå 1′ è Òâúðäåíèå 2′.

Òâúðäåíèå 1′ äîêàçâàìå èçïîëçâàéêè Ëåìà 1.4 (âòîðàòà ëåìà íà Âë. Ìàðêîâ).
Ïî-òî÷íî, ñëåäâàéêè îçíà÷åíèÿòà îò òàçè ëåìà, ùå óñòàíîâèì, ÷å íóëèòå íà Hn

ñà âúòðåøíè òî÷êè çà ìíîæåñòâîòî In,1(ω), êúäåòî ω = Hn+1.

Çà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òâúðäåíèå 2′ ùå èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà íà Éåíñåí.
Íàïîìíÿìå, ÷å ñ {Lk(f ;x)}nk=0 îçíà÷èõìå êîåôèöèåíòèòå âúâ ôîðìóëàòà íà Éåí-
ñåí çà ïîëèíîì f(x) îò ñòåïåí n, èìàù ñàìî ðåàëíè íóëè, è äîêàçàõìå, ÷å

L0(f ;x) = f 2(x), Lk(f ;x) =
2k∑
j=0

(−1)k−j
f (j)(x)

j!

f (2k−j)(x)

(2k − j)!
, k = 1, . . . , n.
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Îñíîâíà ðîëÿ â äîêàçàòåëñòâîòî íà Òâúðäåíèå 2′ èãðàå ñëåäíàòà òåîðåìà,
êîÿòî ïðåäñòàâëÿâà è ñàìîñòîÿòåëåí èíòåðåñ:

Òåîðåìà 2.2 (Ã. Íèêîëîâ, À. Àëåêñàíäðîâ [1]). Çà k = 1, . . . , n − 1,
ôóíêöèÿòà Lk(Hn;x) å ñòðîãî ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà â (−∞, 0] è ñòðîãî ìîíî-
òîííî ðàñòÿùà â [0,+∞).

Äà îòáåëåæèì, ÷å Ln(Hn;x) = const ìîæå ñúùî äà ñå èíòåðïðåòèðà êàòî
ìîíîòîííà (íåñòðîãî) ôóíêöèÿ îò ñúùèÿ òèï.

Ñåãà ïðåìèíàâàìå êúì òåõíè÷åñêàòà ÷àñò îò äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìà
2.1. Îò êàçàíîòî ïî-ãîðå ñëåäâà, ÷å å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì Òâúðäåíèå 1′ è
Òâúðäåíèå 2′.

3. Äîêàçàòåëñòâî íà Òâúðäåíèå 1′.

Ïðèëàãàìå Ëåìà 1.4 (âòîðàòà ëåìà íà Âë. Ìàðêîâ) ñ Q = Hn , w = cHn+1 è
k = 1. Àêî Hn(x) = 0, òî èçïîëçâàéêè ðàâåíñòâîòî (2.1), ïîëó÷àâàìå (ðàçáèðà
ñå, â ñëó÷àÿ ñ t0 = an+1, tn = −an+1)

w′0(x) · w′n(x) = c2
(Hn+1(u)

u− t0

)′
|u=x
·
(Hn+1(u)

u+ t0

)′
|u=x

= c2
H ′n+1(u)(u− t0)−Hn+1(u)

(u− t0)2
∣∣∣
u=x

H ′n+1(u)(u+ t0)−Hn+1(u)

(u+ t0)2

∣∣∣
u=x

= c2
H2
n+1(x)

(x2 − t20)2
> 0.

Ñúãëàñíî Ëåìà 1.4à), íóëàòà x íà ïîëèíîìà íà Åðìèò Hn å âúòðåøíà òî÷êà çà
ìíîæåñòâîòî In,1(ω), è òîãàâà ñúãëàñíî Ëåìà 1.4á), èçïúëíåíî å |f ′(x)| ≤ |H ′n(x)|,
è íåðàâåíñòâîòî å ñòðîãî, îñâåí â ñëó÷àÿ f = γHn, êúäåòî γ ∈ C è |γ| = 1. �

4. Äîêàçàòåëñòâî íà Òâúðäåíèå 2′.

Ùå äîêàæåì Òâúðäåíèå 2′ ïðè ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å Òåîðåìà 2.2 å âÿðíà.

Ùå çàïî÷íåì ñ èçâåñòíèÿ ôàêò, ÷å àêî an+1 å íàé-ãîëÿìàòà íóëà íà (n+ 1)-
âèÿ ïîëèíîì íà Åðìèò Hn+1, òî

max {|Hn(x)| : x ∈ [−an+1, an+1]} = |Hn(±an+1)|. (2.4)

Çà óäîáñòâî íà ÷èòàòåëÿ, òóê ùå ïðèâåäåì äîêàçàòåëñòâî íà (2.4). Òîâà äîêà-
çàòåëñòâî å âñúùíîñò åôåêòíî ïðèëîæåíèå íà ìåòîäà íà Ñîíèí�Ïîéà. Çà äà
äîêàæåì (2.4), ùå èçïîëçâàìå (2.1) è îáèêíîâåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå
îò âòîðè ðåä, êîåòî ñå óäîâëåòâîðÿâà îò y = Hn+1:

y′′ − 2xy′ + (2n+ 2)y = 0, (2.5)
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(ðàçáèðà ñå, (2.5) ñå ïîëó÷àâà êàòî â (2.2) çàìåñòèì n ñ n + 1 ). Èçïîëçâàéêè
(2.1), âèæäàìå, ÷å ïîìîùíàòà ôóíêöèÿ

f(x) =
1

(2n+ 2)2
[
y′(x)2 + (2n+ 2)y(x)2

]
èçïúëíÿâà íåðàâåíñòâîòî H2

n(x) ≤ f(x), x ∈ R, è ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ñàìî àêî
Hn+1(x) = 0. Îñâåí òîâà, îò (2.5) ñëåäâà, ÷å

f ′(x) =
1

(n+ 1)2
x
[
y′(x)

]2
,

è çíà÷è f(x) å ñòðîãî ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà â (−∞, 0) è ñòðîãî ìîíîòîííî
ðàñòÿùà â (0,∞). Îò÷èòàéêè, ÷å f(x) å ÷åòíà ôóíêöèÿ, â êðàéíà ñìåòêà ïîëó-
÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî x ∈ [−an+1, an+1] èìàìå

H2
n(x) ≤ f(x) ≤ f(±an+1) = H2

n(±an+1),

êîåòî äîêàçâà (2.4).

Èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà íà Éåíñåí îò Ãëàâà 1 ñ f = Hn, ïîëó÷àâàìå, ÷å çà
âñÿêî (x, y) ∈ [−an+1, an+1]× R

|Hn(an+1 + iy)|2 − |Hn(x+ iy)|2 =
n∑
k=0

[Lk(Hn; an+1)− Lk(Hn;x)]y2k ≥ 0,

òúé êàòî âñè÷êèòå èçðàçè Lk(Hn; an+1)−Lk(Hn;x), 1 ≤ k ≤ n, ñà íåîòðèöàòåëíè
ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.2, à L0(Hn; an+1)−L0(Hn;x) = H2

n(an+1)−H2
n(x) ≥ 0 ñúãëàñíî

(2.4). Ñ òîâà äîêàçàõìå Òâúðäåíèå 2′, ïðè ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å Òåîðåìà 2.2 å
âÿðíà. �

Òàêà, çà äà çàâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 2.1, îñòàâà äà äîêàæåì
Òåîðåìà 2.2. Èìåííî äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 2.2, êúì êîåòî ñåãà ïðèñòúï-
âàìå, å òåõíè÷åñêè íàé�ñëîæíàòà ÷àñò îò òàçè ãëàâà.

5. Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìà 2.2.

Ùå äîêàæåì Òåîðåìà 2.2, ïðèëàãàéêè èíäóêöèÿ ïî k. Â ñëó÷àÿ k = 1, îò
L1(f ;x) = [f ′(x)]2 − f(x)f ′′(x) ïîëó÷àâàìå

L′1(f ;x) = f ′(x) · f ′′(x)− f(x) · f ′′′(x) = [f ′′(x)]2 ·
[ f(x)

f ′′(x)

]′
.

Ñëåäîâàòåëíî, äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì, ÷å àêî y = Hn , òî

sign
[ y(x)

y′′(x)

]′
= sign x. (2.6)
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Îò (2.2) ïîëó÷àâàìå

2n
y

y′′
= 2x

y′

y′′
− 1 ⇒

[ y
y′′

]′
=

1

n

[
x
y′

y′′

]′
,

çàòîâà (2.6) å ðàâíîñèëíî íà

sign
[xy′(x)

y′′(x)

]′
= sign x. (2.7)

Íåêà {xν}n−1ν=1 ñà íóëèòå íà y
′(x). Òå ñà ðàçïîëîæåíè ñèìåòðè÷íî ñïðÿìî íà-

÷àëîòî íà ÷èñëîâàòà ïðàâà, ò.å. {xν}n−1ν=1 ≡ {−xν}n−1ν=1. Ñëåäîâàòåëíî

y′′(x)

xy′(x)
=

1

2x

n−1∑
ν=1

[ 1

x− xν
+

1

x+ xν

]
=

n−1∑
ν=1

1

x2 − x2ν
.

Äèôåðåíöèðàìå ïîñëåäíèÿ èçðàç è ïîëó÷àâàìå

sign
[xy′(x)

y′′(x)

]′
= sign

{[ n−1∑
ν=1

1

x2 − x2ν

]−2
·
n−1∑
ν=1

2x

(x2 − x2ν)2
}

= sign x,

êîåòî äîêàçâà (2.7).

Ñ òîâà ñëó÷àÿò k = 1 â äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìà 2.2 å ïðèêëþ÷åí, ò.å.
ïîëîæèõìå îñíîâàòà íà èíäóêöèÿòà.

Ïðåìèíàâàìå êúì èíäóêòèâíàòà ñòúïêà. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å Òåîðåìà 2.2 å
äîêàçàíà çà Lk(Hn;x), êúäåòî 1 ≤ k < n. Èíäóêòèâíàòà ñòúïêà k 7→ k + 1 ñå
èçâúðøâà ñ ïîìîùòà íà ñëåäíîòî

Òúæäåñòâî 1.

2n(k + 1)L′k+1(Hn;x) = 2(k + 1)xLk+1(H
′
n;x) + L′k(H

′
n;x).

Èìàéêè Òúæäåñòâî 1 íà ðàçïîëîæåíèå, ïðåõîäúò îò k êúì k+1 å òðèâèàëåí:
è äâåòå ñúáèðàåìè â äÿñíàòà ìó ñòðàíà èìàò çíàêà íà x, è ïîðàäè òîâà òàêúâ å
è çíàêúò íà ëÿâàòà ìó ñòðàíà. Íàèñòèíà, ïîíåæå H ′n = 2nHn−1 èìà ñàìî ðåàëíè
è ïðîñòè íóëè, èìàìå ÷å Lk+1(H

′
n;x) > 0. Îñâåí òîâà, ñúãëàñíî èíäóêöèîííîòî

ïðåäïîëîæåíèå, sign L′k(H
′
n;x) = sign x . Òàêà îò Òúæäåñòâî 1 ïîëó÷àâàìå, ÷å

sign L′k+1(Hn;x) = sign x, ñ êîåòî å íàïðàâåíà èíäóêöèîííàòà ñòúïêà îò k êúì
k+ 1, è Òåîðåìà 2.2 å äîêàçàíà ïðè ïðåäïîëîæåíèå, ÷å Òúæäåñòâî 1 å âÿðíî. �

Òàêà, çà äà äîêàæåì Òåîðåìà 2.2, îñòàâà äà äîêàæåì Òúæäåñòâî 1.

6. Äîêàçàòåëñòâî íà Òúæäåñòâî 1.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà Òúæäåñòâî 1 íà ñâîé ðåä ìèíàâà ïðåç íÿêîëêî ïîìîùíè
òúæäåñòâà. Çà òÿõíîòî óñòàíîâÿâàíå ñå íóæäàåì îò åäíà òåõíè÷åñêà ëåìà:
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Ëåìà 2.1. Íåêà f å ïðîèçâîëíà äîñòàòú÷íî ãëàäêà ôóíêöèÿ, òàêà ÷å âñè÷êè
ïîÿâÿâàùè ñå ïðîèçâîäíè ñúùåñòâóâàò. Èçïúëíåíè ñà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà :

à)
2k−1∑
j=0

(−1)k−j
f (j)(x)

j!

f (2k−1−j)(x)

(2k − 1− j)!
= 0 ;

á)
2k∑
j=0

(−1)k−j(k − j)f
(j)(x)

j!

f (2k−j)(x)

(2k − j)!
= 0 ;

â)
2k∑
j=0

(−1)k−j
f (j+1)(x)

j!

f (2k−j)(x)

(2k − j)!
=

2k∑
j=0

(−1)k−j
f (j)(x)

j!

f (2k+1−j)(x)

(2k − j)!

=
1

2
L′k(f ;x) ;

ã)
2k∑
j=0

(−1)k−j
f (j+2)(x)

j!
· f

(2k−j)(x)

(2k − j)!
=

2k∑
j=0

(−1)k−j
f (j)(x)

j!
· f

(2k+2−j)(x)

(2k − j)!

=
1

2
L′′k(f ;x)− Lk(f ′;x) .

Äîêàçàòåëñòâî íà Ëåìà 2.1:

a) Ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å ñúáèðàåìèòå ñà 2k íà áðîé è ïðè j ∈ {0, 1, . . . , k − 1}
ñúáèðàåìîòî ñ íîìåð j è ñúáèðàåìîòî ñ íîìåð 2k−1−j âçàèìíî ñå óíèùîæàâàò.

á) Ñåãà ñúáèðàåìèòå ñà 2k+1 íà áðîé è ïðè j ∈ {0, 1, . . . , k − 1} ñúáèðàåìèòå
ñ íîìåðà j è 2k−j âçàèìíî ñå óíèùîæàâàò; îñòàíàëîòî ñúáèðàåìî (òîâà ñ íîìåð
k) ó÷àñòâà ñ êîåôèöèåíò 0.

â) Ïîíåæå

L′k(f ;x) =
2k∑
j=0

(−1)k−j

j!(2k − j)!
[f (j+1)(x)f (2k−j)(x) + f (j)(x)f (2k+1−j)(x)],

äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì ñàìî ïúðâîòî ðàâåíñòâî âúâ â). Èçïîëçâàéêè à), çà äà
ïðåìèíåì îò ïúðâèÿ íà âòîðèÿ ðåä ïî-äîëó, ïîëó÷àâàìå:

2k∑
j=0

(−1)k−j
f (j+1)(x)

j!

f (2k−j)(x)

(2k − j)!
=

2k+1∑
j=0

(−1)k+1−jj
f (j)(x)

j!

f (2k+1−j)(x)

(2k + 1− j)!

=
2k+1∑
j=0

(−1)k−j(2k + 1− j)f
(j)(x)

j!

f (2k+1−j)(x)

(2k + 1− j)!

=
2k∑
j=0

(−1)k−j
f (j)(x)

j!

f (2k+1−j)(x)

(2k − j)!
.
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ã) Ïîíåæå

L′′k(f ;x) =
2k∑
j=0

(−1)k−j

j!(2k − j)!
[f (j+2)(x)f (2k−j)(x) + f (j)(x)f (2k+2−j)(x)] + 2Lk(f

′;x),

äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì ñàìî ïúðâîòî ðàâåíñòâî â ã). Èçïîëçâàéêè á), çà äà
ïðåìèíåì îò âòîðèÿ íà òðåòèÿ ðåä ïî-äîëó, ïîëó÷àâàìå:

2k∑
j=0

(−1)k−j
f (j+2)(x)

j!

f (2k−j)(x)

(2k − j)!
=

2k+2∑
j=0

(−1)k+2−jj(j − 1)

j!(2k + 2− j)!
f (j)(x)f (2k+2−j)(x)

=
2k+2∑
j=0

(−1)k−j[(2k+1−j)(2k+2−j)−(2k+1)(2k+2−2j)]

j!(2k+2−j)!
f (j)(x)f (2k+2−j)(x)

=
2k∑
j=0

(−1)k−j
f (j)(x)

j!

f (2k+2−j)(x)

(2k − j)!
.

Ñ òîâà Ëåìà 2.1 å äîêàçàíà. �

Çà äà äîêàæåì Òúæäåñòâî 1, ùå ñå íóæäàåì è îò ñëåäíîòî

Òúæäåñòâî 2. Àêî f(x) å ïðîèçâîëíà äîñòàòú÷íî ãëàäêà ôóíêöèÿ, òî

L′′k(f ;x) = 4Lk(f
′;x)− (2k + 1)(2k + 2)Lk+1(f ;x).

Äîêàçàòåëñòâî íà òúæäåñòâî 2:

Ïðàâåéêè ïîäõîäÿùè ñìåíè íà ñóìàöèîííèòå èíäåêñè, ïîëó÷àâàìå:

4Lk(f
′;x)− L′′k(f ;x) =

=
2k∑
j=0

(−1)k−j

j!(2k−j)!
[2f (j+1)(x)f (2k+1−j)(x)−f (j+2)(x)f (2k−j)(x)−f (j)(x)f (2k+2−j)(x)]

= 2
2k+2∑
j=0

(−1)k+1−jj(2k + 2− j)
j!(2k + 2− j)!

f (j)(x)f (2k+2−j)(x)

−
2k+2∑
j=0

(−1)k+2−jj(j − 1)

j!(2k + 2− j)!
f (j)(x)f (2k+2−j)(x)

−
2k+2∑
j=0

(−1)k−j(2k + 1− j)(2k + 2− j)
j!(2k + 2− j)!

f (j)(x)f (2k+2−j)(x)
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=
2k+2∑
j=0

(−1)k+1−jj(2k + 2− j + j − 1)

j!(2k + 2− j)!
f (j)(x)f (2k+2−j)(x)

+
2k+2∑
j=0

(−1)k+1−j(2k + 2− j)(j + 2k + 1− j)
j!(2k + 2− j)!

f (j)(x)f (2k+2−j)(x)

= (2k + 1)(2k + 2)
2k+2∑
j=0

(−1)k+1−j

j!(2k + 2− j)!
f (j)(x)f (2k+2−j)(x)

= (2k + 1)(2k + 2)Lk+1(f ;x).

Ñ òîâà Òúæäåñòâî 2 å äîêàçàíî. �

Äðóã êîìïîíåíò îò äîêàçàòåëñòâîòî íà Òúæäåñòâî 1 å ñëåäíîòî:

Òúæäåñòâî 3. Àêî y = Hn, òî

Lk(y
′′;x)− xL′k(y′;x) + 2(n+ k)Lk(y

′;x)− 2n(k + 1)(2k + 1)Lk+1(y;x) = 0.

Äîêàçàòåëñòâî íà òúæäåñòâî 3:

Äèôåðåíöèðàìå j ïúòè ðàâåíñòâîòî y′′ − 2xy′ + 2ny = 0, èçïîëçâàéêè ôîð-
ìóëàòà íà Ëàéáíèö è ïîëó÷àâàìå y(j+2) − 2xy(j+1) + 2(n − j)y(j) = 0. Òîãàâà,
èçïîëçâàéêè âòîðîòî ðàâåíñòâî â Ëåìà 2.1â), ïîëó÷àâàìå

0 =
2k∑
j=0

(−1)k−j
[
y(j+2) − 2xy(j+1) + 2(n− j)y(j)] y

(2k+2−j)

j!(2k − j)!

]
= Lk(y

′′;x)− xL′k(y′;x) + 2
2k∑
j=0

(−1)k−j

j!(2k − j)!
(n− j)y(j)y(2k+2−j).

(2.8)

Îñòàâà äà îïðîñòèì ïîñëåäíàòà ñóìà â (2.8). Ñúãëàñíî âòîðîòî ðàâåíñòâî â
Ëåìà 2.1ã) èìàìå

n
2k∑
j=0

(−1)k−j

j!(2k − j)!
y(j)y(2k+2−j) = n

[1

2
L′′k(y;x)− Lk(y′;x)

]
.

Èìàìå îùå
2k∑
j=0

(−1)k−j

j!(2k − j)!
jy(j)y(2k+2−j) =

2k∑
j=1

(−1)k−j

(j − 1)!(2k − j)!
y(j)y(2k+2−j)

=
2k−1∑
j=0

(−1)k−1−j

j!(2k − 1− j)!
y(j+1)y(2k+1−j)

= −
2k∑
j=0

(−1)k−j

j!(2k − j)!
[k + (k − j)]y(j+1)y(2k+1−j) = −kLk(y′;x),
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êàòî çà ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî èçïîëçâàõìå Ëåìà 2.1á).
Äâåòå ðàâåíñòâà, êîèòî ïîëó÷èõìå òîêó-ùî, íè ïîçâîëÿâàò äà îïðîñòèì ïîñ-

ëåäíàòà ñóìà â (2.8) òàêà:

2k∑
j=0

(−1)k−j

j!(2k − j)!
(n− j)y(j)y(2k+2−j) = n

[1

2
L′′k(y;x)− Lk(y′;x)

]
+ kLk(y

′;x) ,

è çàìåñòâàéêè â (2.8) äà ïîëó÷èì

0 = Lk(y
′′;x)− xL′k(y′;x) + nL′′k(y;x) + 2(k − n)Lk(y

′;x).

Íàêðàÿ, çàìåñòâàéêè L′′k(y;x) ñ 4Lk(y
′;x) − 2(k + 1)(2k + 1)Lk+1(y;x) ñúãëàñíî

Òúæäåñòâî 2, ïîëó÷àâàìå Òúæäåñòâî 3. �

Ïîñëåäíàòà ñòúïêà ïî ïúòÿ êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà Òúæäåñòâî 1 å ñëåäíîòî:

Òúæäåñòâî 4. Àêî y = Hn, òî

L′k−1(y
′′;x)− 4xLk−1(y

′′;x) + 2(n− 1)L′k−1(y
′;x) = 0.

Äîêàçàòåëñòâî íà òúæäåñòâî 4:

Äèôåðåíöèðàìå (j + 1) ïúòè ðàâåíñòâîòî y′′ − 2xy′ + 2ny = 0 , èçïîëçâàéêè
ôîðìóëàòà íà Ëàéáíèö è ñòèãàìå äî y(j+3) − 2xy(j+2) + 2(n − j − 1)y(j+1) = 0.
Ñëåä òîâà, èçïîëçâàéêè íàé-íàïðåä ïúðâîòî, à ïîñëå è âòîðîòî ðàâåíñòâî îò
Ëåìà 2.1â), ïîëó÷àâàìå

0 =
2k−2∑
j=0

(−1)k−1−j[y(j+3) − 2xy(j+2) + 2(n− j − 1)y(j+1)]
y(2k−j)

j!(2k − 2− j)!

=
1

2
L′k−1(y

′′;x)− 2xLk−1(y
′′;x) + (n− 1)L′k−1(y

′;x)

− 2
2k−2∑
j=0

(−1)k−1−jj
y(j+1)y(2k−j)

j!(2k − 2− j)!
.

Ïîñëåäíàòà ñóìà å ðàâíà íà 0 ñúãëàñíî Ëåìà 2.1à):

2k−2∑
j=0

(−1)k−1−jj
y(j+1)y(2k−j)

j!(2k − 2− j)!
=

2k−2∑
j=1

(−1)k−1−j
y(j+1)y(2k−j)

(j − 1)!(2k − 2− j)!

= −
2k−3∑
j=0

(−1)k−1−j
y(j+2)y(2k−1−j)

j!(2k − 3− j)!
= 0.

Ñ òîâà Òúæäåñòâî 4 å äîêàçàíî. �
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Ñåãà âå÷å ìîæåì äà ïîñòèãíåì îñíîâíàòà ñè öåë â òàçè òî÷êà:

Äîêàçàòåëñòâî íà Òúæäåñòâî 1:

Äèôåðåíöèðàìå Òúæäåñòâî 3 è ïîëó÷àâàìå

L′k(y
′′;x)−L′k(y′;x)−xL′′k(y′;x)+2(n+k)L′k(y

′;x)−2n(k+1)(2k+1)L′k+1(y;x)=0.

Òúæäåñòâî 4 (ñ k + 1 âìåñòî k) íè äàâà

L′k(y
′′;x)− 4xLk(y

′′;x) + 2(n− 1)L′k(y
′;x) = 0.

Èçâàæäàìå ïî÷ëåííî äâåòå ðàâåíñòâà è ïîëó÷àâàìå

(2k + 1)L′k(y
′;x) + 4xLk(y

′′;x)− xL′′k(y′;x)− 2n(k + 1)(2k + 1)L′k+1(y;x) = 0.

Ñúãëàñíî Òúæäåñòâî 2 èìàìå

L′′k(y
′;x) = 4Lk(y

′′;x)− 2(k + 1)(2k + 1)Lk+1(y
′;x).

Çàìåñòâàìå ïî÷ëåííî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî â ïðåäïîñëåäíîòî è ïîëó÷àâàìå

(2k + 1)L′k(y
′;x) + 2x(k + 1)(2k + 1)Lk+1(y

′;x)− 2n(k + 1)(2k + 1)L′k+1(y;x) = 0.

Ñ òîâà Òúæäåñòâî 1 å äîêàçàíî. �

Êàêòî âå÷å ñïîìåíàõìå, îò Òúæäåñòâî 1 ñëåäâà Òåîðåìà 2.2 , à îò Òåîðåìà 2.2
ñëåäâà òâúðäåíèå 2′; íà ñâîé ðåä, Òâúðäåíèå 2′ è äîêàçàíîòî ïî-ðàíî Òâúðäåíèå
1′ ïúê äîêàçâàò Òåîðåìà 2.1.

Äîêàçàíàòà îò íàñ Òåîðåìà 2.1 å àíàëîã íà òåîðåìà C íà Äàôèí è Øåôåð.
Îò Òâúðäåíèå 1′, Òâúðäåíèå 2′ è ñëåäñòâèåòî íà Òåîðåìà D âåäíàãà ñå ïîëó÷àâà
è àíàëîã íà òÿõíàòà Òåîðåìà B, à èìåííî:

Àêî â Òåîðåìà 2.1 ïðåäïîëîæèì, ÷å âìåñòî f ∈ πrn èìàìå ïî-ñëàáîòî óñëîâèå
f ∈ πn, òî å â ñèëà ïî-ñëàáîòî íåðàâåíñòâî

‖f (k)‖C[−an+1,an+1] ≤ ‖H(k)
n ‖C[−an+1,an+1], k = 1, . . . , n,

êàòî ðàâåíñòâî â íåãî ñå äîñòèãà ñàìî àêî f = γ Hn, êúäåòî γ ∈ C è |γ| = 1.
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3. Õèïîòåçà íà Ïàòðèê è íåèí óñèëåí âàðèàíò çà

ïîëèíîìèòå íà Ãåãåíáàóåð.

1. Íÿêîè ñâîéñòâà íà ïîëèíîìèòå íà ßêîáè è íà Ãåãåíáàóåð.

Êàêòî å äîáðå èçâåñòíî, ïîëèíîìèòå íà ßêîáè P (α,β)
n ñà îðòîãîíàëíè â èí-

òåðâàëà [−1, 1] ïðè òåãëî wα,β(x) = (1 − x)α(1 + x)β, (α, β > −1). Òðàäèöè-
îííàòà íîðìèðîâêà íà P

(α,β)
n , êîÿòî ùå ñëåäâàìå è íèå, ñå äàâà ñ óñëîâèåòî

P
(α,β)
n (1) =

(
n+α
n

)
.

Êàòî ÷àñòåí ñëó÷àé îò ïîëèíîìèòå íà ßêîáè ïðè α = β = λ − 1
2
ñå ïîëó÷à-

âàò ïîëèíîìèòå íà Ãåãåíáàóåð (íàðè÷àíè îùå è óëòðàñôåðè÷íè ïîëèíîìè) P (λ)
n ,

êîèòî ñà îðòîãîíàëíè â [−1, 1] ñ òåãëî wλ(x) = (1 − x2)λ−
1
2 , (λ > −1

2
). Ñòàí-

äàðòíàòà íîðìèðîâêà íà P (λ)
n , êîÿòî ùå ñëåäâàìå è íèå, ñå äàâà ñ óñëîâèåòî

P
(λ)
n (1) =

(
n+2λ−1

n

)
.

Â íà÷àëîòî íà òàçè ãëàâà, çà ïúëíîòà íà èçëîæåíèåòî, ùå äîêàæåì òåçè îò
ñâîéñòâàòà íà ïîëèíîìèòå íà ßêîáè, êîèòî ùå íè ïîòðÿáâàò ïî-íàòàòúê.

Ëåìà 3.1. Ïîëèíîìúò íà ßêîáè y = P
(α,β)
n å ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî

óðàâíåíèå

(1− x2)y′′ − [(α + β + 2)x+ α− β]y′ + n(n+ α + β + 1)y = 0 . (3.1)

Äîêàçàòåëñòâî íà Ëåìà 3.1:

Êàòî èçïîëçâàìå, ÷å[
(1− x)(α+1)(1 + x)(β+1)y′

]′
= (1− x)α(1 + x)β

[
(1− x2)y′′ − (α + 1)(1 + x)y′ + (β + 1)(1− x)y′

]
,

(3.2)

âèæäàìå, ÷å (3.1) å ðàâíîñèëíî ñ

[
(1− x)(α+1)(1 + x)(β+1)y′

]′
+ n(n+ α + β + 1)(1− x)α(1 + x)βy = 0 . (3.3)

Çà äà äîêàæåì (3.3), äà çàáåëåæèì, ÷å ñúãëàñíî (3.2)[
(1− x)(α+1)(1 + x)(β+1)y′

]′
= (1− x)α(1 + x)βq(x),

êúäåòî q ∈ πrn .
Ïàê îò (3.2) ñëåäâà, ÷å c(q) = −n(n+α+β+1)c(y), êúäåòî ñ c(f) ñìå îçíà÷èëè

êîåôèöèåíòà ïðåä xn â f(x).

Òàêà, çà äà äîêàæåì (3.3), å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì, ÷å q å îðòîãîíàëåí íà
âñåêè ïîëèíîì f ∈ πn−1 â [−1, 1] ñ òåãëî wα,β(x) = (1− x)α(1 + x)β.
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Íåêà f ∈ πn−1 å ïðîèçâîëåí. Èíòåãðèðàéêè äâà ïúòè ïî ÷àñòè, ïîëó÷àâàìå:∫ 1

−1
(1− x)α(1 + x)βq(x)f(x)dx =

∫ 1

−1

[
(1− x)(α+1)(1 + x)(β+1)y′

]′
f(x)dx

= −
∫ 1

−1
(1− x)(α+1)(1 + x)(β+1)y′(x)f ′(x)dx

=

∫ 1

−1

[
(1− x)(α+1)(1 + x)(β+1)f ′(x)

]′
y(x)dx

=

∫ 1

−1
(1− x)α(1 + x)βf0(x)y(x)dx = 0,

êúäåòî f0 ∈ πn−1, è ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å y = P
(α,β)
n å

îðòîãîíàëåí â [−1, 1] ïðè òåãëî wα,β(x).

Ñ òîâà Ëåìà 3.1 å äîêàçàíà. �

Êàòî íåïîñðåäñòâåíî ñëåäñòâèå îò Ëåìà 3.1 ïîëó÷àâàìå:

Ñëåäñòâèå 3.1. Óëòðàñôåðè÷íèÿò ïîëèíîì y = P
(λ)
n å ðåøåíèå íà äèôå-

ðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå

(1− x2)y′′ − (2λ+ 1)xy′ + n(n+ 2λ)y = 0 . (3.4)

Ëåìà 3.2. Èçïúëíåíî å ðàâåíñòâîòî(
P (α,β)
n (x)

)′
=

1

2
(n+ α + β + 1)P

(α+1,β+1)
n−1 (x).

Â ÷àñòíîñò, ïðîèçâîäíàòà íà ïîëèíîì íà ßêîáè å ïàê ïîëèíîì íà ßêîáè, à
ïðîèçâîäíàòà íà ïîëèíîì íà Ãåãåíáàóåð å ïàê ïîëèíîì íà Ãåãåíáàóåð (ðàçáèðà
ñå, ñ äðóãè íîðìèðîâêè).

Äîêàçàòåëñòâî íà Ëåìà 3.2:

Î÷åâèäíî
(
P

(α,β)
n (x)

)′
å ïîëèíîì îò ñòåïåí n− 1. Èçïîëçâàéêè èíòåãðèðàíå

ïî ÷àñòè è îðòîãîíàëíîñòòà íà P (α,β)
n (x), ïîëó÷àâàìå, ÷å àêî f ∈ πn−2, òî

1∫
−1

(1− x)α+1(1 + x)β+1
(
P (α,β)
n (x)

)′
f(x)dx

=

1∫
−1

wα,β(x)P (α,β)
n (x)

{
[(α+1)(1+x)−(β+1)(1−x)]f(x)−(1−x2)f ′(x)

}
dx = 0 ,

çàùîòî ïîëèíîìúò â ãîëåìèòå ôèãóðíè ñêîáè å îò ñòåïåí íàé-ìíîãî n− 1.
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Ñëåäîâàòåëíî
(
P

(α,β)
n (x)

)′
= C P

(α+1,β+1)
n−1 (x). Çà äà îïðåäåëèì êîíñòàíòàòà

C, ïîëàãàìå x = 1 â äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (3.1) è ïîëó÷àâàìå(
P (α,β)
n (1)

)′
=
n(n+ α + β + 1)

2(α + 1)
P (α,β)
n (1).

Òîãàâà

C =
n(n+ α + β + 1)

2(α + 1)

P
(α,β)
n (1)

P
(α+1,β+1)
n−1 (1)

=
n(n+ α + β + 1)

2(α + 1)

(n+αn )(
n+α
n−1
)

=
n(n+ α + β + 1)

2(α + 1)

(n+ α) . . . (α + 1)

n!

(n− 1)!

(n+ α) . . . (α + 2)

=
1

2
(n+ α + β + 1).

Ñ òîâà Ëåìà 3.2 å äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 3.2. Êîåôèöèåíòúò ïðåä xn â P (α,β)
n (x) å κn = 1

2n

(
2n+α+β

n

)
.

Äîêàçàòåëñòâî íà ñëåäñòâèåòî:

Êàòî ïðèëîæèì n ïúòè Ëåìà 3.2, çà κn =
1

n!

(
P (α,β)
n (x)

)(n)
(1) ïîëó÷àâàìå

κn =
1

n!

1

2n
(n+ α + β + 1) · · · (n+ α + β + n) =

1

2n

(
2n+ α + β

n

)
.

�

Ëåìà 3.3. Èçïúëíåíî å ðàâåíñòâîòî P (α,β)
n (−x) = (−1)nP

(β,α)
n (x). Â ÷àñò-

íîñò, P (α,β)
n (−1) = (−1)n

(
n+β
n

)
.

Äîêàçàòåëñòâî íà Ëåìà 3.3:

Àêî f ∈ πn−1, èìàìå∫ 1

−1
(1− x)α(1 + x)βP (α,β)

n (x)f(x)dx = 0,

îòêúäåòî, ïðàâåéêè ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà x→ −x, ïîëó÷àâàìå∫ 1

−1
(1 + x)α(1− x)βP (α,β)

n (−x)f(−x)dx = 0.

Îòòóê ñëåäâà, ÷å P (α,β)
n (−x) = C P

(β,α)
n (x) çà íÿêàêâà êîíñòàíòà C. Ñúãëàñíî

Ñëåäñòâèå 3.2, ñòàðøèÿò êîåôèöèåíò íà P (α,β)
n (−x) å (−1)n 1

2n

(
2n+α+β

n

)
, à òîçè íà

P
(β,α)
n (x) å 1

2n

(
2n+α+β

n

)
, è îò ñðàâíÿâàíåòî íàìèðàìå C = (−1)n. �
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Ëåìà 3.4. Ako α ≥ max{β,−1
2
}, òî

max
x∈[−1,1]

|P (α,β)
n (x)| = P (α,β)

n (1).

Â ÷àñòíîñò, ïðè λ ≥ 0 å èçïúëíåíî

max
x∈[−1,1]

|P (λ)
n (x)| = P (λ)

n (1) = |P (λ)
n (−1)| .

Äîêàçàòåëñòâî íà Ëåìà 3.4:

Ùå èçïîëçâàìå ìåòîäà íà Ñîíèí-Ïîéà, îïèñàí â ïàðàãðàô 5 íà Ãëàâà 1. Â
íàøèÿ ñëó÷àé (1.11) èìà âèäà (3.1), òàêà ÷å å èçïúëíåíî

p(x) = 1− x2,
q(x) = Ax+ C, êúäåòî A = α + β + 2, C = α− β,
r(x) = B, êúäåòî B = n(n+ α + β + 1) > 0.

Îòáåëÿçâàìå, ÷å
p(x)

r(x)
≥ 0, x ∈ [−1, 1], òàêà ÷å ìåòîäúò íà Ñîíèí-Ïîéà å

ïðèëîæèì. Â ñëó÷àÿ èìàìå

2 q(x) r(x) + p′(x)r(x)− p(x) r′(x) = 2B(Ax+ C)− 2Bx = 2B[(A− 1)x+ C]

= 2B[(α + β + 1)x+ α− β].

Äà îçíà÷èì f(x) = (α + β + 1)x+ α− β. Ako α ≥ −1
2
≥ β, òîãàâà

f(1) = 2α + 1 ≥ 0, f(−1) = −2β − 1 ≥ 0,

ïîðàäè êîåòî f(x) ≥ 0, x ∈ [−1, 1]. Òîãàâà ñïîìàãàòåëíàòà ôóíêöèÿ ϕ(x) îò
ïàðàãðàô 5 íà Ãëàâà 1 å ðàñòÿùà â [−1, 1], è çàòîâà â òîçè ñëó÷àé èìàìå
maxx∈[−1,1] |P (α,β)

n (x)| = P
(α,β)
n (1).

Àêî ïúê α ≥ β ≥ −1
2
, òîãàâà f(1) = 2α + 1 ≥ 0, f(−1) = −2β − 1 ≤

0, ñëåäîâàòåëíî ϕ(x) èìà åäèíñòâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì (ìèíèìóì) â [−1, 1].
Ìåòîäúò íà Ñîíèí-Ïîéà â òîçè ñëó÷àé íè äàâà, ÷å

max
x∈[−1,1]

|P (α,β)
n (x)| = max{P (α,β)

n (1), |P (α,β)
n (−1)|}.

Òúé êàòî

P (α,β)
n (1) =

(
n+ α

n

)
=

(n+ α) . . . (α + 1)

n!

≥ (n+ β) . . . (β + 1)

n!
= |(−1)n

(
n+ β

n

)
| = |P (α,β)

n (−1)|,

è â òîçè ñëó÷àé å èçïúëíåíî maxx∈[−1,1] |P (α,β)
n (x)| = P

(α,β)
n (1). �
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2. Õèïîòåçàòà íà Ì. Ïàòðèê.

Íàïîìíÿìå, ÷å ñ Lk(f ;x) îçíà÷àâàìå êîåôèöèåíòèòå âúâ ôîðìóëàòà íà Éåí-
ñåí çà f(x), êúäåòî L0(f ;x) = f 2(x) è

Lk(f ;x) =
2k∑
j=0

(−1)k−j
f (j)(x)

j!

f (2k−j)(x)

(2k − j)!
, k = 1, . . . , n.

Ïðåç 1971ã. â ñòàòèÿòà ñè [25] àìåðèêàíñêèÿò ìàòåìàòèê Ìåðèë Ïàòðèê ôîð-
ìóëèðà ñëåäíàòà õèïîòåçà:

Õèïîòåçà íà Ì. Ïàòðèê. Íåêà P = P
(α,β)
n å n-òèÿ ïîëèíîì íà ßêîáè,

êúäåòî α ≥ β > −1. Òîãàâà çà k = 1, 2, . . . , n,

max
x∈[0,1]

Lk(P ;x) = Lk(P ; 1) . (3.5)

Çà ñëó÷àÿ β ≥ α > −1, ìîæåì äà ñå âúçïîëçâàìå îò äîêàçàíîòî â Ëåìà 3.3 ðà-
âåíñòâî P (α,β)

n (−x) = (−1)nP
(β,α)
n (x), ïîëó÷àâàìå Lk(P

(α,β)
n ;x) = Lk(P

(β,α)
n ;−x),

êîåòî íè âîäè äî ñëåäíàòà

Àëòåðíàòèâíà âåðñèÿ íà õèïîòåçàòà íà Ïàòðèê. Íåêà P = P
(α,β)
n å

n-òèÿ ïîëèíîì íà ßêîáè, êúäåòî β ≥ α > −1. Òîãàâà çà k = 1, 2, . . . , n,

max
x∈[−1,0]

Lk(P ;x) = Lk(P ;−1).

Ïàòðèê óñïÿâà äà äîêàæå ñâîÿòà õèïîòåçà ñàìî çà 1 ≤ k ≤ 3. Âúïðåêè ÷å
â ñòàòèÿòà ìó íå å ôîðìóëèðàíà ÿâíî, íàé-âåðîÿòíî öåëòà íà Ïàòðèê, êîéòî
å äîêòîðàíò íà Äàôèí, å áèëà äà äîêàæå ñâîéñòâîòî (êîåòî â ïàðàãðàô 3 íà
Ãëàâà 1 íàðåêîõìå EPDP)

|P (x+ iy)| ≤ |P (1 + iy)| ïðè x ∈ [−1, 1], y ∈ R (3.6)

çà ïîëèíîìà íà ßêîáè P = P
(α,β)
n , α ≥ β > −1. Èìàéêè äîêàçàíî òîâà ñâîéñ-

òâî, Ïàòðèê áè ìîãúë äà ïîëó÷è íåðàâåíñòâî îò òèïà íà Äàôèí è Øåôåð çà
ïîäõîäÿù ïîäêëàñ îò ïîëèíîìèòå íà ßêîáè.

Íàé-íàïðåä òîçè ïëàí å ðåàëèçèðàí îò Ã. Íèêîëîâ â ñèìåòðè÷íèÿ ñëó÷àé
α = β = λ− 1/2. Â ñâîÿòà ñòàòèÿ [18], òîé äîêàçâà, ÷å õèïîòåçàòà íà Ïàòðèê å
âÿðíà çà óëòðàñôåðè÷íèòå ïîëèíîìè, ò.å. ïðè P = P

(λ)
n , n ∈ N.

Ïîíåæå ïðè α = β = λ− 1/2 Lk(P ;x) ñà ÷åòíè ôóíêöèè, òî îò (3.5) ñëåäâà,
÷å

max
x∈[−1,1]

Lk(P ;x) = Lk(P ; 1) , 1 ≤ k ≤ n . (3.7)
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Êàêòî çíàåì îò Ëåìà 3.4, ñúùîòî å âÿðíî è çà L0(P ;x) = P 2(x), àêî λ ≥ 0.
Òîãàâà ïðè λ ≥ 0 îò ôîðìóëàòà íà Éåíñåí çàêëþ÷àâàìå, ÷å çà x ∈ [−1, 1], y ∈ R
å èçïúëíåíî

|P (λ)
n (x+ iy)|2 =

n∑
k=0

Lk(P
(λ)
n ;x)y2k ≤

n∑
k=0

Lk(P
(λ)
n ; 1)y2k = |P (λ)

n (1 + iy)|2.

Ñ òàêèâà ñúîáðàæåíèÿ â [18] å äîêàçàíà ñëåäíàòà

Òåîðåìà Å (Ã. Íèêîëîâ). Çà âñÿêî λ ≥ 0 è n ∈ N, óëòðàñôåðè÷íèÿò
ïîëèíîì P = P

(λ)
n óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâîòî

|P (x+ iy)| ≤ |P (1 + iy)| ïðè x ∈ [−1, 1], y ∈ R.

Ïðè òîâà, àêî λ > 0 èëè àêî λ = 0 è y 6= 0, ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ñàìî çà x = ±1.

Îò ñâîÿ ñòðàíà, Òåîðåìà E e êëþ÷îâèÿò åëåìåíò â äîêàçàòåëñòâîòî íà ñëåä-
íîòî íåðàâåíñòâî îò òèïà íà Äàôèí è Øåôåð, ïîëó÷åíî â [18]:

Òåîðåìà F (Ã. Íèêîëîâ). Íåêà P = P
(λ)
n (λ ∈ [0, 1

2
], n ∈ N) è {tν}nν=0 ñà

íóëèòå íà (1− x2)P ′(x). Àêî f ∈ πrn óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâàòà

|f(tν)| ≤ |P (tν)| ïðè ν = 0, 1, . . . , n ,

òî çà k = 1, . . . , n èìàìå

|f (k)(x+ i y)| ≤ |P (k)(1 + i y)| ïðè x ∈ [−1, 1], y ∈ R .

Ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ñàìî àêî f = ±P.

Åòî êàê, âåäíúæ äîêàçàíà çà íÿêàêúâ êëàñ îò ïîëèíîìè íà ßêîáè, õèïîòå-
çàòà íà Ïàòðèê ïîçâîëÿâà äà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî îò òèïà íà Äàôèí è Øåôåð
çà ïîëèíîìèòå îò òîçè êëàñ.

Â ñúùàòà ñòàòèÿ [18], äîêàçâàéêè õèïîòåçàòà íà Ïàòðèê çà óëòðàñôåðè÷íèòå
ïîëèíîìè, Ã. Íèêîëîâ ïðàâè ïðåäïîëîæåíèå, îñíîâàâàùî ñå íà êîìïþòúðíè
åêñïåðèìåíòè, ÷å å â ñèëà ïî-ñèëíî òâúðäåíèå, à èìåííî:

Óñèëåíà õèïîòåçà íà Ïàòðèê çà óëòðàñôåðè÷íèòå ïîëèíîìè.
Çà k = 1, . . . , n − 1, ôóíêöèÿòà Lk(P

(λ)
n ;x) å ñòðîãî ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà â

(−∞, 0] è ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà â [0,+∞).

Íåêà îòáåëåæèì, ÷å Ln(P
(λ)
n ;x) = const ìîæå äà ñå èíòåðïðåòèðà êàòî ìîíî-

òîííà (íåñòðîãî) ôóíêöèÿ îò ñúùèÿ òèï.

Ãëàâà 3 ñå îñíîâàâà íà ñòàòèÿòà [22] è â íåÿ ñå äîêàçâà óñèëåíàòà õèïîòåçà
íà Ïàòðèê çà óëòðàñôåðè÷íèòå ïîëèíîìè.
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3. Òðè òåõíè÷åñêè ëåìè.

Â òîçè ïàðàãðàô ùå ôîðìóëèðàìå è äîêàæåì òðè ëåìè îò ñòàòèÿòà [22].
Ïúðâèòå äâå îò òÿõ ñå èçïîëçâàò â äîêàçàòåëñòâîòî íà òðåòàòà, à òÿ ïúê èãðàå
ðåøàâàùà ðîëÿ â äîêàçàòåëñòâîòî íà óñèëåíàòà õèïîòåçà íà Ïàòðèê çà óëòðàñ-
ôåðè÷íèòå ïîëèíîìè. Â öåëèÿ ïàðàãðàô 3 ìíîãîêðàòíî ùå èçïîëçâàìå Ëåìà
2.1 è Òúæäåñòâî 2 îò Ãëàâà 2.

Ïúðâî íåêà íàïîìíèì, ÷å, êàêòî âå÷å äîêàçàõìå â ñëåäñòâèåòî îò Ëåìà 3.1,
y = P

(λ)
n óäîâëåòâîðÿâà îáèêíîâåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä

(1− x2)y′′ − Axy′ +By = 0, (3.8)

êúäåòî çà êðàòêîñò ñìå ïîëîæèëè

A = 2λ+ 1 > 0, B = n(n+ 2λ) > 0.

Ëåìà 3.5. Ïðè y = P
(λ)
n å èçïúëíåíî òúæäåñòâîòî

B(k + 1)(2k + 1)Lk+1(y;x) =(1− x2)Lk(y′′;x)− A

2
xL′k(y

′;x)

+ (Ak +B)Lk(y
′;x) + Lk−1(y

′′;x).

Äîêàçàòåëñòâî íà Ëåìà 3.5:

Äèôåðåíöèðàìå j ïúòè (3.8), èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà íà Ëàéáíèö è ïîëó÷à-
âàìå

(1− x2)y(j+2) − (A+ 2j)xy(j+1) + [B − Aj − j(j − 1)]y(j) = 0,

îòêúäåòî

0 =(1− x2)
2k∑
j=0

(−1)k−j

j!(2k − j)!
y(j+2)y(2k+2−j)

− x
2k∑
j=0

(−1)k−j(A+ 2j)

j!(2k − j)!
y(j+1)y(2k+2−j)

+
2k∑
j=0

(−1)k−j[B − Aj − j(j − 1)]

j!(2k − j)!
y(j)y(2k+2−j).

(3.9)

Ñåãà ùå ïðåðàáîòèì òðèòå ñóìè â äÿñíàòà ñòðàíà íà (3.9).

Ñóìàòà íà ïúðâèÿ ðåä â (3.9) å ðàâíà íà Lk(y′′;x).
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Ñóìàòà íà âòîðèÿ ðåä â (3.9) ñå îïðîñòÿâà ñ ïîìîùòà íà âòîðîòî ðàâåíñòâî
îò Ëåìà 2.1â) è íà Ëåìà 2.1à) òàêà:

2k∑
j=0

(−1)k−j(A+ 2j)

j!(2k − j)!
y(j+1)y(2k+2−j)

=
A

2
L′k(y

′;x) + 2
2k−1∑
j=0

(−1)k−1−j

j!(2k − 1− j)!
y(j+2)y(2k+1−j)

=
A

2
L′k(y

′;x).

Ñóìàòà íà òðåòèÿ ðåä â (3.9) îïðîñòÿâàìå êàòî ïîñëåäîâàòåëíî ïðèëîæèì
âòîðîòî ðàâåíñòâî îò Ëåìà 2.1ã), Òúæäåñòâî 2 îò Ãëàâà 2 è Ëåìà 2.1á):

2k∑
j=0

(−1)k−j[B−Aj−j(j−1)]

j!(2k − j)!
y(j)y(2k+2−j)

=
B

2

[
L′′k(y;x)−2Lk(y

′;x)
]
− A

2k−1∑
j=0

(−1)k−1−j

j!(2k − 1− j)!
y(j+1)y(2k+1−j)

−
2k−2∑
j=0

(−1)k−2−j

j!(2k − 2− j)!
y(j+2)y(2k−j)

= B
[
Lk(y

′;x)− (k + 1)(2k + 1)Lk+1(y;x)
]

+ A
2k∑
j=0

(−1)k−j(k + k − j)
j!(2k − j)!

y(j+1)y(2k+1−j) + Lk−1(y
′′;x)

= B
[
Lk(y

′;x)− (k + 1)(2k + 1)Lk+1(y;x)
]

+ AkLk(y
′;x) + Lk−1(y

′′;x)

= (Ak +B)Lk(y
′;x) + Lk−1(y

′′;x)−B(k + 1)(2k + 1)Lk+1(y;x).

Çàìåñòâàìå òðèòå ñóìè â (3.9) ñ èçðàçèòå, êîèòî ïîëó÷èõìå çà òÿõ è ñòèãàìå
äî ðàâåíñòâîòî îò Ëåìà 3.5. �

Ëåìà 3.6. Íåêà y = P
(λ)
n . Òîãàâà

(1− x2)L′k(y′′;x)− 2(A+ 2k + 2)xLk(y
′′;x) + (B − A)L′k(y

′;x) + L′k−1(y
′′;x) = 0 .

Äîêàçàòåëñòâî íà Ëåìà 3.6:

Äèôåðåíöèðàìå (j + 1) ïúòè (3.8), èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà íà Ëàéáíèö è
ïîëó÷àâàìå

(1− x2)y(j+3) − (A+ 2j + 2)xy(j+2) + [B − A(j + 1)− j(j + 1)]y(j+1) = 0,
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îòêúäåòî

0 =(1− x2)
2k∑
j=0

(−1)k−j

j!(2k − j)!
y(j+3)y(2k+2−j)

− x
2k∑
j=0

(−1)k−j(A+ 2j + 2)

j!(2k − j)!
y(j+2)y(2k+2−j)

+
2k∑
j=0

(−1)k−j[B − A(j + 1)− j(j + 1)]

j!(2k − j)!
y(j+1)y(2k+2−j).

(3.10)

Ñúãëàñíî Ëåìà 2.1â) ñóìàòà íà ïúðâèÿ ðåä â (3.10) å ðàâíà íà L′k(y
′′;x)/2.

Çà ñóìàòà íà âòîðèÿ ðåä â (3.10) ïîëó÷àâàìå ñúãëàñíî Ëåìà 2.1á)

2k∑
j=0

(−1)k−j[(A+ 2k + 2) + 2(j − k)]

j!(2k − j)!
y(j+2)y(2k+2−j) = (A+ 2k + 2)Lk(y

′′;x).

Ñóìàòà íà òðåòèÿ ðåä â (3.10) ñå îïðîñòÿâà ñ ïîñëåäîâàòåëíî ïðèëàãàíå íà
Ëåìà 2.1â), Ëåìà 2.1à) è íàêðàÿ ïàê Ëåìà2.1â), êàêòî ñëåäâà:

2k∑
j=0

(−1)k−j[B − A− (A+ 2)j − j(j − 1)]

j!(2k − j)!
y(j+1)y(2k+2−j)

=
B − A

2
L′k(y

′;x)− (A+ 2)
2k−1∑
j=0

(−1)k−1−j

j!(2k − 1− j)!
y(j+2)y(2k+1−j)

−
2k−2∑
j=0

(−1)k−2−j

j!(2k − 2− j)!
y(j+3)y(2k−j)

=
B − A

2
L′k(y

′;x) +
1

2
L′k−1(y

′′;x).

Çàìåñòâàìå òðèòå ñóìè â (3.10) ñ èçðàçèòå, êîèòî ïîëó÷èõìå çà òÿõ è ñòèãàìå
äî ðàâåíñòâîòî îò Ëåìà 3.6. �

Êàòî ñëåäñòâèå îò Ëåìà 3.5 è Ëåìà 3.6 ïîëó÷àâàìå ñëåäâàùàòà ëåìà, êîÿ-
òî èãðàå îñíîâíà ðîëÿ â äîêàçàòåëñòâîòî íà óñèëåíàòà õèïîòåçà íà Ïàòðèê çà
óëòðàñôåðè÷íèòå ïîëèíîìè.

Ëåìà 3.7. Íåêà y = P
(λ)
n . Òîãàâà

B(k + 1)L′k+1(y;x) = 2xLk(y
′′;x) +

A

2
L′k(y

′;x) + A(k + 1)xLk+1(y
′;x) .
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Äîêàçàòåëñòâî íà Ëåìà 3.7:

Äèôåðåíöèðàìå ðàâåíñòâîòî îò Ëåìà 3.5 è ïîëó÷àâàìå

B(k + 1)(2k + 1)L′k+1(y;x) =(1− x2)L′k(y′′;x)− 2xLk(y
′′;x)

+L′k−1(y
′′;x)+

[
A(k− 1

2
)+B

]
L′k(y

′;x)−A
2
xL′′k(y

′;x).

Ñúãëàñíî Òúæäåñòâî 2 îò Ãëàâà 2, â ãîðíîòî ðàâåíñòâî ìîæåì äà çàìåñòèì
L′′k(y

′;x) ñ
4Lk(y

′′;x)− (2k + 1)(2k + 2)Lk+1(y
′;x),

ïðè êîåòî ïîëó÷àâàìå

B(k + 1)(2k + 1)L′k+1(y;x) =(1− x2)L′k(y′′;x)− 2(A+ 1)xLk(y
′′;x)

+ L′k−1(y
′′;x) + +

[
A(k − 1

2
) +B

]
L′k(y

′;x)

+ A(k + 1)(2k + 1)xLk+1(y
′;x).

Îò äðóãà ñòðàíà, ñúãëàñíî Ëåìà 3.6 èìàìå

0 = (1− x2)L′k(y′′;x)− 2(A+ 2k + 2)xLk(y
′′;x) + L′k−1(y

′′;x) + (B − A)L′k(y
′;x) .

Èçâàæäàìå ïî÷ëåííî ïîñëåäíèòå äâå òúæäåñòâà è ïîëó÷àâàìå

B(k + 1)(2k + 1)L′k+1(y;x) =2(2k + 1)xLk(y
′′;x) + A(k +

1

2
)L′k(y

′;x)

+ A(2k + 1)(k + 1)xLk+1(y
′;x),

îòêúäåòî, ðàçäåëÿéêè äâåòå ñòðàíè íà êîíñòàíòàòà 2k + 1, ñòèãàìå äî ðàâåí-
ñòâîòî îò Ëåìà 3.7. �

4. Äîêàçàòåëñòâî íà óñèëåíàòà õèïîòåçà íà Ïàòðèê çà óëòðàñôå-
ðè÷íèòå ïîëèíîìè.

Ñåãà âå÷å ìîæåì äà ïðåìèíåì êúì îñíîâíèÿ ðåçóëòàò â Ãëàâà 3 íà äèñåðòà-
öèÿòà:

Òåîðåìà 3.1 (Ã. Íèêîëîâ, À. Àëåêñàíäðîâ [22]). Óñèëåíàòà õèïîòåçà
íà Ïàòðèê çà óëòðàñôåðè÷íèòå ïîëèíîìè å âÿðíà. Ñ äðóãè äóìè, àêî y = P

(λ)
n ,

êúäåòî λ > −1/2 è n ∈ N, n ≥ 2, òî Lk(y;x) å ñòðîãî ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà â
(−∞, 0] è ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà â [0,∞) çà k = 1, . . . , n− 1.
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Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìà 3.1:

Ùå äîêàæåì òåîðåìàòà ñ èíäóêöèÿ ïî k. Çà áàçîâèÿ ñëó÷àé k = 1 èìàìå
L1(f ;x) = [f ′(x)]2 − f(x)f ′′(x). Ñëåä äèôåðåíöèðàíå íàìèðàìå

L′1(f ;x) = f ′(x)f ′′(x)− f(x)f ′′′(x) = [f ′′(x)]2
d

dx

{ f(x)

f ′′(x)

}
.

Âèæäàìå, ÷å òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà â ñëó÷àÿ k = 1 ùå áúäå äîêàçàíî, àêî
ïîêàæåì, ÷å

sign
{ d

dx

[ y(x)

y′′(x)

]}
= sign{x} , x ∈ R . (3.11)

Èçïîëçâàéêè äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (3.8), ïîëó÷àâàìå

y(x)

y′′(x)
=

1

B

[
x2 − 1 + Ax

y′(x)

y′′(x)

]
,

îòêúäåòî âèæäàìå (äà íàïîìíèì,÷å B > 0), ÷å (3.11) å ðàâíîñèëíî ñ

sign
{

2x+ A
d

dx

[
x
y′(x)

y′′(x)

]}
= sign{x} , x ∈ R .

Î÷åâèäíî ïîñëåäíîòî ùå áúäå äîêàçàíî, àêî óñïååì äà óñòàíîâèì, ÷å

sign
{ d

dx

[
x
y′(x)

y′′(x)

]}
= sign{x} , x ∈ R . (3.12)

Ñåãà ùå äîêàæåì (3.12), ñ êîåòî è ñëó÷àÿò k = 1 íà Òåîðåìà 3.1 ùå áúäå äîêàçàí.

Íåêà {xν}n−1ν=1 ñà íóëèòå íà y
′(x); ïîíåæå òå ñà ñèìåòðè÷íî ðàçïîëîæåíè ñïðÿ-

ìî íà÷àëîòî, èìàìå {xν}n−1ν=1 ≡ {−xν}n−1ν=1. Îòòóê

y′′(x)

xy′(x)
=

1

2x

n−1∑
ν=1

[ 1

x− xν
+

1

x+ xν

]
=

n−1∑
ν=1

1

x2 − x2ν
.

Òîãàâà

sign
{ d

dx

[
x
y′(x)

y′′(x)

]}
= sign

{( n−1∑
ν=1

1

x2 − x2ν

)−2
·
n−1∑
ν=1

2x

(x2 − x2ν)2
}

= sign{x},

ñ êîåòî (3.12) å óñòàíîâåíî è ñëó÷àÿò k = 1 íà Òåîðåìà 3.1 å äîêàçàí.

Èíäóêöèîííàòà ñòúïêà ùå íàïðàâèì ñ ïîìîùòà íà Ëåìà 3.7. Äà ïðåäïîëî-
æèì, ÷å òâúðäåíèåòî íà Òåîðåìà 3.1 å âÿðíî çà íÿêîå k ∈ N, k < n. Îò Ëåìà 3.7
ñëåäâà, ÷å

sign{L′k+1(y;x)} = sign{2xLk(y′′;x) +
A

2
L′k(y

′;x) + A(k + 1)xLk+1(y
′;x)} .
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È òðèòå ñúáèðàåìè â äÿñíàòà ñòðàíà íà ïîñëåäíoòî ðàâåíñòâî èìàò çíàêà íà
x (äà íàïîìíèì, ÷å A > 0). Íàèñòèíà, ïîíåæå y = P

(λ)
n èìà ñàìî ðåàëíè è ïðîñòè

íóëè, òî ñïîðåä òåîðåìàòà íà Ðîë ñúùîòî å âÿðíî è çà y′, è çà y′′. Îò íåðàâåíñ-
òâàòà íà Éåíñåí (ïàðàãðàô 4 îò Ãëàâà 1) ñëåäâà Lk(y′′;x) > 0 è Lk+1(y

′;x) > 0.
Ñëåäîâàòåëíî ïúðâîòî è òðåòîòî ñúáèðàåìî èìàò çíàêà íà x. Ïîíåæå y′ ñúùî
å óëòðàñôåðè÷åí ïîëèíîì (âèæ Ëåìà 3.2), òî ñïîðåä èíäóêöèîííîòî äîïóñêàíå
è âòîðîòî ñúáèðàåìî èìà çíàêà íà x.

Ñëåäîâàòåëíî sign{L′k+1(y;x)} = sign{x}, ñ êîåòî èíäóêöèîííàòà ñòúïêà îò
k êúì k + 1 å íàïðàâåíà è äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìà 3.1 å çàâúðøåíî. �

Êàòî íåïîñðåäñòâåíî ñëåäñòâèå îò Òåîðåìà 3.1 ïîëó÷àâàìå

Ñëåäñòâèå 3.3. Íåêà P = P
(λ)
n , êúäåòî λ > −1/2 è n ∈ N. Òîãàâà çà âñÿêî

ôèêñèðàíî y ∈ R, ôóíêöèÿòà ϕ(x) = ϕ(P ;x) := |P (x + iy)|2 − |P (x)|2 å ñòðîãî
ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà â (−∞, 0] è ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà â [0,∞).

Äîêàçàòåëñòâî íà ñëåäñòâèåòî:

Ôîðìóëàòà íà Éåíñåí íè äàâà

ϕ(x) =
n∑
k=1

Lk(P ;x)y2k,

è òâúðäåíèåòî ñëåäâà âåäíàãà îò Òåîðåìà 3.1. �

Íàêðàÿ äà îòáåëåæèì, ÷å îò Òåîðåìà 3.1 è Ëåìà 3.4 ñëåäâà òåîðåìà E. Íà-
èñòèíà, ïîíåæå {Lk(P (λ)

n ;x)} ñà ÷åòíè ôóíêöèè, òî Òåîðåìà 3.1 íè äàâà, ÷å
maxx∈[−1,1] Lk(P

(λ)
n ;x) = Lk(P

(λ)
n ; 1) , 1 ≤ k ≤ n .

Êàêòî çíàåì îò Ëåìà 3.4, maxx∈[−1,1] |P (λ)
n (x)| = |P (λ)

n (±1)| ïðè λ ≥ 0 è ñëå-
äîâàòåëíî

max
x∈[−1,1]

L0(P
(λ)
n ;x) = max

x∈[−1,1]
[P (λ)
n (x)]2 = [P (λ)

n (1)]2 = L0(P
(λ)
n ; 1), àêî λ ≥ 0.

Òîãàâà ïðè λ ≥ 0 îò ôîðìóëàòà íà Éåíñåí ñëåäâà, ÷å çà x ∈ [−1, 1], y ∈ R èìàìå

|P (λ)
n (x+ iy)|2 =

n∑
k=0

Lk(P
(λ)
n ;x)y2k ≤

n∑
k=0

Lk(P
(λ)
n ; 1)y2k = |P (λ)

n (1 + iy)|2.
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4. Äîêàçàòåëñòâî íà õèïîòåçàòà íà Ïàòðèê è íà

óñèëåíàòà õèïîòåçà íà Ïàòðèê çà ïîëèíîìèòå

íà ßêîáè.

1. Ôîðìóëèðîâêà íà îñíîâèòå ðåçóëòàòè.

Ãëàâà 4 ñå îñíîâàâà íà ñòàòèÿòà [2] è îñíîâíèòå ðåçóëòàòè â íåÿ ñà ñëåäíèòå
äâå òåîðåìè:

Òåîðåìà 4.1 (Ã. Íèêîëîâ, Õ. Äèòåðò, Â. Ïèëâåéí, À. Àëåêñàíäðîâ).
Õèïîòåçàòà íà Ïàòðèê å âÿðíà. Ñ äðóãè äóìè, àêî P = P

(α,β)
n å n-òèÿ ïîëèíîì

íà ßêîáè, êúäåòî α ≥ β > −1, òî çà k = 1, 2, . . . , n, èìàìå

max
x∈[0,1]

Lk(P ;x) = Lk(P ; 1) .

Òåîðåìà 4.2 (Ã. Íèêîëîâ, Õ. Äèòåðò, Â. Ïèëâåéí, À. Àëåêñàíäðîâ).
Óñèëåíàòà õèïîòåçà íà Ïàòðèê å âÿðíà. Ñ äðóãè äóìè, àêî P = P

(α,β)
n å n-òèÿ

ïîëèíîì íà ßêîáè, êúäåòî n ≥ 2 è α ≥ β > −1, òî çà k = 1, . . . , n − 1, èìàìå,
÷å Lk(P ;x) å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà ôóíêöèÿ â [0,∞).

Äà îòáåëåæèì, ÷å Ln(P ;x) = const ñúùî ìîæå äà ñå èíòåðïðåòèðà êàòî
ðàñòÿùà (íåñòðîãî) ôóíêöèÿ â [0,∞).

Ðàçáèðà ñå, Òåîðåìà 4.1 ñëåäâà îò Òåîðåìà 4.2. Íî äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåî-
ðåìà 4.1 å çíà÷èòåëíî ïî-ïðîñòî è çàòîâà ùå ãî èçëîæèì îòäåëíî.

Îò Òåîðåìà 4.2 è Ëåìà 3.4 ïîëó÷àâàìå äâå ñëåäñòâèÿ, îïèñâàùè ñâîéñòâà íà
ïîëèíîìèòå íà ßêîáè â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà:

Ñëåäñòâèå 4.1. Íåêà P = P
(α,β)
n , êúäåòî n ∈ N è α ≥ max{−1/2, β}. Òîãàâà

|P (x+ iy)| ≤ |P (1 + iy)| ïðè (x, y) ∈ [0, 1]× R,

è íåðàâåíñòâîòî å ñòðîãî, îñâåí àêî y = 0.

Äîêàçàòåëñòâî íà Ñëåäñòâèå 4.1:

Îò Òåîðåìà 4.2 ñëåäâà, ÷å maxx∈[0,1] Lk(P
(α,β)
n ;x) = Lk(P

(α,β)
n ; 1) , 1 ≤ k ≤ n .

Îò Ëåìà 3.4 ïúê çíàåì, ÷å àko α ≥ max{β,−1
2
}, òîãàâà

max
x∈[0,1]

L0(P
(α,β)
n ;x) = L0(P

(α,β)
n ; 1).

Òåçè äâå òâúðäåíèÿ è ôîðìóëàòà íà Éåíñåí ïîêàçâàò, ÷å ïðè α ≥ max{β,−1
2
}
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è x ∈ [0, 1], y ∈ R èìàìå

|P (α,β)
n (x+ iy)|2 =

n∑
k=0

Lk(P
(α,β)
n ;x)y2k

≤
n∑
k=0

Lk(P
(α,β)
n ; 1)y2k = |P (α,β)

n (1 + iy)|2. �

Ñëåäñòâèå 4.2. Íåêà P = P
(α,β)
n , êúäåòî α ≥ β > −1 è n ∈ N. Òîãàâà çà

âñÿêî ôèêñèðàíî y ∈ R, y 6= 0, ôóíêöèÿòà

ψ(x) = ψ(P ;x) := |P (x+ iy)|2 − |P (x)|2

å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà â [0,∞).

Äîêàçàòåëñòâî íà Ñëåäñòâèå 4.2:

Ôîðìóëàòà íà Éåíñåí íè äàâà, ÷å ψ(x) =
∑n

k=1 Lk(P ;x)y2k è òâúðäåíèåòî
ñëåäâà âåäíàãà îò Òåîðåìà 4.2. �

Ñåãà ïðèñòúïâàìå êúì äîêàçàòåëñòâàòà íà Òåîðåìà 4.1 è Òåîðåìà 4.2.
Ùå çàïî÷íåì ñ íÿêîëêî ïîìîùíè ðåçóëòàòà.

2. ×åòèðè òåõíè÷åñêè ëåìè.

Â òîçè ïàðàãðàô ùå ôîðìóëèðàìå è äîêàæåì ÷åòèðè ëåìè îò [2]. Ïúðâèòå
äâå îò òÿõ ñå èçïîëçâàò â äîêàçàòåëñòâîòî íà òðåòàòà, à òÿ çàåäíî ñ ÷åòâúðòàòà
èãðàå ðåøàâàùà ðîëÿ â äîêàçàòåëñòâîòî íà õèïîòåçàòà íà Ïàòðèê. Òðåòàòà ëåìà
ëåæè â îñíîâàòà è íà äîêàçàòåëñòâîòî íà óñèëåíàòà õèïîòåçà íà Ïàòðèê. Â
öåëèÿ ïàðàãðàô 2 ìíîãîêðàòíî èçïîëçâàìå Ëåìà 2.1 è Òúæäåñòâî 2 îò Ãëàâà 2.

Äà ïðèïîìíèì îòíà÷àëî, ÷å, êàêòî çíàåì îò Ëåìà 3.1, n-òèÿ ïîëèíîì íà
ßêîáè óäîâëåòâîðÿâà îáèêíîâåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä

(1− x2)P ′′ − (Ax+ C)P ′ +BP = 0, P = P (α,β)
n , (4.1)

êúäåòî çà êðàòêîñò ñìå ïîëîæèëè (è ùå èçïîëçâàìå òåçè îçíà÷åíèÿ äî êðàÿ íà
Ãëàâà 4)

A = A(P ) = α + β + 2,

B = B(P ) = n(n+ α + β + 1),

C = C(P ) = α− β.
(4.2)

Ïîíåæå α, β > −1, A(P ) è B(P ) ñà ïîëîæèòåëíè ÷èñëà; àêî α > β, òî C(P ) ñúùî
å ïîëîæèòåëíî ÷èñëî. Äà ïðèïîìíèì ñúùî, ÷å, ñúãëàñíî Ëåìà 3.2, ïðîèçâîäíàòà
P ′ íà ïîëèíîìà íà ßêîáè P å ñúùî ïîëèíîì íà ßêîáè, ïî-òî÷íî

d

dx

{
P (α,β)
n (x)

}
=

1

2
(n+ α + β + 1)P

(α+1,β+1)
n−1 (x) . (4.3)

Îòòóê ñëåäâà, ÷å A(P ′) = A(P ) + 2, B(P ′) = B(P )− A(P ) è C(P ′) = C(P ).
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Ëåìà 4.1. Íåêà P = P
(α,β)
n . Òîãàâà

B(k + 1)(2k + 1)Lk+1(P ;x) =(1− x2)Lk(P ′′;x)− 1

2
(Ax+ C)L′k(P

′;x)

+ (Ak +B)Lk(P
′;x) + Lk−1(P

′′;x).

Äîêàçàòåëñòâî íà Ëåìà 4.1:

Äèôåðåíöèðàìå j ïúòè (4.1), èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà íà Ëàéáíèö è ïîëó÷à-
âàìå

(1−x2)P (j+2)(x)−
[
(A+2j)x+C

]
P (j+1)(x)+[B−Aj−j(j−1)]P (j)(x) = 0, (4.4)

îòêúäåòî

0 =(1− x2)
2k∑
j=0

(−1)k−j

j!(2k − j)!
P (j+2)(x)P (2k+2−j)(x)

−
2k∑
j=0

(−1)k−j
[
(A+ 2j)x+ C

]
j!(2k − j)!

P (j+1)(x)P (2k+2−j)(x)

+
2k∑
j=0

(−1)k−j[B − Aj − j(j − 1)]

j!(2k − j)!
P (j)(x)P (2k+2−j)(x).

(4.5)

Ñåãà ùå ïðåñìåòíåì òðèòå ñóìè â äÿñíàòà ñòðàíà íà (4.5).

Ñóìàòà íà ïúðâèÿ ðåä â (4.5) å ðàâíà íà Lk(P ′′;x).

Ñóìàòà íà âòîðèÿ ðåä â (4.5) îïðîñòÿâàìå ñ ïîìîùòà íà Ëåìà 2.1â) è Ëå-
ìà 2.1à), êàêòî ñëåäâà:

2k∑
j=0

(−1)k−j
[
(A+ 2j)x+ C

]
j!(2k − j)!

P (j+1)(x)P (2k+2−j)(x)

=
1

2
(Ax+ C)L′k(P

′;x) + 2
2k−1∑
j=0

(−1)k−1−j

j!(2k−1−j)!
P (j+2)(x)P (2k+1−j)(x)

=
1

2
(Ax+ C)L′k(P

′;x) .
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Çà ñóìàòà íà òðåòèÿ ðåä â (4.5) ïðèëàãàìå ïîñëåäîâàòåëíî Ëåìà 2.1ã), Ëå-
ìà 2.1á) è Òúæäåñòâî 2 îò Ãëàâà 2 è ïîëó÷àâàìå

2k∑
j=0

(−1)k−j[B − Aj − j(j − 1)]

j!(2k − j)!
P (j)(x)P (2k+2−j)(x)

=
B

2

[
L′′k(P ;x)− 2Lk(P

′;x)
]

− A
2k∑
j=0

(−1)k−1−j(k + k − j)
j!(2k − j)!

P (j+1)(x)P (2k+1−j)(x)

−
2k−2∑
j=0

(−1)k−2−j

j!(2k − 2− j)!
P (j+2)(x)P (2k−j)(x)

= B
[
Lk(P

′;x)− (k + 1)(2k + 1)Lk+1(P ;x)
]

+ Ak Lk(P
′;x) + Lk−1(P

′′;x)

= (Ak +B)Lk(P
′;x) + Lk−1(P

′′;x)−B(k + 1)(2k + 1)Lk+1(P ;x).

Çàìåñòâàìå òðèòå ñóìè â (4.5) ñ èçðàçèòå, êîèòî ïîëó÷èõìå çà òÿõ è ñòèãàìå äî
ðàâåíñòâîòî îò Ëåìà 4.1. �

Ëåìà 4.2. Íåêà P = P
(α,β)
n . Òîãàâà

(1−x2)L′k(P ′′;x)−2
[
(A+2k+2)x+C

]
Lk(P

′′;x)+(B−A)L′k(P
′;x)+L′k−1(P

′′;x)=0.

Äîêàçàòåëñòâî íà Ëåìà 4.2:

Äèôåðåíöèðàìå (j + 1) ïúòè (4.1), èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà íà Ëàéáíèö è
ïîëó÷àâàìå

(1−x2)P (j+3)(x)−
[
(A+2)x+C+2jx

]
P (j+2)(x)−[j(j−1)+(A+2)j+A−B]P (j+1)(x) = 0,

îòêúäåòî

0 =(1− x2)
2k∑
j=0

(−1)k−j

j!(2k − j)!
P (j+3)(x)P (2k+2−j)(x)

−
[
(A+ 2)x+ C

] 2k∑
j=0

(−1)k−j

j!(2k − j)!
P (j+2)(x)P (2k+2−j)(x)

− 2x
2k∑
j=0

(−1)k−j(j − k + k)

j!(2k − j)!
P (j+2)(x)P (2k+2−j)(x)

−
2k∑
j=0

(−1)k−j[j(j − 1) + (A+ 2)j + A−B]

j!(2k − j)!
P (j+1)(x)P (2k+2−j)(x).

(4.6)
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Ñúãëàñíî Ëåìà 2.1â), ñóìàòà íà ïúðâèÿ ðåä â (4.6) å ðàâíà íà L′k(P
′′;x)/2.

Ñóìàòà íà âòîðèÿ ðåä â (4.6) å ðàâíà íà Lk(P ′′;x).

Ñúãëàñíî Ëåìà 2.1á), ñóìàòà íà òðåòèÿ ðåä â (4.6) å ðàâíà íà kLk(P ′′;x).

Ñóìàòà íà ÷åòâúðòèÿ ðåä â (4.6) ñå îïðîñòÿâà ñ ïîìîùòà íà Ëåìà 2.1â) è
Ëåìà 2.1à), êàêòî ñëåäâà:

2k∑
j=0

(−1)k−j[j(j − 1) + (A+ 2)j + A−B]

j!(2k − j)!
P (j+1)(x)P (2k+2−j)(x)

=
2k−2∑
j=0

(−1)k−2−j

j!(2k − 2− j)!
P (j+3)(x)P (2k−j)(x)

+ (A+ 2)
2k−1∑
j=0

(−1)k−1−j

j!(2k − 1− j)!
P (j+2)(x)P (2k+1−j)(x)

+
A−B

2
L′k(P

′;x)

=
A−B

2
L′k(P

′;x)− 1

2
L′k−1(P

′′;x) .

Çàìåñòâàìå ÷åòèðèòå ñóìè â (4.6) ñ èçðàçèòå, êîèòî ïîëó÷èõìå çà òÿõ è
ñòèãàìå äî ðàâåíñòâîòî îò Ëåìà 4.2. �

Ëåìà 4.3. Íåêà P = P
(α,β)
n . Òîãàâà

B(k + 1)L′k+1(P ;x) = 2xLk(P
′′;x) +

A

2
L′k(P

′;x) + (k + 1)(Ax+ C)Lk+1(P
′;x).

Äîêàçàòåëñòâî íà Ëåìà 4.3:

Äèôåðåíöèðàìå ðàâåíñòâîòî îò Ëåìà 4.1 è ïîëó÷àâàìå

B(k+1)(2k+1)L′k+1(P ;x) =(1− x2)L′k(P ′′;x)− 2xLk(P
′′;x) +L′k−1(P

′′;x)

+
[
A(k− 1

2
)+B

]
L′k(P

′;x)− 1

2
(Ax+C)L′′k(P

′;x) .

Íî Òúæäåñòâî 2 îò Ãëàâà 2 íè äàâà

L′′k(P
′;x) = 4Lk(P

′′;x)− (2k + 1)(2k + 2)Lk+1(P
′;x),

è òàêà ñòèãàìå äî ðàâåíñòâîòî

B(k + 1)(2k + 1)L′k+1(P ;x) =(1−x2)L′k(P ′′;x)−2
[
(A+1)x+C]Lk(P

′′;x)

+ L′k−1(P
′′;x) +

[
A(k − 1

2
) +B

]
L′k(P

′;x)

+ (Ax+ C)(k + 1)(2k + 1)Lk+1(P
′;x) .
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Îò äðóãà ñòðàíà, ñúãëàñíî Ëåìà 4.2 èìàìå

0 = (1−x2)L′k(P ′′;x)−2[(A+2k+2)x+C]Lk(P
′′;x)+L′k−1(P

′′;x)+(B−A)L′k(P
′;x),

Èçâàæäàìå ïî÷ëåííî ïîñëåäíèòå äâå ðàâåíñòâà è ïîëó÷àâàìå

B(k + 1)(2k + 1)L′k+1(P ;x) =2(2k + 1)xLk(P
′′;x) + A(k +

1

2
)L′k(P

′;x)

+ (Ax+ C)(2k + 1)(k + 1)Lk+1(P
′;x) .

Ñëåä ðàçäåëÿìå íà äâåòå ñòðàíè íà ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñ êîíñòàíòàòà 2k + 1
ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî îò Ëåìà 4.3. �

Ëåìà 4.4. Íåêà P = P
(α,β)
n . Òîãàâà

(1−x2)L′k(P ′;x)+BL′k(P ;x)−2
[
(A+ 2k)x+C

]
Lk(P

′;x)+L′k−1(P
′;x)=0.

Äîêàçàòåëñòâî íà Ëåìà 4.4:

Äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 4.4 å ìíîãî ñõîäíî ñ äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 4.1,
íî çà ïúëíîòà ùå ãî ïðèâåäåì.

Óìíîæàâàìå ðàâåíñòâàòà (4.4) ñ (−1)k−j
P (2k+1−j)(x)

j!(2k − j)!
è ñóìèðàìå ïîëó÷åíèòå

èçðàçè çà 0 ≤ j ≤ 2k. Òàêà ñòèãàìå äî ðàâåíñòâîòî

0 =(1− x2)
2k∑
j=0

(−1)k−j

j!(2k − j)!
P (j+2)(x)P (2k+1−j)(x)

−
2k∑
j=0

(−1)k−j
[
(A+ 2j)x+ C

]
j!(2k − j)!

P (j+1)(x)P (2k+1−j)(x)

+
2k∑
j=0

(−1)k−j[B − Aj − j(j − 1)]

j!(2k − j)!
P (j)(x)P (2k+1−j)(x).

(4.7)

Ñúãëàñíî Ëåìà 2.1â) ñóìàòà íà ïúðâèÿ ðåä â (4.7) å ðàâíà íà 1
2
L′k(P

′;x).

Ñóìàòà íà âòîðèÿ ðåä â (4.7) îïðîñòÿâàìå ñ ïîìîùòà íà Ëåìà 2.1á):

2k∑
j=0

(−1)k−j
[
(A+ 2j)x+ C

]
j!(2k − j)!

P (j+1)(x)P (2k+1−j)(x)

= (Ax+ C)Lk(P
′;x) + 2x

2k∑
j=0

(−1)k−j(j − k + k)

j!(2k − j)!
P (j+1)(x)P (2k+1−j)(x)

= (Ax+ C)Lk(P
′;x) + 2kxLk(P

′;x) = [(A+ 2k)x+ C]Lk(P
′;x).
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Çà ñóìàòà íà òðåòèÿ ðåä â (4.7) ñúãëàñíî Ëåìà 2.1â) è Ëåìà 2.1à) èìàìå:

2k∑
j=0

(−1)k−j[B − Aj − j(j − 1)]

j!(2k − j)!
P (j)(x)P (2k+1−j)(x)

=
B

2
L′k(P ;x)− A

2k−1∑
j=0

(−1)k−1−j

j!(2k − 1− j)!
P (j+1)(x)P (2k−j)(x)

−
2k−2∑
j=0

(−1)k−2−j

j!(2k − 2− j)!
P (j+2)(x)P (2k−1−j)(x)

=
B

2
L′k(P ;x) +

1

2
L′k−1(P

′;x).

Çàìåñòâàìå òðèòå ñóìè â (4.7) ñ èçðàçèòå, êîèòî ïîëó÷èõìå çà òÿõ è ñòèãàìå
äî ðàâåíñòâîòî îò Ëåìà 4.4. �

3. Äîêàçàòåëñòâî íà õèïîòåçàòà íà Ïàòðèê

Ñåãà âå÷å ñìå â ñúñòîÿíèå äà äîêàæåì Òåîðåìà 4.1.

Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 4.1:

Äà îòáåëåæèì îòíà÷àëî, ÷å ñëó÷àÿò k = n â Òåîðåìà 4.1 å î÷åâèäåí, çàùîòî
Ln(P ;x) = const. Çàòîâà ïî-íàòàòúê ùå ñ÷èòàìå, ÷å k ∈ {1, . . . , n− 1}.

Çà k ∈ {1, . . . , n− 1} âúâåæäàìå ïîìîùíàòà ôóíêöèÿ

Fk(x) := Lk(P ;x) +
A(1− x2)
(A+ 2k)B

Lk(P
′;x) , (4.8)

êúäåòî A è B ñà êîåôèöèåíòèòå â (4.1), îïðåäåëåíè ñ ðàâåíñòâàòà (4.2).

Ùå ïîêàæåì, ÷å F ′k(x) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà

F ′k(x) = c
{

2xLk−1(P
′′;x) +

[
(A+ k)C + A(A+ 3k − 1)x

]
Lk(P

′;x)
}
, (4.9)

êúäåòî

c =
2

(A+ 2k)B
.

Äà îòáåëåæèì, ÷å A > 0, B > 0 è C ≥ 0 (âæ. (4.2)), à ñúùî òàêà è c > 0. Îñâåí
òîâà îò íåðàâåíñòâàòà íà Éåíñåí (Ãëàâà 1, ïàðàãðàô 4) ñëåäâà, ÷å Lk−1(P ′′;x) >
0 è Lk(P ′;x) > 0 çà x ∈ R.
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Òîãàâà îò (4.9) ïîëó÷àâàìå, ÷å

F ′k(x) ≥ 0 çà x ≥ 0 ,

è çíà÷è Fk(x) å ðàñòÿùà ôóíêöèÿ â [0,∞). Ñåãà Òåîðåìà 4.1 ñëåäâà âåäíàãà îò
âåðèãàòà íåðàâåíñòâà

max
x∈[0,1]

Lk(P ;x) ≤ max
x∈[0,1]

Fk(x) = Fk(1) = Lk(P ; 1) .

Òàêà, çà äà äîêàæåì Òåîðåìà 4.1, îñòàâà äà äîêàæåì ðàâåíñòâîòî (4.9), êîåòî,
êàêòî ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, å ðàâíîñèëíî ñ ðàâåíñòâîòî

(A+ 2k)B L′k(P ;x) + A(1− x2)L′k(P ′;x) =

= 4xLk−1(P
′′;x) + 2

[
A(A+ 3k)x+ (A+ k)C

]
Lk(P

′;x) .
(4.10)

Àêî â Ëåìà 4.3 çàìåíèì k ñ k − 1, ïîëó÷àâàìå

−k(Ax+ C)Lk(P
′;x) +Bk L′k(P ;x)− A

2
L′k−1(P

′;x)− 2xLk−1(P
′′;x) = 0 .

Ñúáèðàìå ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ïî÷ëåííî ñ ðàâåíñòâîòî

A

2
(1−x2)L′k(P ′;x)+

A

2
BL′k(P ;x)−A

[
(A+ 2k)x+C

]
Lk(P

′;x)+
A

2
L′k−1(P

′;x)=0

(òî ñå ïîëó÷àâà êàòî äâåòå ñòðàíè íà òúæäåñòâîòî â Ëåìà 4.4 óìíîæèì ñ A
2
) è

ñòèãàìå äî (4.10).

Ñ òîâà Òåîðåìà 4.1 å äîêàçàíà. �

Íàêðàÿ äà îòáåëåæèì, ÷å ôóíêöèÿòà Fk(P ;x), êîÿòî âúâåäîõìå â (4.8), ïðè
k = 0 ñå ðåäóöèðà äo ôóíêöèÿòà

F0(P ;x) = P 2(x) +
1− x2

B

[
P ′(x)

]2
, (4.11)

êîÿòî èíòåðïîëèðà P 2 â òî÷êèòå ìó íà ëîêàëåí ìàêñèìóì â èíòåðâàëà [−1, 1] è
êîÿòî ñå èçïîëçâà â ìåòîäà íà Ñîíèí-Ïîéà çà îïèñâàíå ïîâåäåíèåòî íà ðåäèöàòà
îò ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà ïîëèíîìèòå íà ßêîáè. Ñ äðóãè äóìè, çà äîêàçà-
òåëñòâîòî íà Òåîðåìà 4.1 íèå ïîëó÷èõìå îáîáùåíèå íà ìåòîäà íà Ñîíèí-Ïîéà,
ïðèëàãàéêè ãî êúì âñè÷êè ôóíêöèè�êîåôèöèåíòè {Lk(P ; ·)}nk=1 â ðàçâèòèåòî
íà |P (x+ i y)|2 ïî ÷åòíèòå ñòåïåíè íà y îò ôîðìóëàòà íà Éåíñåí. Êëàñè÷åñêîòî
ïðèëîæåíèå íà ìåòîäà íà Ñîíèí-Ïîéà ñå îòíàñÿ çà ñëó÷àÿ k = 0.

62



4. Äîêàçàòåëñòâî íà óñèëåíàòà õèïîòåçà íà Ïàòðèê

Ñåãà ïðèñòúïâàìå êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 4.2.

Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 4.2:

Ïðåäè âñè÷êî äà îòáåëåæèì, ÷å àêî P å ïðîèçâîëåí ðåàëíîçíà÷åí ïîëèíîì
îò ñòåïåí n, ÷èèòî íóëè {xi}ni=1 ëåæàò â (−∞, 1), òî {Lk(P ;x)}n−1k=1 ñà ìîíîòîííî
ðàñòÿùè ôóíêöèè â èíòåðâàëà [1,∞). Íàèñòèíà, îò

|P (x+ iy)|2 = c2
n∏
i=1

(
(x− xi)2 + y2

)
=

n∑
k=0

Lk(P ;x) y2k, (x, y) ∈ R2 ,

ñëåäâà, ÷å
Lk(P ;x) = c2

∑
(x− xi1)2 · · · (x− xin−k)2 ,

êúäåòî ñóìèðàíåòî å ïî âñè÷êè (n−k)-êîìáèíàöèè {i1, . . . , in−k} íà {1, 2, . . . , n}.
Òîâà ïðåäñòàâÿíå ïîêàçâà êàêòî ÷å {Lk(P ;x)}nk=0 ñà íåîòðèöàòåëíè çà x ∈ R,
òàêà è ÷å {Lk(P ;x)}n−1k=1 ñà ìîíîòîííî ðàñòÿùè çà x ≥ xn, íàé-ãîëÿìàòà íóëà íà
P .

Ñëåäîâàòåëíî çà P = P
(α,β)
n , êúäåòî α ≥ β > −1, îñòàâà ñàìî äà ïîêàæåì,

÷å {Lk(P ;x)}n−1k=1 ñà ìîíîòîííî ðàñòÿùè â [0, 1), à çà òîâà å äîñòàòú÷íî äà óñòà-
íîâèì, ÷å

L′k(P ;x) ≥ 0 çà x ∈ [0, 1) ïðè P = P (α,β)
n è α ≥ β > −1 . (4.12)

Ùå äîêàæåì (4.12) ñ èíäóêöèÿ ïî k. Èíäóêöèîííàòà ñòúïêà îò k êúì k + 1
ëåñíî ñå èçâúðøâà ñ ïîìîùòà íà Ëåìà 4.3. Íàèñòèíà, àêî ïðåäïîëîæèì, ÷å (4.12)
å âÿðíî çà íÿêîå k, 1 ≤ k ≤ n − 2, òîãàâà L′k(P

′;x) ≥ 0, x ∈ [0, 1), ïîíåæå P ′

å ñúùî ïîëèíîì íà ßêîáè, óäîâëåòâîðÿâàù ïðåäïîëîæåíèÿòà â (4.12) (âæ.(4.3)
èëè ïúê íàïðàâî ëåìà 3.2). Ñúãëàñíî íåðàâåíñòâàòà íà Éåíñåí (âèæ ïàðàãðàô
4 îò Ãëàâà 1) èìàìå Lk(P ′′;x) > 0 è Lk+1(P

′;x) > 0 çà x ∈ R. Ñåãà ðàâåíñòâîòî

B(k + 1)L′k+1(P ;x) = 2xLk(P
′′;x) +

A

2
L′k(P

′;x) + (k + 1)(Ax+ C)Lk+1(P
′;x)

îò Ëåìà 4.3 ïîêàçâà, ÷å L′k+1(P ;x) ≥ 0 çà x ∈ [0, 1) è èíäóêöèîííàòà ñòúïêà îò
k êúì k + 1 å íàïðàâåíà.

Òàêà îñòàâà äà ïîëîæèì îñíîâàòà íà èíäóêöèÿòà, ò.å. äà äîêàæåì (4.12) çà
k = 1.
Ïîëàãàìå

g(α,β)n (x) := L′1(P ;x) = P ′(x)P ′′(x)− P (x)P ′′′(x) , P = P (α,β)
n . (4.13)

Ïî-íàòàòúê â èçëîæåíèåòî ìíîãîêðàòíî ùå èçïîëçâàìå äèôåðåíöèàëíîòî
óðàâíåíèå (4.1), êîåòî çà óäîáñòâî òóê ïðåïèñâàìå:
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(1− x2)P ′′ − (Ax+ C)P ′ +BP = 0, P = P (α,β)
n . (4.14)

Ùå ñå íóæäàåì è îò óðàâíåíèÿòà, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò îò (4.14) ñúîòâåòíî ñëåä
åäíîêðàòíî, äâóêðàòíî è òðèêðàòíî äèôåðåíöèðàíå:

(1− x2)P ′′′ − ((A+ 2)x+ C)P ′′ + (B − A)P ′ = 0, P = P (α,β)
n , (4.15)

(1− x2)P (4) − ((A+ 4)x+ C)P ′′′ + (B − 2A− 2)P ′′ = 0, P = P (α,β)
n , (4.16)

(1− x2)P (5) − ((A+ 6)x+ C)P (4) + (B − 3A− 6)P ′′′ = 0, P = P (α,β)
n . (4.17)

(èçâåæäàíåòî íà òåçè óðàâíåíèÿ ñòàâà ìíîãî áúðçî, àêî ÷èòàòåëÿò ñè ïðèïîìíè
êàçàíîòî íåïîñðåäñòâåíî ñëåä ðàâåíñòâîòî (4.3)).

Ëåìà 4.5. Íåêà n ≥ 3 è α ≥ β > −1. Àêî x = t ∈ (0, 1) å òî÷êà íà ëîêàëåí
åêñòðåìóì íà g

(α,β)
n , òî g

(α,β)
n (t) > 0.

Äîêàçàòåëñòâî íà Ëåìà 4.5:

Äà îòáåëåæèì îòíà÷àëî, ÷å ïðè n = 2 g
(α,β)
n (x) å ëèíåéíà ôóíêöèÿ è íå

ìîæå äà èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Çà ïðîñòîòà ïî-íàòàòúê â äîêàçàòåëñòâîòî ùå ïèøåì g âìåñòî g
(α,β)
n .

Íàé-íàïðåä ùå èçëîæèì èäåÿòà íà äîêàçàòåëñòâîòî, à íåéíàòà òåõíè÷åñêà
ðåàëèçàöèÿ, êîÿòî å äîñòà òåæêà, ùå îñòàâèì çà íàêðàÿ.

Èçïîëçâàéêè (4.14), (4.15) è (4.16), ñëåä íÿêîè ïðåñìÿòàíèÿ, êîèòî ùå èç-
ëîæèì íàêðàÿ, èçðàçÿâàìå g è g′ êàòî êâàäðàòè÷íè ôîðìè íà P ′ è P ′′, êàêòî
ñëåäâà:

Bg(x) =
(B−A)(Ax+C)

1− x2
P ′(x)

2−
[(Ax+C)((A+2)x+C)

1− x2
−A
]
P ′(x)P ′′(x)

+
[
(A+ 2)x+ C

]
P ′′(x)

2
,

(4.18)

B(1− x2)g′(x) =
(B − A)(Ax+ C)((A+ 4)x+ C)

1− x2
P ′(x)

2

−
[(Ax+C)((A+2)x+C)((A+4)x+C)

1− x2

+(2A+2−B)(Ax+C)+(B−A)((A+4)x+C)
]
P ′(x)P ′′(x)

+
[
((A+2)x+C)((A+4)x+C)+2(A+1)(1−x2)

]
P ′′(x)

2
.

(4.19)
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Îò (4.18) è (4.19) åëèìèíèðàìå P ′(x)P ′′(x) (ùå íàïðàâèì ïîäðîáíî òîâà íàêðàÿ)
è ïîëó÷àâàìå

B
[
ϕ1(x)g(x) + ϕ2(x)g′(x)

]
= c1(x)

[
P ′(x)

]2
+ c2(x)

[
P ′′(x)

]2
, (4.20)

êúäåòî

ϕ1(x) =
(Ax+C)((A+2)x+C)((A+4)x+C)

1− x2
+(4B+A2−2A)x+(A+2)C ,

ϕ2(x) = A(1− x2)− (Ax+ C)((A+ 2)x+ C) ,

c1(x) =
(B − A)(Ax+ C)

[
2(A+ 1)(Ax+ C) + 4B x

]
1− x2

,

c2(x) = 2A(A+ 1)(1− x2) + 4Bx((A+ 2)x+ C) .

Ïîíåæå A > 0, B > 0, C ≥ 0 è B − A = (n− 1)(n+ α + β + 2) > 0, èìàìå, ÷å

ϕ1(x) > 0, c1(x) > 0, c2(x) > 0, x ∈ (0, 1) .

Àêî g′(t) = 0 çà íÿêîå t ∈ (0, 1), òî, ñúãëàñíî (4.20),

g(t) =
c1(t)

[
P ′(t)

]2
+ c2(t)

[
P ′′(t)

]2
Bϕ1(t)

> 0 ,

êîåòî òðÿáâàøå äà ñå äîêàæå.

Òàêà, çà äà çàâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 4.5, îñòàâà äà äîêàæåì (4.18),
(4.19) è (4.20).

Äîêàçàòåëñòâî íà (4.18):

Çà ïî-êðàòêî çàïèñâàíå, â ðàâåíñòâàòà ïî-äîëó èçïóñêàìå àðãóìåíòà x íà P
è ïðîèçâîäíèòå ìó. Êàòî èçïîëçâàìå (4.14) è (4.15), ïîëó÷àâàìå

g(x) = P ′P ′′ − PP ′′′

= P ′P ′′ − (Ax+ C)P ′ − (1− x2)P ′′

B
· ((A+ 2)x+ C)P ′′ − (B − A)P ′

1− x2
,

îòêúäåòî

Bg(x)=
(B−A)(Ax+C)

1− x2
P ′

2−
[(Ax+C)((A+2)x+C)

1− x2
−A
]
P ′P ′′+

[
(A+2)x+C

]
P ′′

2
,

êîåòî å òî÷íî ïðåäñòàâÿíåòî (4.18). �
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Äîêàçàòåëñòâî íà (4.19):

Êàòî èçïîëçâàìå (4.14) è (4.16), ïîëó÷àâàìå

g′(x) = P ′′
2

+ P ′P ′′′ − P ′P ′′′ − PP (4) = P ′′
2 − PP (4)

= P ′′
2 − (Ax+ C)P ′ − (1− x2)P ′′

B
· (2A+ 2−B)P ′′ + ((A+ 4)x+ C)P ′′′

1− x2
.

Èçïîëçâàéêè (4.15), çà äà èçðàçèì P ′′′ ÷ðåç P ′ è P ′′, ñòèãàìå äî

B(1− x2)g′(x) =B(1− x2)P ′′2 −
[
(Ax+ C)P ′ − (1− x2)P ′′

]
×
[
(2A+2−B)P ′′+((A+4)x+C)

((A+2)x+C)P ′′−(B−A)P ′

1−x2
]
.

Èçâúðøâàéêè îïðîñòÿâàíèÿòà â äÿñíàòà ñòðàíà íà ïîñëåäíèÿ èçðàç, ïîëó÷àâàìå

B(1− x2)g′(x) =
(B − A)(Ax+ C)((A+ 4)x+ C)

1− x2
P ′

2

−

[
(Ax+C)((A+2)x+C)((A+4)x+C)

1− x2

+(2A+2−B)(Ax+C)+(B−A)((A+4)x+C)

]
P ′P ′′

+
[
((A+ 2)x+ C)((A+ 4)x+ C) + 2(A+ 1)(1− x2)

]
P ′′

2
,

êîåòî å òî÷íî ïðåäñòàâÿíåòî (4.19). �

Äîêàçàòåëñòâî íà (4.20):

Ñåãà îò ðàâåíñòâîòî (4.18) âàäèì ïî÷ëåííî ðàâåíñòâîòî (4.19), ðàçäåëåíî íà
(A+ 4)x+ C, ïîëó÷àâàéêè

B
[
g(x)− 1− x2

(A+4)x+C
g′(x)

]
=
[
B+(2A+2−B)

Ax+ C

(A+4)x+C

]
P ′P ′′−2(A+1)

1− x2

(A+4)x+C
P ′′

2

è ñëåä îñâîáîæäàâàíå îò çíàìåíàòåëÿ,

B
[
((A+4)x+C)g(x)−(1−x2)g′(x)

]
=
[
4Bx+2(A+1)(Ax+C)

]
P ′P ′′−2(A+1)(1−x2)P ′′2.

Îò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî èçðàçÿâàìå P ′P ′′:

P ′P ′′ =
B[(A+4)x+ C]

4Bx+ 2(A+ 1)(Ax+ C)
g(x)− B(1− x2)

4Bx+ 2(A+ 1)(Ax+ C)
g′(x)

+
2(A+ 1)(1− x2)

4Bx+ 2(A+ 1)(Ax+ C)
P ′′

2
.
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Çàìåñòâàìå â (4.18) P ′P ′′ ñ òîçè èçðàç è ïîëó÷àâàìå

B g(x) =
(B − A)(Ax+ C)

1− x2
P ′

2

−
[(Ax+ C)((A+ 2)x+ C)

1− x2
− A

] (A+ 4)x+ C

4Bx+ 2(A+ 1)(Ax+ C)
B g(x)

+
(Ax+ C)((A+ 2)x+ C)− A(1− x2)

4Bx+ 2(A+ 1)(Ax+ C)
B g′(x)

−
[(Ax+ C)((A+ 2)x+ C)

1− x2
− A

] 2(A+ 1)(1− x2)
4Bx+ 2(A+ 1)(Ax+ C)

P ′′
2

+ ((A+ 2)x+ C)P ′′
2
.

Îáåäèíÿâàíåòî íà èçðàçèòå â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî, ñúäúðæàùè g, g′, P ′ è P ′′,
âîäè äî ðàâåíñòâîòî{

1 +
[(Ax+ C)((A+ 2)x+ C)

1− x2
− A

] (A+ 4)x+ C

4Bx+ 2(A+ 1)(Ax+ C)

}
B g(x)

− (Ax+ C)((A+ 2)x+ C)− A(1− x2)
4Bx+ 2(A+ 1)(Ax+ C)

B g′(x)

=
(B − A)(Ax+ C)

1− x2
P ′

2

+
{ (A+ 2)x+ C

4Bx+ 2(A+ 1)(Ax+ C)
4Bx+

2A(A+ 1)(1− x2)
4Bx+ 2(A+ 1)(Ax+ C)

}
P ′′

2
.

Îò òóê íàìèðàìå

B g(x)

{
(Ax+ C)((A+ 2)x+ C)((A+ 4)x+ C)

1− x2
+ (4B + A2 − 2A)x+ (A+ 2)C

}
+
{
A(1− x2)− (Ax+ C)((A+ 2)x+ C)

}
B g′(x)

=
(B − A)(Ax+ C)[4Bx+ 2(A+ 1)(Ax+ C)]

1− x2
P ′

2

+
[
4Bx((A+ 2)x+ C) + 2A(A+ 1)(1− x2)

]
P ′′

2
,

êîåòî å òî÷íî (4.20).
Ñ òîâà Ëåìà 4.5 å äîêàçàíà. �

Ïðåäâèä Ëåìà 4.5, çà äà ïðèêëþ÷èì ñúñ ñëó÷àÿ k = 1 â Òåîðåìà 4.2 å äîñòà-
òú÷íî äà äîêàæåì, ÷å g(α,β)n (0) ≥ 0, êîãàòî α ≥ β > −1. Òîâà å è ñúäúðæàíèåòî
íà ñëåäâàùàòà ëåìà.

Ëåìà 4.6. Ïðè α ≥ β > −1 è n ∈ N å èçïúëíåíî

g(α,β)n (0) ≥ 0 . (4.21)
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Äîêàçàòåëñòâî íà Ëåìà 4.6:

Ùå äîêàæåì Ëåìà 4.6 ñ èíäóêöèÿ ïî n, à èíäóêòèâíàòà ñòúïêà ùå íàïðàâèì
êàòî íàìåðèì âðúçêà ìåæäó g(α,β)n (0) è g(α+2,β+2)

n−2 (0).

Îò (4.18) ñëåäâà, ÷å

B g(α,β)n (0) = (B − A)C
[
P ′(0)

]2
+ (A− C2)P ′(0)P ′′(0) + C

[
P ′′(0)

]2
,

è èçïîëçâàéêè, ÷å ñïîðåä (4.15), (B − A)P ′(0) = CP ′′(0)− P ′′′(0), ïîëó÷àâàìå

Bg(α,β)n (0) = C
[CP ′′(0)− P ′′′(0)]2

B − A
+ (A− C2)

CP ′′(0)− P ′′′(0)

B − A
P ′′(0) + C

[
P ′′(0)

]2
,

îòêúäåòî

B(B − A)g(α,β)n (0) = BC
[
P ′′(0)

]2 − (A+ C2)P ′′(0)P ′′′(0) + C
[
P ′′′(0)

]2
. (4.22)

Îò (4.3) è (4.13) ñëåäâà, ÷å

µ2g
(α+2,β+2)
n−2 (x) = P ′′′(x)P (4)(x)− P ′′(x)P (5)(x) , (4.23)

êúäåòî

µ =
1

4
(n+ α + β + 1)(n+ α + β + 2) .

Îò (4.16) è (4.17) èçðàçÿâàìå P (4)(0) è P (5)(0) ÷ðåç P ′′(0) è P ′′′(0):

P (4)(0) = CP ′′′(0)− (B − 2A− 2)P ′′(0) ,

P (5)(0) = CP (4)(0)− (B − 3A− 6)P ′′′(0)

= (C2 −B + 3A+ 6)P ′′′(0)− C(B − 2A− 2)P ′′(0) .

Çàìåñòâàìå â (4.23) P (4)(0) è P (5)(0) ñ èçðàçèòå, êîèòî òîêó-ùî íàìåðèõìå
çà òÿõ è ïîëó÷àâàìå, ÷å

µ2g
(α+2,β+2)
n−2 (0) = (B − 2A− 2)C

[
P ′′(0)

]2 − (A+ 4 + C2)P ′′(0)P ′′′(0) + C
[
P ′′′(0)

]2
.

Îòòóê íàìèðàìå

P ′′(0)P ′′′(0) =
(B − 2A− 2)C

[
P ′′(0)

]2
+ C

[
P ′′′(0)

]2 − µ2g
(α+2,β+2)
n−2 (0)

A+ 4 + C2

Çàìåñòâàìå ñ òîêó-ùî íàìåðåíèÿ èçðàç çà P ′′(0)P ′′′(0) â (4.22) è ïîëó÷àâàìå:

B(B − A)g(α,β)n (0) =

[
BC − (B − 2A− 2)C(A+ C2)

A+ 4 + C2

] [
P ′′(0)

]2
+

[
C − C(A+ C2)

A+ 4 + C2

] [
P ′′′(0)

]2
+
µ2(A+ C2)

A+ 4 + C2
g
(α+2,β+2)
n−2 (0) .
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Ñëåä îïðîñòÿâàíå, íàìèðàìå íóæíàòà íè âðúçêà ìåæäó g(α,β)n (0) è g
(α+2,β+2)
n−2 (0).

Òÿ èçãëåæäà òàêà:

B(B − A) g(α,β)n (0) =
µ2(A+ C2)

A+ 4 + C2
g
(α+2,β+2)
n−2 (0)

+
2C

A+ 4 + C2

[[
2B + (A+ 1)(A+ C2)

] [
P ′′(0)

]2
+ 2
[
P ′′′(0)

]2]
.

(4.24)

Âå÷å ñìå ãîòîâè äà äîêàæåì (4.21) ïî èíäóêöèÿ.

Î÷åâèäíî å èçïúëíåíî g(α,β)0 (0) = g
(α,β)
1 (0) = g

(α+2,β+2)
0 (0) = g

(α+2,β+2)
1 (0) = 0,

òúé êàòî âòîðàòà ïðîèçâîäíà íà ïîëèíîìè îò ñòåïåí íåíàäìèíàâàùà åäèíèöà å
ðàâíà íà 0.

Äà ïðåäïîëîæèì ñåãà, ÷å (4.21) å âÿðíî çà n − 2, êúäåòî n ≥ 2. Òúé êàòî
α + 2 ≥ β + 2 > −1, èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå îçíà÷àâà, ÷å å èçïúëíåíî
ñúùî g(α+2,β+2)

n−2 (0) ≥ 0. Ïîíåæå A > 0, B > 0, B − A > 0 è C ≥ 0, ðàâåíñòâîòî

(4.24) ïîêàçâà, ÷å g(α,β)n (0) ≥ 0. Ñ òîâà èçâúðøèõìå èíäóêöèîííàòà ñòúïêà îò
n− 2 êúì n. Òúé êàòî èìàìå áàçà çà èíäóêöèÿòà ñ n = 0 è n = 1, ïîëó÷àâàìå,
÷å íåðàâåíñòâîòî g(α,β)n (0) ≥ 0 å èçïúëíåíî çà âñÿêî n ∈ N. Ñ òîâà Ëåìà 4.6 å
äîêàçàíà. �

Ñ äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 4.6 çàâúðøèõìå äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 4.2
çà ñëó÷àÿ k = 1. Ïîíåæå îùå â íà÷àëîòî íàïðàâèõìå èíäóêöèîííàòà ñòúïêà îò
k êúì k + 1, äîêàçàòåëñòâîòî ïî èíäóêöèÿ íà Òåîðåìà 4.2 å çàâúðøåíî. �
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Àïðîáàöèÿ íà ðåçóëòàòèòå

Ðåçóëòàòèòå, âêëþ÷åíè â äèñåðòàöèÿòà, ñà ïóáëèêóâàíè â ñëåäíèòå ñòàòèè
([1, 2, 22] îò ñïèñúêà íà öèòèðàíàòà ëèòåðàòóðà):

1. A. Alexandrov and G. Nikolov, An inequality of Du�n-Schae�er type
for Hermite polynomials, in: Constructive Theory of Functions, Sozopol 2010
(G. Nikolov and R. Uluchev, Eds.), pp. 9�20, Prof. Marin Drinov Academic
Publishing House, So�a, 2012.

2. G. Nikolov and A. Alexandrov, On the behavior of Gegenbauer poly-
nomials in the complex plane, Results. Math. 62 (2012), 415�428.

3. A. Alexandrov, H. Dietert, G. Nikolov, and V. Pillwein, Proof of a
conjecture of M.Patrick concerning Jacobi polynomials, J. Math. Anal. Appl.
428 (2015), 750�761.

Ïóáëèêàöèèòå [2] è [3] ñà â ñïèñàíèÿ ñ èìïàêò-ôàêòîð, ñúîòâåòíî 0.508 (2012)
è 1.12 (2014/2015).

×àñòè îò ðåçóëòàòèòå, âêëþ÷åíè â äèñåðòàöèÿòà ñà äîêëàäâàíè íà:

International Conference �Constructive Theory of Functions�, June 3-10, 2010,
Sozopol, Bulgaria

Jaen Conference on Approximation Theory, July 15-20, 2012, Ubeda, Jaen,
Spain.

Àâòîðñêà ñïðàâêà

Ïî ìíåíèå íà àâòîðà, îñíîâíèòå ïðèíîñè íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ñà:

1. Äîêàçàíî å íîâî íåðàâåíñòâî îò òèïà íà Äàôèí è Øåôåð, â êîåòî åêñòðå-
ìàëíèÿò ïîëèíîì å ïîëèíîìúò íà Åðìèò.

2. Äîêàçàíà å óñèëåíàòà õèïîòåçà íà Ïàòðèê çà ïîëèíîìèòå íà Ãåãåíáàóåð.

3. Äîêàçàíà å õèïîòåçàòà íà Ïàòðèê çà ïîëèíîìèòå íà ßêîáè, è å ïðåäëî-
æåíî îáîáùåíèå íà ìåòîäà íà Ñîíèí�Ïîéà çà îöåíÿâàíå íà ôóíêöèèòå�
êîåôèöèåíòè â ðàçâèòèåòî íà êâàäðàòà íà ìîäóëà èì ïî ôîðìóëàòà íà
Éåíñåí.

4. Äîêàçàíà å óñèëåíàòà õèïîòåçà íà Ïàòðèê çà ïîëèíîìèòå íà ßêîáè.
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Äåêëàðàöèÿ çà îðèãèíàëíîñò íà ðåçóëòàòèòå

Äåêëàðèðàì, ÷å íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñúäúðæà îðèãèíàëíè ðåçóëòàòè, ïî-
ëó÷åíè êàòî ðåçóëòàò îò íàó÷íè èçñëåäâàíèÿ, ïðîâåäåíè îò ìåí ñ ïîäêðåïàòà è
â ñúòðóäíè÷åñòâî ñ íàó÷íèÿ ìè ðúêîâîäèòåë, ïðîô. Ãåíî Íèêîëîâ. Ðåçóëòàòèòå,
êîèòî ñà ïîëó÷åíè, îïèñàíè è/èëè ïóáëèêóâàíè îò äðóãè ó÷åíè, ñà öèòèðàíè
íàäëåæíî â áèáëèîãðàôèÿòà êúì äèñåðòàöèÿòà.

Íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ íå å ïðèëàãàíà çà ïðèäîáèâàíå íà íàó÷íà ñòåïåí â
äðóãî âèñøå ó÷èëèùå, óíèâåðñèòåò èëè íàó÷åí èíñòèòóò.

Ïîäïèñ:........................................

Áëàãîäàðíîñòè

Çà ñúçäàâàíåòî íà äèñåðòàöèÿòà áåçñïîðíî íàé-ãîëÿìà çàñëóãà èìà íàó÷íè-
ÿò ìè ðúêîâîäèòåë ïðîô. Ãåíî Íèêîëîâ. Áåç íåãî äèñåðòàöèÿòà ïðîñòî íÿìàøå
äà ñúùåñòâóâà.

Äîêòîðàíòóðàòà ìè çàïî÷íà ïîä ðúêîâîäñòâîòî íà ïîêîéíèÿ àêàä. Áîðèñëàâ
Áîÿíîâ, êîéòî ïðåäè òîâà ìè áåøå è äèïëîìåí ðúêîâîäèòåë. Â ñúçíàíèåòî ìè
òîé îñòàíà êàòî åäèí îò íàé-ñâåòëèòå ïðèìåðè íà ÷îâåê è ìàòåìàòèê.

Îãðîìåí ïðèíîñ çà îôîðìÿíåòî ìè êàòî ìàòåìàòèê èìà äîö. Âàíÿ Õàäæèé-
ñêè. Ñúñ ñèãóðíîñò òîé å åäèí îò õîðàòà, îò êîèòî ñúì íàó÷èë íàé-ìíîãî ìàòå-
ìàòèêà.

Èçïîëçâàì âúçìîæíîñòòà äà êàæà åäíî ãîëÿìî � ÁËÀÃÎÄÀÐß! � íà òåçè
òðèìà ÷îâåêà, èçèãðàëè íàé-âàæíà ðîëÿ â ïðîöåñà íà äîêòîðàíòóðàòà ìè.
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