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Tåìà �1.

ïðèìåðíè ðåøåíèÿ íà çàäà÷èòå

Çàäà÷à 1. Äà ñå ðåøè íåðàâåíñòâîòî
4x+ 8

x2 + 5x+ 6
= 1.

Ðåøåíèå: Äàäåíîòî äðîáíî íåðàâåíñòâî èìà ñìèñúë ïðè x ∈ (−∞,−3)∪(−3,−2)∪(−2,∞).

Ïîñëåäîâàòåëíî èìàìå
4x+ 8

x2 + 5x+ 6
− 1 = 0,

−x2 − x+ 2

x2 + 5x+ 6
= 0 èëè

(x+ 2)(x− 1)

(x+ 2)(x+ 3)
5 0, êîåòî

ïðè x ̸= −2 è x ̸= −3 å åêâèâàëåíòíî íà (x − 1)(x + 3) 5 0, ò.å. ðåøåíèÿòà íà çàäà÷àòà ñà
x ∈

(
− 3,−2

)
∪
(
− 2, 1

]
.

Çàäà÷à 2. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC, çà êîéòî AC = 5, BC = 3 è CL = 3, êúäåòî CL å
úãëîïîëîâÿùàòà íà ^ACB. Äà ñå íàìåðÿò ïåðèìåòúðúò PABC íà òðèúãúëíèêà è äúëæèíàòà íà
ìåäèàíàòà mc ïðåç âúðõà C.

Ðåøåíèå: Îò ñâîéñòâîòî íà úãëîïîëîâÿùàòà ïîëó÷àâàìå
AL

BL
=

AC

BC
=

5

3
, ò.å. AL = 5x è BL = 3x. Íåêà ^ACB = γ,

òîãàâà îò êîñèíóñîâàòà òåîðåìà çà òðèúãúëíèöèòå BLC è ALC

èìàìå

∣∣∣∣∣ (3x)2 = 32 + 32 − 2 · 3 · 3 cos γ
2

(5x)2 = 52 + 32 − 2 · 5 · 3 cos γ
2

. Òàêà ñëåä èçêëþ÷âàíå

íà cos γ
2
(óìíîæàâàíå íà ïúðâîòî óðàâíåíèå ïî �5, íà âòîðîòî

ïî 3 è ïî÷ëåííîòî èì èçâàæäàíå) äîñòèãàìå äî x2 =
2

5
, ò.å. AB = AL + BL = 8

√
2

5
. Ñåãà çà

ïåðèìåòúða íà△ABC èìàìå PABC = AB+BC+AC = 8

(√
2

5
+ 1

)
, à çà ìåäèàíàòà ïîëó÷àâàìå

mc =

√
2AC2 + 2BC2 − AB2

4
=

√
2 · 25 + 2 · 9− 642

5

4
=

√
53

5
.(

Çà íàìèðàíå íà x ìîæå äà ñå èçïîëçâà è ôîðìóëàòà CL2 = AC ·BC − AL ·BL.
)

Çàäà÷à 3. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî
√
2x− 1 =

√
10− x−

√
2x+ 2.

Ðåøåíèå: Çàïèñâàìå èðàöèîíàëíîòî óðàâíåíèå âúâ âèäà
√
2x− 1 +

√
2x+ 2 =

√
10− x.

I. Ñëåä ïîâäèãàíå íà êâàäðàò ïîëó÷àâàìå 2
√

(2x− 1)(2x+ 2) = 9− 5x, îòêúäåòî ñëåä ïîâòîðíî

ïîâäèãàíå íà âòîðà ñòåïåí äîñòèãàìå äî 9x2 − 98x + 89 = 0 èëè x1 = 1, x2 =
89

9
. Ïðîâåðêàòà

ïîêàçâà, ÷å ñàìî x = 1 å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà.

II. Äàäåíîòî óðàâíåíèå èìà ñìèñúë ïðè

{
x = 1

2

}
∩{x 5 10}∩{x = −1}, ò.å. çà x ∈ Ω ≡

[
1

2
, 10

]
.

Ïîíåæå äâåòå ñòðàíè íà óðàâíåíèåòî
√
2x− 1 +

√
2x+ 2 =

√
10− x ñà íåîòðèöàòåëíè ïðè

x ∈ Ω, òî ñëåä ïîâäèãàíåòî èì íà âòîðà ñòåïåí äîñòèãàìå äî åêâèâàëåíòíîòî ìó óðàâíåíèå
2
√
(2x− 1)(2x+ 2) = 9 − 5x. Äâåòå ñòðàíè íà 2

√
(2x− 1)(2x+ 2) = 9 − 5x ñà íåîòðèöàòåëíè

ïðè x ∈ Ω1 ≡ Ω ∩
{
x 5 9

5

}
≡
[
1

2
,
9

5

]
è ñëåä ïîâäèãàíå íà êâàäðàò ïîëó÷àâàìå êâàäðàòíîòî

óðàâíåíèå 9x2 − 98x + 89 = 0
(
ñ êîðåíè x1 = 1, x2 =

89

9

)
, êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà äàäåíîòî

èðàöèîíàëíî óðàâíåíèå. Òúé êàòî x1 ∈ Ω1, à x2 ̸∈ Ω1, òî ñàìî x = 1 å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà.

Çàäà÷à 4. Äàäåí å ïðàâîúãúëåí òðèúãúëíèê, äúëæèíèòå íà ñòðàíèòå íà êîéòî îáðàçóâàò
àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ è ïîëóïåðèìåòúðúò ìó p å ðàâåí íà 12. Äà ñå íàìåðÿò ëèöåòî ìó S è
ðàäèóñèòå R è r íà îïèñàíàòà è âïèñàíàòà â òðèúãúëíèêà îêðúæíîñòè.



Ðåøåíèå: Íåêà çà îïðåäåëåíîñò △ABC å ñ ïðàâ úãúë ïðè âúðõà C è a 5 b < c, êúäåòî
AB = c, BC = a, CA = b. Ïîíåæå äúëæèíèòå íà ñòðàíèòå a, b è c â òîçè ðåä îáðàçóâàò
àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ, òî èìàìå a = b−d è c = b+d, êúäåòî d > 0 å ðàçëèêàòà íà ïðîãðåñèÿòà.
Ñåãà îò òåîðåìàòà íà Ïèòàãîð ïîëó÷àâàìå (b− d)2 + b2 = (b+ d)2 èëè b = 4d, ò.å. a = 3d, b = 4d
è c = 5d. Îò 24 = 2p = a + b + c = 12d èìàìå d = 2 èëè a = 6, b = 8 è c = 10. Òàêà ïîëó÷àâàìå

S =
a · b
2

= 24, R =
c

2
= 5 è r = p− c =

a+ b− c

2
= 2.

Çàäà÷à 5. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî sin x
(√

3− 2 sinx
)
= cos x

(
1 + 2 cosx

)
.

Ðåøåíèå: Ðàçêðèâàìå ñêîáèòå è ïîëó÷àâàìå
√
3 sin x − cos x = 2(sin2 x + cos2 x) èëè

√
3 sin x − cos x = 2, îòêúäåòî ñëåä êàòî ðàçäåëèì íà

√
(
√
3)2 + (−1)2 = 2 äîñòèãàìå äî

√
3

2
sin x − 1

2
cos x = 1, êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà sin

(
x− π

6

)
= 1

(
cos
(
x+

π

3

)
= −1

)
.

Ñåãà ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå x − π

6
=

π

2
+ 2kπ

(
x +

π

3
= (2k + 1)π

)
, x =

π

6
+

π

2
+ 2kπ(

x = −π

3
+ (2k + 1)π

)
èëè îêîí÷àòåëíî x =

2π

3
+ 2kπ, êúäåòî k ∈ Z.

Çàäà÷à 6. ×åòèðèúãúëíèêúò ABCD å âïèñàí â îêðúæíîñò k, à ñ P è φ ñà îçíà÷åíè ñúîò-
âåòíî ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà äèàãîíàëèòå ìó AC è BD è úãúëúò ìåæäó òÿõ. Äà ñå íàìåðè ëèöåòî
S íà ÷åòèðèúãúëíèêà è sinφ ïðè óñëîâèå, ÷å AP = 2DP , CP = 2AP è BP = AB = 8.

Ðåøåíèå: Îçíà÷àâàìå DP = y, òîãàâà AP = 2DP = 2y,
CP = 2AP = 4y. Îò ñâîéñòâîòî íà ñåêóùèòå â îêðúæíîñò
èìàìå AP · PC = BP · PD èëè 2y · 4y = 8 · y, ò.å. y = 1
è AP = 2, BP = 8, CP = 4, DP = 1, AC = 6, BD = 9.
Òðèúãúëíèöèòå DPA è BPA èìàò îáùà âèñî÷èíà, ñëåäîâà-

òåëíî
SDPA

SBPA

=
DP

BP
=

1

8
, ò.å. SBPA = 8SDPA = 8S1. Àíàëî-

ãè÷íî SCPD = 2SAPD = 2S1 è SBPC = 8SDPC = 16S1. Òàêà
çà ëèöåòî íà ÷åòèðèúãúëíèêà ïîëó÷àâàìå S = SAPD + SBPA +
SCPB + SCPD = S1 + 8S1 + 16S1 + 2S1 = 27S1. Ðàçãëåæäàìå
òðèúãúëíèêà APB òîé å ðàâíîáåäðåí ñúñ ñòðàíè 8, 8, 2 è ïî ôîðìóëàòà íà Õåðîí çà ëè-

öåòî ìó ïîëó÷àâàìå S2 = 8S1 =
√
9 · 1 · 1 · 7 = 3

√
7, ò.å. S1 =

3

8

√
7 è S = 27S1 =

81
√
7

8
.

Ñåãà îò ôîðìóëàòà S =
AC ·BD · sinφ

2
íàìèðàìå sinφ =

2S

9 · 6
=

3
√
7

8
.(

Îò △APB ÷ðåç êîñèíóñîâàòà òåîðåìà èëè ôîðìóëèòå çà ëèöå ìîæå äà ñå èçðàçè sinφ, ñëåä

êîåòî ëèöåòî íà ÷åòèðèúãúëíèêà ñå íàìèðà ïî ôîðìóëàòà S =
AC ·BD · sinφ

2
.
)

Çàäà÷à 7. Òðèúãúëíàòà ïèðàìèäà ABCD å òàêàâà, ÷å
AD = BD = CD, AB = 13, BC = 5 è CA = 12. Ïðåç òî÷-
êà P (P ∈ BC, BP = 1) å ïîñòðîåíà ðàâíèíà λ, óñïîðåäíà íà
ðúáîâåòå AB è CD. Äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà ñå÷åíèåòî ìåæäó
ïèðàìèäàòà ABCD è ðàâíèíàòà λ, àêî ðàçñòîÿíèåòî îò âúðõà

D äî ðàâíèíàòà ABC e
80

13
.

Ðåøåíèå: Ïîíåæå îêîëíèòå ðúáîâå ñà ðàâíè, òî âúðõúò íà

ïèðàìèäàòà ñå ïðîåêòèðà â öåíòúðà íà îïèñàíàòà îêîëî△ABC
îêðúæíîñò, íî ÷èñëàòà 5, 12 è 13 îáðàçóâàò ïèòàãîðîâà òðîéêà
(△ABC å ïðàâîúãúëåí), ò.å. DM ⊥ (ABC), êúäåòî M å ñðåäàòà íà AB.



Ðàâíèíàòà λ å óñïîðåäíà íà ðúáîâåòå AB è CD, ñëåäîâàòåëíî
λ∩(CBD) = PS ∥ CD ∥ QR = λ∩(ACD) è λ∩(ABC) = PQ ∥ AB ∥
RS = λ ∩ (ABD), ò.å. ñå÷åíèåòî å óñïîðåäíèêúò PQRS. Ñðåäàòà T
íà SR ñúùî ñå ïðîåêòèðà â M è îò òåîðåìàòà çà òðèòå ïåðïåíäè-
êóëÿðà èìàìå MV ⊥ PQ è TV ⊥ PQ. Îò òåîðåìàòà íà Òàëåñ â

ðàâíèíàòà ABC ïîëó÷àâàìå
PQ

AB
=

CP

CB
=

4

5
,
1

5
=

MV

CE
=

MN

CM
,

ò.å. PQ =
4

5
AB è d = MV =

1

5
CE =

1

5

BC · AC
AB

=
12

13
. Îò

△MNT ∼ △MCD èìàìå
TM

DM
=

MN

MC
=

1

5
èëè MT =

1

5
DM =

16

13
,

à îò △MV T ïîëó÷àâàìå TV 2 = TM2 + MV 2 =

(
20

13

)2

. Ñåãà

SPQRS = PQ · TV =
4

5
· 13 · 20

13
= 16.

Çàäà÷à 8. Äà ñå íàìåðÿò ñòîéíîñòèòå íà ðåàëíèÿ ïàðàìå-
òúð a, çà êîèòî óðàâíåíèåòî loga 2

∣∣3|x− 5| − 9
∣∣ = 2 + 3 loga 2 +

2 loga 3 èìà òî÷íî äâà êîðåíà.
Ðåøåíèå: Äàäåíîòî ëîãàðèòìè÷íî óðàâíåíèå èìà ñìèñúë

ïðè a > 0, a ̸= 1 è 2
∣∣3|x − 5| − 9

∣∣ > 0, ò.å. ïðè a > 0, a ̸= 1,
x ̸= 2, x ̸= 8. Èìàìå loga 2

∣∣3|x − 5| − 9
∣∣ = loga 72a

2 èëè
2
∣∣3|x − 5| − 9

∣∣ = 72a2. Ïðè a > 0 çà ðåøåíèÿòà íà ïîñëåäíîòî
óðàâíåíèå ùå èìàìå x ̸= 2, x ̸= 8. Òàêà ðåøåíèÿ íà çàäà÷àòà
ùå áúäàò òåçè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà a > 0, a ̸= 1, çà êîèòî
óðàâíåíèåòî 2

∣∣3|x− 5| − 9
∣∣ = 72a2 èìà äâå ðåøåíèÿ.

I. Ïîñëåäíîòî å åêâèâàëåíòíî íà 3|x − 5| = 36a2 + 9 èëè 3|x − 5| = 9 − 36a2. Ïúðâîòî óðàâ-
íåíèå èìà âèíàãè äâå ðåøåíèÿ, à âòîðîòî ñúâïàäà ñ ïúðâîòî ïðè a = 0 è íÿìà ðåøåíèå ïðè
9− 36a2 < 0.
II. Íåêà f(x) = 2

∣∣3|x − 5| − 9
∣∣ è ga(x) = 72a2, òîãàâà áðîÿò íà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî

f(x) = ga(x) å ðàâåí íà áðîÿ íà ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà ãðàôèêèòå íà y = f(x) è y = ga(x). Òåçè
ãðàôèêè ñà èçîáðàçåíè íà ôèãóðàòà è îò íåÿ å ÿñíî, ÷å îáùèòå èì òî÷êè ùå áúäàò òî÷íî äâå
êîãàòî 72a2 = 0 èëè 72a2 > 18 = f(5).

Ñëåäîâàòåëíî ìîäóëíîòî óðàâíåíèå èìà äâà êîðåíà ïðè a = 0 èëè a ∈
(
−∞,−1

2

)
∪
(
1

2
,∞
)
.

Îò÷èòàéêè a > 0, a ̸= 1 äîñòèãàìå äî îêîí÷àòåëíèÿ îòãîâîð a ∈
(
1

2
, 1

)
∪ (1,∞) .


