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Tåìà �3.
ïðèìåðíè ðåøåíèÿ íà çàäà÷èòå

Çàäà÷à 1. Äàäåíà å àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ. Äà ñå íàìåðè ñóìàòà íà ïúðâèòå �è äâàäåñåò
÷ëåíà, ïðè óñëîâèå ÷å ñóìàòà íà òðåòèÿ, ñåäìèÿ, ÷åòèðíàäåñåòèÿ è îñåìíàäåñåòèÿ �è ÷ëåíîâå å
ðàâíà íà 404.

Ðåøåíèå: I. Íåêà ïúðâèÿò ÷ëåí íà ïðîãðåñèÿòà è íåéíàòà ðàçëèêà ñà ñúîòâåòíî a1 è d.
Òîãàâà îò óñëîâèåòî èìàìå a3 + a7 + a14 + a18 = (a1 + 2d) + (a1 + 6d) + (a1 + 13d) + (a1 + 17d) =
4a1 + 38d = 404, ò.å. 2a1 + 19d = 202. Òîãàâà çà ñóìàòà íà ïúðâèòå äâàäåñåò ÷ëåíà ïîëó÷àâàìå

S20 =
a1 + a20

2
· 20 = 10 · (2a1 + 19d) = 2020.

II. Îò ñâîéñòâîòî íà àðèòìåòè÷íàòà ïðîãðåñèÿ èìàìå a1 + a20 = a2 + a19 = a3 + a18 = · · · = a7 +
a14 = · · · , ò.å. ak+a20−k+1 = A, êúäåòî k ∈ {1, 2, . . . , 10}. Ñåãà èìàìå a3+a7+a14+a18 = 2A = 404
è S20 = a1 + a2 + · · ·+ a19 + a20 = 10A. Òàêà îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå A = 202 è S20 = 2020.

Çàäà÷à 2. Â òðèúãúëíèêà ABC å ïîñòðîåíà úãëîïîëîâÿùàòà
CL = 1. Äà ñå íàìåðè äúëæèíàòà íà ñòðàíàòà AB, ïðè óñëîâèå ÷å
AC : BC = 1 : 2 è ^LCB = 60◦.

Ðåøåíèå: Îò ôàêòà, ÷å CL å úãëîïîëîâÿùà â òðèúãúëíèêà
ABC èìàìå ^ACL = ^LCB = 60◦, ^ACB = γ = 120◦ è AC : BC = AL : BL = 1 : 2. Òî-
ãàâà AC = x, BC = 2x, AL = y, BL = 2y è CL = lc = 1. Ñåãà îò êîñèíóñîâàòà òåîðåìà çà
òðèúãúëíèöèòå ALC è LBC ïîëó÷àâàìå y2 = x2+1−2x cos 60◦, 4y2 = 4x2+1−2 · 2x cos 60◦ èëè
y2 = x2−x+1, 4y2 = 4x2− 2x+1. Ñëåä óìíîæàâàíå íà ïúðâîòî ðàâåíñòâî ïî (−4) è ïðèáàâÿíå

êúì âòîðîòî äîñòèãàìå äî x =
3

2
. Òàêà îò y2 = x2 − x + 1 ïîëó÷àâàìå AL = y =

√
7

2
. Ïîíåæå

AB = AL+BL = 3y, òî îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå AB =
3
√
7

2
.(

Çà íàìèðàíå íà AC ìîæå äà ñå èçïîëçâà è ôîðìóëàòà lc =
2ab cos

γ

2
a+ b

, à çà ïðåñìÿòàíå íà AB

êîñèíóñîâà òåîðåìà çà òðèúãúëíèêà ABC
)

Çàäà÷à 3. Äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà

∣∣∣∣ x2 + xy + 2y2 = 8
2x2 + y2 = 9

.

Ðåøåíèå: Ñëåä óìíîæàâàíå íà ïúðâîòî óðàâíåíèå ïî (−9), à íà âòîðîòî ïî 8 è ïî÷ëåííî
ñúáèðàíå ïîëó÷àâàìå õîìîãåííîòî óðàâíåíèå 7x2 − 9xy− 10y2 = 0. Àêî y = 0, òî îò ïîñëåäíîòî
óðàâíåíèå ñëåäâà, ÷å è x = 0. Òàêà äâîéêàòà (0, 0) å ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå, íî
íå å ðåøåíèå íà äàäåíàòà ñèñòåìà, ñëåäîâàòåëíî y ̸= 0 è ñëåä ðàçäåëÿíå íà y2 ïîëó÷àâàìå

7t2 − 9t − 10 = 0, êúäåòî t =
x

y
. Ðåøåíèÿ íà òîâà óðàâíåíèå ñà t1 = 2, t2 = −5

7
. Òàêà äàäåíàòà

ñèñòåìà å åêâèâàëåíòíà íà

∣∣∣∣ x = 2y
2x2 + y2 = 9

èëè

∣∣∣∣ 7x+ 5y = 0
2x2 + y2 = 9

. Ñëåä çàìåñòâàíå íà x = 2y è

x = −5

7
y âúâ âòîðîòî óðàâíåíèå íà ñúîòâåòíàòà ñèñòåìà (ò.å. â 2x2 + y2 = 9) äîñòèãàìå äî

8y2 + y2 = 9 èëè 2 · 25
49

y2 + y2 = 9 , ò.å. y2 = 1 èëè y2 =

(
7
√
11

11

)2

. Òàêà äàäåíàòà ñèñòåìà

ñòàâà åêâèâàëåíòåíà íà

∣∣∣∣ x = 2y
y = 1

èëè

∣∣∣∣ x = 2y
y = −1

èëè

∣∣∣∣ 7x+ 5y = 0

y = 7
√
11

11

èëè

∣∣∣∣ 7x+ 5y = 0

y = −7
√
11

11

, îòêúäåòî

îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå ðåøåíèÿòà íà çàäà÷àòà: (2, 1), (−2,−1),
(
−5

√
11

11
, 7

√
11

11

)
,
(

5
√
11

11
,−7

√
11

11

)
.



Çàäà÷à 4. Òðàïåö ABCD ñ îñíîâè AB = 18 è CD = 8 e âïèñàí
â îêðúæíîñò ñ ðàäèóñ R è îïèñàí îêîëî îêðúæíîñò ñ ðàäèóñ r. Äà
ñå íàìåðè ëèöåòî S íà òðàïåöà è äúëæèíèòå íà R è r.

Ðåøåíèå: Ïîíåæå òðàïåöúò å âïèñàí â îêðúæíîñò, òî òîé å
ðàâíîáåäðåí. Ñåãà îò ôàêòà, ÷å òîé å îïèñàí îêîëî îêðúæíîñò èìàìå
AB + CD = AD +BC, ò.å. AB = a = 18 è CD = b = 8, AD = BC =

l =
a+ b

2
= 13. Íåêà CC1 è DD1 ñà âèñî÷èíè â òðàïåöà, òîãaâà AD1 = BC1 =

a− b

2
= 5, AC1 =

BD1 = a− a− b

2
=

a+ b

2
= 13, CC1 = DD1 = h = 2r. Îò òåîðåìàòà íà Ïèòàãîð çà òðèúãúëíèêà

AD1D ïîëó÷àâàìå DD2
1 = AD2−AD2

1 èëè h2 = 4r2 = 132− 52 = 144, ò.å. h = 12 è r = 6. Ñåãà çà

ëèöåòî íà òðàïåöà èìàìå S =
a+ b

2
·h = 13 · 12 = 156. Îò ïðàâîúãúëíèòå òðèúãúëíèöè AD1D è

BD1D ïîëó÷àâàìå sin^D1AD =
DD1

AD
=

12

13
è BD2 = DD2

1 + BD2
1 = 122 + 132, ò.å. BD =

√
313.

Ïîíåæå òðèúãúëíèêúò ABD å âïèñàí â ñúùàòà îêðúæíîñò êàêòî òðàïåöà, òî îò ñèíóñîâàòà

òåîðåìà ïîëó÷àâàìå 2R =
BD

sin^D1AD
=

√
313
12

13

, ò.å. R =
13
√
313

24
.

Çàäà÷à 5. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî log1−2x(6x
2 − 5x+ 1)− log1−2x(4x

2 − 4x+ 1) = 2.

Ðåøåíèå: Óðàâíåíèåòî èìà ñìèñúë ïðè
{
1 − 2x > 0

}
∩
{
1 − 2x ̸= 1

}
∩
{
6x2 − 5x + 1 =

(2x − 1)(3x − 1) > 0
}
∩
{
4x2 − 4x + 1 = (2x − 1)2 > 0

}
, ò.å. çà x ∈ Ω ≡ (−∞, 0) ∪

(
0,

1

3

)
. Ñåãà

äàäåíîòî óðàâíåíèå äîáèâà âèäà log1−2x

6x2 − 5x+ 1

4x2 − 4x+ 1
= log1−2x(1− 2x)2, êîåòî ïðè x ∈ Ω å åêâè-

âàëåíòíî íà
6x2 − 5x+ 1

4x2 − 4x+ 1
= (1−2x)2. Ïîíåæå 2x−1 ̸= 0 çà x ∈ Ω, òî ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå

(2x− 1)(3x− 1)

(2x− 1)2
= (1−2x)2,

3x− 1

2x− 1
= (1−2x)2, (1−2x)3+(3x−1) = 0 èëè 8x3−12x2+3x = 0. Ðå-

øåíèÿ íà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå ñà x1 = 0, x2 =
3 +

√
3

4
, x3 =

3−
√
3

4
. Î÷åâèäíî èìàìå x1 = 0 /∈

Ω, ïîíåæå x2 =
3 +

√
3

4
>

3

4
>

1

3
, òî ïîëó÷àâàìå, ÷å x2 /∈ Ω. Îò íåðàâåíñòâàòà 0 <

3−
√
3

4
<

1

3(
0 <

3−
√
3

4
⇐⇒ 3 >

√
3 ⇐⇒ 9 > 3;

3−
√
3

4
<

1

3
⇐⇒ 9 − 3

√
3 < 4 ⇐⇒ 5 < 3

√
3 ⇐⇒ 25 < 27

)
ñëåäâà, ÷å x3 =

3−
√
3

4
∈ Ω. Òàêà îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå, ÷å äàäåíîòî ëîãàðèòìè÷íî óðàâíå-

íèå èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå x =
3−

√
3

4
.

Çàäà÷à 6. Äàäåí å ïðàâîúãúëíèê ABCD. Òî÷êèòå M è N
ëåæaò ñúîòâåòíî âúðõó ñòðàíèòå AB è BC. Äà ñå íàìåðè ëèöåòî
SMND íà òðèúãúëíèêà MND, ïðè óñëîâèå ÷å ëèöàòà íà òðèúãúëíè-
öèòå AMD, MBN è NCD ñà ñúîòâåòíî SAMD = 10, SMBN = 28 è
SNCD = 12.

Ðåøåíèå: Íåêà îçíà÷èì ñòðàíèòå íà ïðàâîúãúëíèêà è íåãîâî-
òî ëèöå ñúîòâåòíî ñ a = AB, b = AD è S = a · b. Îò ôàêòà, ÷å ëèöàòà íà ïðàâîúãúëíèòå

òðèúãúëíèöè AMD è NCD ñà ñúîòâåòíî SAMD = 10 è SNCD = 12 èìàìå AM =
2SAMD

AD
=

20

b
è

CN =
2SNCD

CD
=

24

a
. Ñåãà ïðåñìÿòàìåMB = AB−AM = a−20

b
è BN = BC−CN = b−24

a
è ïîñ-

ëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå 2SMBN = MB·BN ,

(
a− 20

b

)(
b− 24

a

)
= 56, (ab− 20) (ab− 24) = 56ab

è (S − 20) (S − 24) = 56S, ò.å äîñòèãàìå äî S2 − 100S + 480 = 0 èëè S1,2 = 50±
√
2020. Ïîíåæå

S = SABCD > SAMD + SMBN + SNCD = 10 + 28 + 12 = 50, òî S = 50 +
√
2020 è ñëåäîâàòåëíî

SMND = S − (SAMD + SMBN + SNCD) = S − 50 =
√
2020.



Çàäà÷à 7.Äàäåíà å ïðàâà òðèúãúëíà ïðèçìà ABCA1B1C1, âñè÷-
êè ðúáîâå íà êîÿòî ñà ðàâíè ïîìåæäó ñè. Òî÷êèòå M è N ñà ñðåäè
ñúîòâåòíî íà A1C1 è BB1. Äà ñå íàìåðè êîñèíóñúò íà úãúëà ìåæäó
ïðàâèòå AN è CM .

Ðåøåíèå: Íåêà ïðåç òî÷êàòà N ïîñòðîèì ïðàâà NK, òàêàâà ÷å
òî÷êàòà K ëåæè â ðàâíèíàòà ABC è NK å óñïîðåäíà íà CM . Ïîíå-
æå BB1 ∥ CC1 è NK ∥ CM , òî ðàâíèèòå NBK è ACC1 ñà óñïîðåäíè
è òåõíèòå ïðåñå÷íèöè ñ ðàâíèíàòà ABC ñà óñïîðåäíè ïîìåæäó ñè,
ò.å. K ∈ a, êúäåòî B ∈ a è a ∥ AC. Òàêà òúðñåíèÿò úãúë φ = ^ANK
ëåæè â òðèúãúëíèêà AKN .

Ïîíåæå M è N ñà ñðåäè è òðèúãúëíèöèòå BKN è C1MC ñà ïðàâîúãúëíè è ïîäîáíè, òî
èìàìå C1M = 2BK = 2b , CC1 = 2BN = 4b è CM = 2NK = 2(b

√
5), êúäåòî BK = b. Ñåãà

â òðèúãúëíèêà AKB èìàìå AB = 4b, BK = b è ^ABK = 120◦, ñëåäîâàòåëíî îò êîñèíóñîâàòà
òåîðåìà èìàìå AK2 = 16b2 + b2 − 2 · 4b · b · cos 120◦ = 21 b2, ò.å. AK =

√
21 b.

Òàêà îò êîñèíóñîâàòà òåîðåìà çà òðèúãúëíèêà AKN îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå

cosφ =
AN2 +KN2 − AK2

2AN ·KN
=

20 b2 + 5b2 − 21 b2

2 · 2b
√
5 · b

√
5

=
1

5
.

Çàäà÷à 8. Äàäåíà å ôóíêöèÿòà f(x) = 2x3−3ax2+6(a−1)x+2020, êúäåòî a å ðåàëåí ïàðà-
ìåòúð. Äà ñå íàìåðÿò ñòîéíîñòèòå íà a, òàêà ÷å çà âñÿêî x ∈ [0, 1] äà å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî
f(x) = f(1).

Ðåøåíèå: Ïðîèçâîäíàòà f ′(x) = 6x2−6ax+6(a−1) ñå àíóëèðà â òî÷êèòå x1 = 1 è x2 = a−1.
Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå âúçìîæíèòå ñëó÷àè íà ðàçïîëîæåíèå íà x2 = a− 1 ñïðÿìî èíòåðâàëà [0, 1].
1. Íåêà x2 = x1, ò.å. a = 2. Òîãàâà f ′(x) = 0 çà x ∈ (−∞, x1]∪ [x2,∞), ò.å. ôóíêöèÿòà f(x) ðàñòå
çà x ∈ [0, 1] è íåðàâåíñòâîòî f(x) = f(1) íå ìîæå äà áúäå èçïúëíåíî çà x ∈ [0, 1]. Ñëåäîâàòåëíî
â òîçè ñëó÷àé íÿìà ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà, êîèòî äà óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà.
2. Íåêà x2 5 0, ò.å. a 5 1. Òîãàâà f ′(x) 5 0 çà x ∈ [x2, x1], ò.å. ôóíêöèÿòà f(x) íàìàëÿâà â
èíòâðâàëà [0, 1] ⊂ [x2, x1] è íåðàâåíñòâîòî f(x) = f(1) å èçïúëíåíî â öåëèÿ èíòåðâàë [0, 1] .
Ñëåäîâàòåëíî ïðè a ∈ (−∞, 1] óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà å óäîâëåòâîðåíî.
3. Íåêà x2 ∈ (0, 1), ò.å. a ∈ (1, 2). Òîãàâà f ′(x) = 0 çà x ∈ (−∞, x2] ∪ [x1,∞), a f ′(x) 5 0 çà
x ∈ [x2, x1], ò.å. ôóíêöèÿòà f(x) ðàñòå çà x ∈ [0, x2] è íàìàëÿâà çà x ∈ [x2, 1]. Íåðàâåíñòâîòî
f(x) = f(1) ùå áúäå èçïúëíåíî çà x ∈ [0, 1] òî÷íî êîãàòî f(0) = f(1), ò.å. êîãàòî 2020 = f(0) =
f(1) = 2− 3a+ 6(a− 1) + 2020, 3a− 4 5 0 èëè a 5 4

3
. Ñëåäîâàòåëíî â òîçè ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå,

÷å ïðè ïðè a ∈
(
1,

4

3

]
óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà ñå óäîâëåòâîðÿâà.

Ñëåä îáåäèíÿâàíå íà òðèòå ñëó÷àÿ îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå, ÷å òúðñåíèòå ñòîéíîñòè íà

ïàðàìåòúðà ñà a ∈
(
−∞,

4

3

]
.


