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Çàäà÷à 1. Äåñåòèÿò è øåñòíàäåñåòèÿò ÷ëåí íà àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ ñà ñúîòâåòíî ðàâíè íà 14 è 26. Íà-
ìåðåòå òðåòèÿ ÷ëåí íà ïðîãðåñèÿòà.
Ðåøåíèå. Íåêà a1 è d ñà ñúîòâåòíî ïúðâèÿò ÷ëåí è ðàçëèêàòà íà àðèòìåòè÷íàòà ïðîãðåñèÿ. Îò óðàâíåíèÿòà
a10 = a1 + 9d = 14 è a16 = a1 + 15d = 26 íàìèðàìå d = 2, a1 = −4. Òîãàâà a3 = a1 + 2d = −4 + 4 = 0.
Çàäà÷à 2. Ðåøåòå íåðàâåíñòâîòî 3|x| ≤ 2 + |x + 1|.
Ðåøåíèå. Äàäåíîòî íåðàâåíñòâî å åêâèâàëåíòíî íà íåðàâåíñòâàòà:

1) − 3x ≤ 1− x, àêî x < −1; 2) − 3x ≤ 3 + x, àêî − 1 ≤ x < 0; 3) 3x ≤ 3 + x, àêî x ≥ 0.

Ðåøåíèåòî íà 1) å x ≥ −1/2, êîåòî å íåñúâìåñòèìî ñ ïðåäïîëîæåíèåòî x < −1; ðåøåíèåòî íà 2) å x ≥ −3/4,
êîåòî çàåäíî ñ −1 ≤ x < 0 íè äàâà ðåøåíèå x ∈ [−3/4, 0); íàêðàÿ, ðåøåíèåòî íà 3) å x ≤ 3/2, êîåòî çàåäíî
ñ ïðåäïîëîæåíèåòî x ≥ 0 íè äàâà ðåøåíèå x ∈ [0, 3/2]. Îêîí÷àòåëíî, çà ðåøåíèÿòà íà äàäåíîòî íåðàâåíñòâî
ïîëó÷àâàìå x ∈ [−3/4, 0)

⋃
[0, 3/2] = [−3/4, 3/2].

Çàäà÷à 3. Íàìåðåòå âñè÷êè ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèåòî sin x + cos x = 1, êîèòî ñà â èíòåðâàëà [0,
π

2
].

Ðåøåíèå. Â èíòåðâàëà [0,
π

2
] ôóíêöèèòå sin x è cos x ïðèåìàò íåîòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè, çàòîâà ìîæåì äà

ïîâäèãíåì äâåòå ñòðàíè íà äàäåíîòî óðàâíåíèå íà êâàäðàò, ïðè êîåòî ïîëó÷àâàìå åêâèâàëåíòíîòî óðàâíåíèå

2 sin x cos x + sin2 x + cos2 x = 1, ò.å. 1 + sin 2x = 1,

èëè sin 2x = 0. Òúé êàòî 2x ïðèíàäëåæè íà èíòåðâàëà [0, π], åäèíñòâåíèòå ðåøåíèÿ íà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå
ñà x1 = 0 è x2 =

π

2
. Òîâà ñà è âñè÷êèòå ðåøåíèÿ íà äàäåíîòî óðàâíåíèå â èíòåðâàëà [0,

π

2
].

Çàäà÷à 4. Ëèöåòî íà îêîëíàòà ïîâúðõíèíà íà ïðàâîúãúëåí ïàðàëåëåïèïåä å ðàâíî íà 10, 16 èëè 18 â çàâè-
ñèìîñò îò òîâà êîÿ îò ñòåíèòå ìó å èçáðàíà çà îñíîâà. Íàìåðåòå îáåìà íà ïàðàëåëåïèïåäà.
Ðåøåíèå. Äà îçíà÷èì ñ a, b è c äúëæèíèòå íà ðúáîâåòå, èçëèçàùè îò åäèí îò âúðõîâåòå íà ïàðàëåëåïèïåäà.
Îò óñëîâèåòî ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ 2a(b+c) = 10, 2b(a+c) = 16, 2c(a+b) = 18, èëè, åêâèâàëåíòíî,
ab+ac = 5, ab+bc = 8 è ac+bc = 9. Ñúáèðàéêè ïî÷ëåííî òåçè òðè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àâàìå 2(ab+bc+ca) = 22,
èëè ab + bc + ca = 11. ×ðåç ïî÷ëåííî èçâàæäàíå îò ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå íàìèðàìå bc = 6, ca = 3 è
ab = 2. Óìíîæàâàéêè ïî÷ëåííî ïîñëåäíèòå òðè óðàâíåíèÿ, íàìèðàìå a2b2c2 = 36, îòêúäåòî çà îáåìà V íà
ïàðàëåëåïèïåäà íàìèðàìå V = abc = 6.
Çàäà÷à 5. Òî÷êàòà M å âúâ âúòðåøíîñòòà èëè ïî êîíòóðà íà ïðàâîúãúëíèê ABCD ñúñ ñòðàíè AB = a è
BC = b. Íàìåðåòå âúçìîæíî íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà ñóìàòà MA + MC.
Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî M íå òðÿáâà äà ëåæè âúðõó äèàãîíàëà AC, è ìîæåì äà ïðåäïîëîæèì,

÷å M ∈ ∆ACD. Àêî M å âúòðåøíà çà ∆ACD, íåêà N å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà
ïðàâàòà AM ñúñ ñòðàíàòà CD. Îò íåðàâåíñòâîòî MC < MN + NC ïîëó÷àâàìå
AM + MC < AM + MN + NC = AN + NC, ò.å., AM + MC ìîæå äà ñå óâåëè÷è,
àêî èçáåðåì M ≡ N . Îò äðóãà ñòðàíà, àêî N 6= D, òîãàâà îò AN < AD + DN
ñëåäâà AN +NC < AD +DN +NC = AD +DC = b+a. Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå
AM +MC ≤ a+b, êàòî ðàâåíñòâîòî å èçïúëíåíî ñàìî ïðè M ≡ D èëè ïðè M ≡ B.
Òàêà âúçìîæíî íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà MA + MC å a + b.

Çàäà÷à 6. Îêîëî ðàâíîáåäðåí ïðàâîúãúëåí òðèúãúëíèê ABC ñ ïðàâ úãúë ïðè âúðõà C å îïèñàíà îêðúæ-
íîñò. Âúðõó äúãàòà

_

AB îò îêðúæíîñòòà, êîÿòî íå ñúäúðæà òî÷êàòà C, å âçåòà òî÷êà M . Îò òî÷êàòà C å
ñïóñíàò ïåðïåíäèêóëÿð êúì ïðàâàòà AM , êîéòî ïðåñè÷à îòñå÷êàòà AM âúâ âúòðåøíà òî÷êà N . Äîêàæåòå,
÷å MN = AN + MB.
Ðåøåíèå. Äà îçíà÷èì AC = BC = a, AM = y, MB = x è CM = z. Îò óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà ñëåäâà, ÷å
^ABC = ^BAC = 45o, à îñâåí òîâà èìàìå ^AMC = ^ABC è ^BMC = ^BAC, òúé êàòî ñúîòâåòíèòå äâîéêè

úãëè ñå èçìåðâàò ñ åäíè è ñúùè äúãè îò îêðúæíîñòòà. Îòáåëÿçâàìå, ÷å ^CAM
å îñòúð, çàùîòî â ïðîòèâåí ñëó÷àé òî÷êàòà N íÿìà äà å âúòðåøíà çà îòñå÷êàòà
AM . Êàòî ñëåäñòâèå, ^BAM < 45o, è y > x. Îò êîñèíóñîâàòà òåîðåìà çà
∆AMC è ∆BMC íàìèðàìå y2 + z2− 2yz

√
2

2 = z2 + x2− 2xz
√

2
2 = a2, îòêúäåòî

ïîëó÷àâàìå x2−√2xz = y2−√2yz, (x−y)(x+y) =
√

2z(x−y), è ïîíåæå x 6= y,

x + y =
√

2z.

Òðèúãúëíèêúò MNC å ïðàâîúãúëåí è ðàâíîáåäðåí, çàòîâà z =
√

2MN . Êàòî
çàìåñòèì â ãîðíîòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷àâàìå x + y =

√
2.
√

2MN = 2MN , ò.å.,
MB + AN + NM = 2NM , îòêúäåòî ñëåäâà MB + AN = MN .



Çàäà÷à 7. Äâå îêðúæíîñòè ñ ðàäèóñè 4 è 1 ñå äîïèðàò âúíøíî â òî÷êà M , à îáùàòà èì âúíøíà äîïèðàòåëíà
ñå äîïèðà äî òÿõ â òî÷êè A è B. Íàìåðåòå ëèöåòî íà òðèúãúëíèêà AMB.
Ðåøåíèå. Íåêà O1 è O2 ñà öåíòðîâåòå íà äâåòå îêðúæíîñòè ñ ðàäèóñè ñúîòâåòíî 4 è 1, à P å ïåòàòà íà ïåðïåí-
äèêóëÿðà, ñïóñíàò îò M êúì AB. Ïðåç òî÷êàòà O2 ïðåêàðâàìå ïðàâà, óñïîðåäíà íà AB, êîÿòî ïðåñè÷à îòñå÷-
êèòå MP è O1A ñúîòâåòíî â òî÷êèòå N è Q. Òðèúãúëíèêúò O1O2Q å

ïðàâîúãúëåí ñ êàòåò O1Q = 4 − 1 = 3 è õèïîòåíóçà O1O2 = 4 + 1 = 5, è
îò Ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà íàìèðàìå O2Q = 4. Òúé êàòî QO2BA å ïðàâîú-
ãúëíèê, ñëåäâà, ÷å AB = 4. Òðèúãúëíèöèòå NMO2 è QO1O2 ñà ïîäîáíè, çà-
òîâà MN

O1Q
=

MN

3
=

O2M

O2O1
=

1
5
, îòêúäåòî íàìèðàìå MN =

3
5
. Ñëåäîâàòåëíî

çà âèñî÷èíàòà êúì ñòðàíàòà AB â ∆AMB ïîëó÷àâàìå MP = MN + NP =
3
5

+ 1 =
8
5
. Ëèöåòî S íà ∆AMB íàìèðàìå îò S =

1
2
AB.MP =

16
5
.

Çàäà÷à 8. Â òðèúãúëíà ïèðàìèäà ABCD ðúáîâåòå AD, BD è CD èìàò ðàâíè äúëæèíè è ñà äâà ïî äâà
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíè. Ðàäèóñúò íà îïèñàíàòà îêîëî ïèðàìèäàòà ñôåðà å R. Íàìåðåòå îáåìà íà ïèðàìè-
äàòà.
Ðåøåíèå. Äà îçíà÷èì ñ ` äúëæèíàòà íà îêîëíèòå ðúáîâå DA, DB è DC íà ïèðàìèäàòà, òîãàâà îñíîâàòà
�è ABC å ðàâíîñòðàíåí òðèúãúëíèê ñ äúëæèíà íà ñòðàíàòà `

√
2. Íåêà H å îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ íà

âúðõà D âúðõó îñíîâàòà ABC, òîãàâà H å öåíòúðúò íà îïèñàíàòà îêîëî ∆ABC îêðúæíîñò, à ðàäèóñúò

�è å AH =
√

2`

√
3

3
= `

√
6

3
. Öåíòúðúò íà îïèñàíàòà îêîëî ïèðàìèäàòà ñôåðà ëåæè âúðõó ïðàâàòà DH, è íåêà

îçíà÷èì ñ M äðóãèÿ êðàé íà äèàìåòúðà íà ñôåðàòà, êîéòî ìèíàâà ïðåç òî÷êàòà D. Òðèú-
ãúëíèêúò AMD å âïèñàí â îêðúæíîñò ñ äèàìåòúð AM = 2R, ñëåäîâàòåëíî å ïðàâîúãúëåí
ñ ïðàâ úãúë ïðè âúðõà A, è AH å âèñî÷èíà êúì õèïîòåíóçàòà ìó DM . Îò Ïèòàãîðîâà-

òà òåîðåìà çà ïðàâîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê AHD íàìèðàìå DH =
√

AD2 −AH2 = `

√
3

3
. Îò

ôîðìóëàòà AD2 = DH.DM çà ïðàâîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê DAM ïîëó÷àâàìå `2 = `

√
3

3
.2R,

è îò òóê ` =
2√
3
R. Òúé êàòî îêîëíèòå ðúáîâå DA, DB è DC ñà äâà ïî äâà âçàèìíî ïåð-

ïåíäèêóëÿðíè, AD å âèñî÷èíà êúì ñòåíàòà BCD íà ïèðàìèäàòà ABCD, è çà îáåìà �è V

íàìèðàìå V =
1
3
SBCD.AD =

1
3
.
BD.CD

2
.AD =

1
6
`3 =

4
√

3
27

R3.

Çàäà÷à 9. Ãðóïà îò n äåöà ñè ðàçäåëèëè êóòèÿ áîíáîíè. Ïúðâîòî äåòå âçåëî 1 áîíáîí è îùå åäíà äåñåòà îò
îñòàíàëèòå â êóòèÿòà áîíáîíè. Ñëåä íåãî âòîðîòî âçåëî 2 áîíáîíà è îùå åäíà äåñåòà îò îñòàíàëèòå ñëåä òîâà
áîíáîíè â êóòèÿòà, è ò.í., ïðåäïîñëåäíîòî äåòå âçåëî n − 1 áîíáîíà è îùå åäíà äåñåòà îò îñòàíàëèòå ñëåä
òîâà áîíáîíè â êóòèÿòà. Çà ïîñëåäíîòî äåòå â êóòèÿòà îñòàíàëè n áîíáîíà. Íàìåðåòå áðîÿ n íà äåöàòà, àêî
å èçâåñòíî, ÷å ïúðâèòå äâå äåöà ñà âçåëè ïî ðàâåí áðîé áîíáîíè.
Ðåøåíèå. Íåêà s å ïúðâîíà÷àëíèÿò áðîé íà áîíáîíèòå â êóòèÿòà, òîãàâà ïúðâîòî äåòå å âçåëî 1 + (s− 1)/10
áîíáîíà, à âòîðîòî å âçåëî 2 +

(
s− 3 − (s− 1)/10

)
/10 áîíáîíà. Ïî óñëîâèå, òå ñà âçåëè ðàâåí áðîé áîíáîíè,

è îò ïðèðàâíÿâàíåòî íà äâàòà èçðàçà ïîëó÷àâàìå s = 81. Îò òóê íàìèðàìå, ÷å ïúðâèòå äâå äåöà ñà âçåëè ïî
9 áîíáîíà. Ùå äîêàæåì ÷ðåç èíäóêöèÿ, ÷å âñÿêî îò ïüðâèòå n − 1 äåöà å âçåëî 9 áîíáîíà. Òîâà å âÿðíî çà
ïúðâèòå äâå äåöà, è íåêà äîïóñíåì, ÷å ïúðâèòå m äåöà (2 ≤ m < n−1) ñà âçåëè ïî 9 áîíáîíà, òîãàâà ñúãëàñíî
óñëîâèåòî, (m+1)-âîòî äåòå å âçåëî m+1+

(
81− 9m− (m+1)

)
/10 = 9 áîíáîíà. Ñëåäîâàòåëíî ïúðâèòå n− 1

äåöà ñà âçåëè ïî 9 áîíáîíà, èëè îáùî 9(n−1) áîíáîíà, êîèòî äîáàâåíè êúì n-òå áîíáîíà, âçåòè îò ïîñëåäíîòî
äåòå, ïðàâÿò 81 áîíáîíà, ò.å., 9(n− 1) + n = 81. Îò òóê íàìèðàìå n = 9.
Çàäà÷à 10. Â òðèúãúëíèêà ABC ñà âçåòè òî÷êà P âúðõó ñòðàíàòà AC è òî÷êà Q âúðõó ñòðàíàòà AB, òàêèâà
÷å PC + QB = BC. Ïðåç òî÷êèòå P è Q å ïðåêàðàíà îêðúæíîñò, êîÿòî ñå äîïèðà äî ñòðàíàòà BC â òî÷êà
M è ^QMP = 90o − 1

2
^BAC. Íàìåðåòå äúëæèíàòà íà CM , àêî PC = 2.

Ðåøåíèå. Äà îçíà÷èì ñ α, β è γ úãëèòå íà ∆ABC ñúîòâåòíî ïðè âúðõîâåòå A, B è C. Íåêà òî÷êàòà M1 âúðõó
ñòðàíàòà BC å òàêàâà, ÷å BM1 = BQ è CM1 = CP . Òîãàâà òðèúãúëíèöèòå PCM1 è
QBM1 ñà ðàâíîáåäðåíè, è

^PM1Q = 180o − ^CM1P − ^BM1Q = 180o − 180o − γ

2
− 180o − β

2
= 90o − α

2
.

Íî ïî óñëîâèå ^PMQ = 90o − α

2
, è ïîíåæå M å äîïèðíàòà òî÷êà íà îêðúæíîñòòà äî

ñòðàíàòà BC, ðàâåíñòâîòî ^PM1Q = ^PMQ ùå áúäå èçïúëíåíî ñàìî àêî M1 ≡ M (â
ïðîòèâåí ñëó÷àé òî÷êàòà M1 å âúíøíà çà îêðúæíîñòòà, è òîãàâà ^PM1Q < ^PMQ).
Ñëåäîâàòåëíî CM = CP = 2.

Ïúëíîòî ðåøåíèå íà âñÿêà çàäà÷à ñå îöåíÿâà ñ 4 òî÷êè. Îöåíêàòà ñå ïîëó÷àâà ïî ôîðìóëàòà 2+0, 1.N ,
êúäåòî N å áðîÿò íà ïîëó÷åíèòå òî÷êè.


