
Матрична алгебра

Преговор

Задача 1. Решете системата

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 +x2 −x3 +2x4 = 6
−x1 +x2 +4x3 −3x4 = −2

x2 +3x3 +x4 = 5
x1 +5x2 +5x3 = 14

.

Задача 2. Намерете решенията на системата в зависимост от параметъра a:∣∣∣∣∣∣
x −y +z = 2
3x −2y +(a+ 3)z = 5
2x −(a+ 2)y +z = 2a+ 5

.

Задача 3. Намерете детерминантите

∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
3 −2 a+ 3
2 −(a+ 2) 1

∣∣∣∣∣∣ и

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
4 1 2 3
3 4 1 2
2 3 4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣.

Задача 4. Пресметнете детерминантата от ред n: ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 2 2 . . . 2
2 5 2 . . . 2
2 2 5 . . . 2
...

...
... . . . ...

2 2 2 . . . 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Задача 5. Кои от матриците A =

−3 2 2
2 −1 1
1 0 3

 и B =

1 2 3
2 3 4
3 4 5

 са обратими?

Намерете обратните им (ако съществуват).

Задача 6. Линейно независими ли са векторите v1 = (0, 3, 1,−1), v2 = (6, 0, 5, 1) и v3 =
(4,−7, 1, 3)?

Задача 7. Намерете ранга r(u1, u2, u3, u4), където u1 = (1,−1, 2, 3), u2 = (2, 1,−1, 1),
u3 = (1, 1,−2, 1), u4 = (3,−2, 5, 6).

Задача 8. Намерете ранга на матрицата A =


1− λ 0 2 −1
0 1− λ 4 −2
2 −1 −λ 1
2 −1 −1 2− λ

 в зависимост

от λ.

Задача 9. Докажете, че векторите a1 = (2, 2,−1), a2 = (2,−1, 2) и a3 = (−1, 2, 2)
образуват базис на линейното пространство R3. Намерете координатите на вектора
v = (1, 1, 3) спрямо този базис.



Сума и сечение на подпространства
Задача 10. Кои от подмножествата на R2 са линейни пространства над полето R:

A = {(x, 2x) | x ∈ R}; B = {(y, 5y + 2) | y ∈ R}; C = {(x, y) | xy = 0}?

Задача 11. Покажете, че следните подмножества на R4 са линейни пространства:
U = {(a, b, c, d) | a+ b+ c+ 2d = 0}; V = {(x, y, z, t) | t = x+ y, z = x− y}.
Намерете размерностите на тези пространства, както и по един техен базис.

Задача 12. Намерете базис на пространството от решенията (ФСР) на хомогенната

система
∣∣∣∣ x1 −x2 +x3 −x4 = 0
x1 +x2 +2x3 +3x4 = 0

.

Задача 13. Намерете ФСР на системата:

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 +x2 +x3 +x4 −2x5 = 0
2x1 −x2 +3x3 −x4 +x5 = 0
4x1 +x2 +5x3 +x4 −3x5 = 0
3x1 −x2 +7x3 −x4 = 0

.

Задача 14. Представете линейните обвивки като множество от решения на система:
а) U = l{(2, 1,−1, 3); (3, 1, 2, 1); (1, 1,−4, 5)};
б) V = l{(1, 1,−2, 2); (2, 1, 3,−2); (1, 2, 3, 4); (3, 4, 5, 6)}.

Задача 15. Намерете базис на сечението U1 ∩ U2, където
U1 = l{(1, 1,−3, 1); (2,−1, 0,−1); (1,−1, 1,−1)} и
U2 = l{(1, 2,−2,−1); (1,−1, 0, 0); (−3, 6,−2,−1)}.

Задача 16. Нека U = l{(1, 2, 1,−2); (1, 0, 3,−2} и W е множеството от решенията на

системата
∣∣∣∣ 2x1 −x2 −x3 = 0
x1 −x2 −x3 +2x4 = 0

.

Намерете базиси на пространствата U , W , U ∩W и U +W .

Задача 17. Нека S = {A ∈Mn(R) | At = A} е множеството от симетричните матри-
ци, а T = {A ∈Mn(R) | At = −A} е множеството от антисиметричните матрици от
ред n. Докажете, че S и T са подпространства на Mn(R) и S ⊕ T =Mn(R).

Линейни изображения и оператори – ядро и образ
Задача 18. Нека 0, ε и P са оператори в пространството R3, като 0(x, y, z) = (0, 0, 0),
ε(x, y, z) = (x, y, z) и P (x, y, z) = (0, x, y).

Докажете, че 0, ε, P , ε + P и 3P са линейни оператори. Намерете матриците им
спрямо стандартния базис.

Задача 19. Определете всички линейни изображения f : R → R.

Задача 20. Нека V = R(≤3)[x] е пространството от полиномите от степен най-много
3. Нека φ : V → V и ψ : V → V са определени с:(

φ(f)
)
(x) = f ′(x)− (x2 + 1)f ′′(x);(

ψ(f)
)
(x) = f(x+ 1)− f(x).

Докажете, че φ и ψ са линейни оператори във V и намерете матриците им спрямо
базиса 1, x, x2, x3 на V .



Задача 21. Намерете ранга и дефекта на операторите 0, ε, P , P 2 и P 3 (от задача 18).

Задача 22. Спрямо стандартния базис на R4 линейния оператор φ има матрица

A =


−1 −2 −3 −2
0 0 1 1
1 2 2 1
−1 −2 −2 −1

 .

Намерете r(φ) и d(φ). Намерете базиси на пространствата kerφ, Imφ, kerφ+ Imφ
и kerφ ∩ Imφ.

Задача 23. Нека T :M2(R) →M2(R) е определено от T (X) =

(
0 1
2 3

)
X

(
3 2
1 0

)
.

Докажете, че T е линеен оператор и намерете матрицата му спрямо базиса E11,
E12, E21, E22 на M2(R). Пресметнете r(T ) и d(T ). Намерете базиси на пространствата
ImT и kerT .

Смяна на базис. Собствени стойности и вектори
Задача 24. Нека векторите e1 и e2 образуват базис на линейното пространство V .
Нека f1 = e1 + e2 и f2 = −2e1 − e2. Изображението φ : V → V е определено от

φ(x1e1 + x2e2) = x1e1 + (−x1 + 2x2)e2.

Докажете, че φ е линеен оператор и намерете матрицата му спрямо всеки от базисите
e1, e2 и f1, f2 на V .

Задача 25. Спрямо стандартния базис на R3 линейният оператор ψ има матрица A =15 −11 5
20 −15 8
8 −7 6

. Нека f1 = (2, 3, 1), f2 = (3, 4, 1) и f3 = (1, 2, 2).

Докажете, че f1, f2 и f3 образуват базис на R3. Намерете матрицата на ψ спрямо
този базис.

Задача 26. Намерете реалните собствени стойности и вектори на матриците:

A =

(
4 3
1 2

)
; B =

(
1 0
1 1

)
; C =

(
0 −1
1 0

)
; D =

(
−2 2
2 1

)
.

Задача 27. Диагонализирайте матрицата

 1 −1 −1
−2 −1 2
0 −1 0

.

Задача 28. Линейният оператор φ : R3 → R3 действа според φ(x, y, z) = (z, y, x). Наме-
рете базис на R3, спрямо който φ има диагонална матрица.

Задача 29. Намерете собствените стойности и вектори на матрицата A =

1 1 1
1 1 1
1 1 1

.



Общи задачи за линейни оператори
Задача 30. Нека e1, e2, e3 образуват базис на линейното пространство V .

Нека a1 = e1 + 2e2 + e3, a2 = 2e1 + e3, a3 = e1 + e3.
Нека b1 = 4e1 + 2e2 + 5e3, b2 = e1 + e2, b3 = e3.
Покажете, че a1, a2, a3 образуват базис на V и намерете матрицата на линейния

оператор φ определен с φ(ai) = bi, i = 1, 2, 3 спрямо базиса e1, e2, e3.

Задача 31. Нека e1, e2, e3 образуват базис на линейното пространство V . ψ : V → V
действа според

ψ(x1e1 + x2e2 + x3e3) = (−x1 + 3x2 − x3)e1 + (−3x1 + 5x2 − x3)e2 + (−3x1 + 3x2 + x3)e3.

Докажете, че ψ е линеен оператор. Намерете матрицата му спрямо дадения ба-
зис. Намерете базис, спрямо който матрицата D на ψ е диагонална, както и самата
матрица D.

Задача 32. Намерете собствените стойности и вектори на матриците:

A =

 2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2

 ; B =


3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1

 .

Задача 33. Пресметнете
(

2 −3
−1 4

)n

, където n ∈ N.

Задача 34. Нека f0 = 0, f1 = 1 и fn = fn−1 + fn−2 за всяко n ≥ 2. Намерете fn.

Задача 35. Намерете общото решение на рекурентното уравнение

xk+3 = 2xk+2 + 5xk+1 − 6xk.

Задача 36. Нека x0 = y0 =
1
2

и разглеждаме рекурентните редици

xn+1 = 0, 9xn + 0, 2yn; yn+1 = 0, 1xn + 0, 8yn.

Намерете xn и yn в явен вид. Докажете, че limn→∞
xn

yn
не зависи от стойността на

положителните числа x0 и y0.

Задача 37. Нека x0, y0 и z0 са положителни числа. Разглеждамеxn+1

yn+1

zn+1

 =
1

10

5 2 3
3 8 3
2 0 4

xnyn
zn

 .

Докажете, че

lim
n→∞

xn =
3

10
(x0 + y0 + z0).



Жорданова нормална форма
Задача 38. Докажете, че за произволен линеен оператор φ : V → V пространствата
kerφ и Imφ са φ–инвариантни.

Задача 39. Намерете Жордановата нормална форма на матриците:

A =

(
−4 −3
3 2

)
; B =

 2 1 1
−2 0 −1
2 1 2

 ; C =

 2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2

 ; D =

−5 −2 6
−1 −4 3
−1 −1 0

 .

Задача 40. Пресметнете Jk(λ)n.

Задача 41. Нека V е крайномерно линейно пространство над C. Намерете всички ли-
нейни оператори φ : V → V , такива че φ2 = 0.

Задача 42. Намерете Жордановата нормална форма на матриците:

F =


3 1 0 1
−1 5 4 1
0 0 2 0
0 0 0 4

 ; G =


3 −1 −4 2
2 3 −2 −4
2 −1 −3 2
1 2 −1 −3

 ; H =


3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1

 .

Задача 43. Намерете общия член на рекурентната редица, определена от

xn+3 = 3xn+2 − 3xn+1 + xn

и начални условия x0 = 1, x1 = 3, x2 = 7.

Евклидови пространства
Задача 44. Намерете ъгъла между векторите:

• a = (2, 1, 3, 2), b = (1, 2,−2, 1);

• u = (1, 2, 2, 3), v = (3, 1, 5, 1).

Задача 45. Допълнете до ортогонален базис на Rn системата:

• a1 = (1, 2, 2), a2 = (2, 1,−2);

• b1 = (1,−2, 3, 1), b2 = (2, 1, 1,−3).

Задача 46. Намерете ортонормиран базис на линейната обвивка на дадените вектори
по метода на Грам–Шмид:

• u1 = (1,−2, 1), u2 = (4,−5, 4), u3 = (−1,−8,−3);

• v1 = (2, 1, 3,−1), v2 = (7, 4, 3,−3), v3 = (1, 1,−6, 0), v4 = (5, 7, 7, 8).



Ортогонално допълнение. Проекция
Задача 47. Докажете, че ||u+ v||2 + ||u− v||2 = 2(||u||2 + ||v||2).

Задача 48. Нека U = l
(
(1, 2, 0, 1); (3, 2, 1, 2); (1,−2, 1, 0)

)
. Намерете ортонормирани ба-

зиси на пространствата U и U⊥.

Задача 49. Нека a1 = (1, 1,−1,−1), a2 = (3, 1,−1,−3), a3 = (−1,−1,−1, 3) и a =
(1, 3, 3, 9). Намерете ортогонален базис на U = l(a1, a2, a3), както и проекцията и пер-
пендикуляра от a към U .

Задача 50. Нека a1 = (1, 2,−1, 0), a2 = (−1,−5, 1, 1), a3 = (0, 9, 0, 1) и U = l(a1, a2, a3).
Намерете ортогоналното допълнение U⊥, както и проекцията и перпендикуляра от a =
(1, 1, 1, 1) към U .

Задача 51. Нека V е евклидово пространство и U < V . Докажете, че операторът
на ортогонално проектиране върху U е линеен. Ако u = (3, 4) и U = l(u), намерете
матрицата на проекцията върху U спрямо стандартния базис. Кои са собствените
стойности и вектори на тази матрица?

Задача 52. Нека u = (1, 1, 1), v = (1, 2, 3). Намерете матриците на проекциите Pu, Pv и
Pu,v към подпространствата l(u), l(v) и l(u, v) спрямо стандартния базис на R3. Какви
собствени стойности и вектори имат те?

Задача 53. Нека u1, u2, . . . , uk са линейно независими вектори от Евклидовото прост-
ранство Rn и U = l(u1, . . . , uk). Намерете матриците на проекцията и перпендикуляра
към U спрямо стандартния базис на Rn.

Метод на най-малките квадрати
Задача 54. Решете по метода на най-малките квадрати системите:∣∣∣∣∣∣

x1 +2x2 = 4
x1 +3x2 = 5
0x1 +0x2 = 6

;

∣∣∣∣∣∣
−x +2y = 4
2x −3x2 = 1
−x +3y = 2

;

∣∣∣∣∣∣∣∣
u −2v = 3
−u +2v = 1
0u +3v = −4
2u +5v = 2

.

Задача 55. По метода на най-малките квадрати намерете права y = a + bx, апрокси-
мираща най-добре точките:

x 1 2 3
y 1 2 2 ;

x 0 1 2 3
y 0 1 2 2 .

Сравнете грешките.

Задача 56. По метода на най-малките квадрати намерете права y = c, апроксимираща
най-добре наблюденията y1, y2, . . . , yn.

Задача 57. По метода на най-малките квадрати намерете права y = a+ bu+ cv, апрок-
симираща най-добре точките:

u 1 2 0 0
v 1 1 3 0
y 3 5 6 0

.

Задача 58. Апроксимирайте точките
x -2 -1 1 2
y 0 0 2 0 с полиноми от нулева, първа,

втора и трета степен. Сравнете грешките.



Симетрични оператори и матрици

Задача 59. Намерете собствените стойности и вектори на матрицата A =

 1 0 −3
0 2 0
−3 0 1

.

Задача 60. Спрямо стандартния базис на Евклидовото пространство R3 линейният

оператор φ има матрица

1 2 2
2 1 2
2 2 1

. Намерете ортонормиран базис на R3, спрямо кой-

то φ има диагонална матрица D.

Задача 61. Нека e1, e2, e3 е ортонормиран базис на Евклидовото пространство V . Опе-
раторът ψ : V → V е определен от

ψ(x1e1 + x2e2 + x3e3) = (−2x1 + 2x2 + 4x3)e1 + (2x1 − 5x2 + 2x3)e2 + (4x1 + 2x2 − 2x3)e3.

Диагонализирайте ψ спрямо ортонормиран базис на V и докажете, че ψ3 + 9ψ2 = 108ε.

Задача 62. За матрицата H =


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

 намерете ортогонална матрица U

и диагонална матрица D, такива че H = UDU t.

Задача 63. Нека n ≥ 3 и a ∈ Rn, b ∈ Rn са такива че ||a|| = ||b|| = 1 и ⟨a, b⟩ = 0.
Дефинираме φ(v) = ⟨a, v⟩b + ⟨b, v⟩a. Докажете, че φ : Rn → Rn е линеен симетричен
оператор. Докажете, че φ3 = φ и намерете собствените стойности на φ и φ2024.

Квадратични форми и сингулярни стойности

Задача 64. Нека f(x1, x2) = x21−8x1x2−5x22 и x =

(
x1
x2

)
. Намерете симетрична матрица

A, такава че f(x) = xtAx. Кои са собствените стойности и вектори на A?

Задача 65. Намерете най-малката и най-голяма стойност на функцията

g(a, b, c) = 3a2 + 3b2 + 4c2 + 4ab+ 2ac+ 2bc

върху единичната сфера a2 + b2 + c2 = 1.

Задача 66. Разглеждаме линейното изображение f(x, y) = (3x + 2y, 2x + 3y, 2x − 2y)
между Евклидовите пространства R2 и R3. Намерете екстремалните стойности на
||f(x, y)|| върху единичната окръжност x2 + y2 = 1.

Задача 67. Намерете разлгането по сингулярни стойности за матриците:

(
2 −1
2 2

)
;

(
3 −4
4 3

)
;

(
1 4
2 8

)
;

−3 1
6 −2
6 −2

 ;

(
−1 2 1
1 2 −1

)
.



Псевдообратна матрица

Задача 68. Намерете SV D за матрицата A =

(
−1 1 0
0 −1 1

)
.

Задача 69. Намерете решението на системата
∣∣∣∣ x +2y +z = 3
x −z = 1

, което има мини-

мална дължина.

Задача 70. Докажете, че за произволна матрица A е изпълнено r(A) = r(AtA) = r(AAt).

Задача 71. Намерете псевдообратните на матриците:

(
1 1 1

)
;

(
1 1
0 0

)
;

(
4 3
8 6

)
;


1 1
0 1
1 0
1 1

 .

Задача 72. Решете по метода на най-малките квадрати системите:∣∣∣∣ x +y = 2
2x +2y = 8

;

∣∣∣∣∣∣
x = 0
x = 2
x +y +z = 2

.

Ортогонални матрици и оператори

Задача 73. Намерете характеристичните корени на A =

(
cosα − sinα
cosα sinα

)
.

Задача 74. Намерете клетъчно диагонални матрици, подобни на дадените:

1

3

 2 2 −1
2 −1 2
−1 2 2

 ;
1

2

 1 1 −
√
2

1 1
√
2√

2 −
√
2 0

 .

Задача 75. Спрямо ортонормиран базис на четиримерно евклидово пространство ли-

неен оператор има матрица


1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1

. Опишете геометрично действието на

този оператор.

Задача 76. Докажете, че всички собствени стойности на Ермитова матрица са реал-
ни.

Докажете, че всички собствени стойности на унитарна матрица са с модул 1.

Задача 77. Представете 1√
10

(
10 0
6 8

)
като произведение на симетрична и ортогонална

матрица.

Задача 78. Разглеждаме Евклидовото пространство C[0; 1] от непрекъснатите функ-
ции, дефинирани в интервала [0; 1] със скаларно произведение

⟨f, g⟩ =
∫ 1

0

f(x)g(x) dx.

Намерете ортогонален (спрямо това скаларно произведение) базис на подпространство-
то R≤3[x] < C[0; 1] от полиномите от степен най-много 3.


