
Висша алгебра

Теория на числата
Задача 1. Намерете частното и остатъка при деление на a = −60 с b = 7.

Задача 2. Намерете всички a ∈ Z, такива че (a+ 6) | (a− 5).

Задача 3. Намерете всички b ∈ Z, такива че (b− 2) | (b3 − 4).

Задача 4. Докажете, че за всяко n ∈ N е изпълнено 6 | (n3 − n).

Задача 5. Намерете (66, 48).

Задача 6. Намерете u, v ∈ Z, такива че 102u+ 37v = (102, 37).

Задача 7. Решете уравненията 66x+ 48y = −12 и 102p+ 37q = 8 в цели числа.

Задача 8. Докажете, че за всеки a, b ∈ N е в сила ab = (a, b)[a, b].

Задача 9. Намерете всички n ∈ N, за които n, n+ 10 и n+ 20 са прости числа.

Задача 10. Намерете всички прости числа p, за които 4p2+1 и 6p2+1 са също прости.

Задача 11. Намерете последната цифра на 20232023.

Сравнения по модул
Задача 12. Докажете, че ако a ≡ b (mod m) и c ≡ d (mod m), то a+ c ≡ b+ d (mod m)
и ac ≡ bd (mod m).

Задача 13. Намерете последната цифра на 2023100.

Задача 14. Напишете таблиците за събиране и умножение в (пръстена) Z4 на оста-
тъците при деление с 4.

Задача 15. Докажете, че ако ka ≡ kb (mod m), то a ≡ b (mod m
(m,k)

).

Задача 16. Намерете обратимите елементи в (пръстена) Zm.

Задача 17. Намерете 35
−1 в пръстена Z66.

Задача 18. Решете системата сравнения:

∣∣∣∣∣∣
x ≡ 1 (mod 3)
x ≡ 3 (mod 4)
x ≡ 2 (mod 5)

.

Задача 19. Решете системата сравнения:
∣∣∣∣ 5x+ 2 ≡ 0 (mod 7)
4x− 6 ≡ 3 (mod 11)

.

Задача 20. Намерете остатъците: 273 (mod 13); 734 (mod 11); 1127+2 ·751 (mod 15).

Задача 21. Намерете φ(2023) и φ(720).

Задача 22. Намерете последните две цифри на 519101 + 157201.

Задача 23. Намерете всички нечетни прости числа p, за които 15
p−1
2 ≡ 12 (mod p).

Задача 24. Решете уравнението φ(n) = 2
3
n.

Задача 25. Намерете всички n, за които 2φ(n) = φ(2n).



Група. Подгрупа. Хомоморфизъм на групи
Задача 26. Дайте пример за комутативна операция, която не е асоциативна.

Задача 27. Кои от следните множества са групи: (N,+); (Z,+); (R,+); (C,+); (Z, ·);
(Q, ·); (Q \ {0}, ·); (R \ {0}, ·); (C \ {0}, ·); (nZ,+); (Zn,+); ({−1, 0, 1}, ·);
({2k | k ∈ Z}, ·); ({z ∈ C : |z| = 1}, ·); ({z ∈ C | zn = 1}, ·)?

Задача 28. Проверете, че (6Z,+) < (Z,+) < (R,+) < (C,+); (C10, ·) < (U, ·) < (C\{0}, ·).

Задача 29. Нека n ∈ N. Докажете, че множествата GLn(R) = {A ∈ Mn(R) | detA ̸= 0}
и SLn(R) = {A ∈ Mn(R) | detA = 1} са групи относно умножението на матрици.

Задача 30. В множеството K =
(
R \ {0}

)
× R = {(a, b) ∈ R2 | a ̸= 0} дефинираме

(a1, b1)□(a2, b2) = (a1a2, a1b2 + b1).

Докажете, че K е група относно □, а множествата H1 =
{
(a, 0) | a ∈ R \ {0}

}
и

H2 = {(1, b) | b ∈ R} са подгрупи на K.

Задача 31. Нека G = {f(x) = ax + b | a, b ∈ R, a ̸= 0} е множеството от линейни
функции на x. Докажете, че G е група относно композицията на функции, като H1 =
{f(x) = ax | a ̸= 0} и H2 = {f(x) = x+ b | b ∈ R} са погрупи на G.

Задача 32. Покажете, че изображенията са хомоморфизми на групи:
f : C \ {0} → R \ {0}; f(z) = |z|;
g : GLn(R) → R \ {0}; g(A) = detA;
h : R → R+; h(x) = ex.
Кои от тях са инективни и кои – сюрективни?

Задача 33. Нека I = [0; 1) и за x, y ∈ I дефинираме x⊕ y = {x+ y}. Докажете, че (I,⊕)
е група, изоморфна на (U, ·).

Задача 34. Покажете пример за крайна неабелева група.

Ред на група и елемент. Циклична група
Задача 35. В мултипликативна група намерете (a1a2 . . . ak)

−1.

Задача 36. Определете таблицата за умножение на група G с 4 елемента, такава че
g2 = e за всеки g ∈ G.

Задача 37. Намерете редовете на всички елементи в групите: Z6; Z8; Q8.

Задача 38. Нека G – мултипликативна група и a ∈ G, r(a) = r. Докажете, че:
an = e ⇔ r | n; r(ak) = r

(r,k)
.

Задача 39. Да се докаже, че r(g−1ag) = r(a) и r(xy) = r(yx), при предположението, че
всички споменати редове са крайни.

Задача 40. Нека G – група и g2 = e за всеки g ∈ G. Докажете, че G е абелева.

Задача 41. Нека A =

(
0 −1
1 0

)
и A =

(
1 0
0 −1

)
и X = {A,B}. Нека G = ⟨X⟩ < GL2(R).

Намерете реда на групата G, както и редовете на всеки елемент на G.



Задача 42. Покажете, че φ : Zn → Cn, φ(k) = cos 2kπ
n

+ i sin 2kπ
n

е изоморфизъм на групи.

Задача 43. Намерете всички подгрупи на Z6.

Задача 44. Направете схема на включванията на подгрупите на групата: C40; C42.

Задача 45. Нека (G, ·) и (H, ∗) са групи. В множеството G×H = {(g, h) | g ∈ G, h ∈ H}
дефинираме операция □:

(g1, h1)□(g2, h2) = (g1 · g2, h1 ∗ h2).

Докажете, че (G×H,□) е група. Напишете таблицата за умножение на G×H при
G = H = Z2.

Задача 46. Колко са решенията на 10 · k = 0 в групата Z120?
Колко са елементите от ред 10 в Z120?
Ако d | n, колко са решенията на d · k = 0 в Zn? Колко са елементите от ред d в Zn?

Симетрична група

Задача 47. Нека σ =

(
1 2 3 4
3 4 2 1

)
и τ =

(
1 2 3 4
3 2 4 1

)
. Намерете στ, τσ, σ−1, σ2, σ3, σ4.

Задача 48. Нека σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 8 4 3 7 6 1 9 5

)
и τ = (1 5 4 3 8)(2 6 9). Изразете στ

като произведение на независими цикли.

Задача 49. Намерете броя елементи от ред 1, 2, 3, . . . в групата: S3; S4.

Задача 50. Какъв е максималният ред на елемент от групата S20?

Задача 51. За σ ∈ Sn и τ ∈ Sn бележим ρ ∼ τ , ако ∃ρ ∈ Sn : τ = ρσρ−1. Докажете, че
∼ е релация на еквивалентност.

Задача 52. Ако σ = (i1 i2 . . . ik) е цикъл, то докажете, че ρσρ−1 =
(
ρ(i1) ρ(i2) . . . ρ(ik)

)
.

В частност всички пермутации, спрегнати на σ, са цикли със същата дължина.

Задача 53. Нека σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 9 8 2 3 7 6 1 4

)
и τ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 6 1 7 9 4 2 5 8

)
. На-

мерете στ, τσ, r(σ), r(τ). Спрегнати ли са σ и τ? Намерете всички k ∈ [1; r(σ)], такива
че σk е цикъл?

Задача 54. Нека σ = (i1 i2 . . . ik) е цикъл. Докажете, че σt е цикъл тогава и само тогава
когато k и t са взазимнопрости.

Задача 55. Докажете, че Sn = ⟨{(i j) | 1 ≤ i < j ≤ n}⟩ = ⟨{(1 j) | 2 ≤ j ≤ n}⟩.



Теорема на Лагранж. Нормална подгрупа
Задача 56. Намерете всички леви съседни класове на G по подгрупата H, където:

G = Z, H = nZ; G = R \ {0}, H = R+; G = GLn(R), H = SLn(R).

Задача 57. Нека p е просто число и G е група с p елемента. Докажете, че G е циклична.

Задача 58. Нека G е група с 4 елемента. Докажете, че G ∼= C4 или G ∼= C2 × C2.

Задача 59. Намерете всички подгрупи на G и направете схема на включванията, къде-
то: G = S3; G = Q8.

Задача 60. Покажете, че в левите съседни класове на S3 по подгрупата H = {⟨1 2⟩} не
може да се дефинира коректна операция, съгласувана с операцията в S3.

Задача 61. Нека G е група и H е подгрупа на G. Докажете, че:
ако G е абелева, то H е нормална подгрупа на G;
ако H е абелева, то не винаги H е нормална подгрупа на G.

Задача 62. Нека G е група. Докажете, че Z(G)◁G и Z(G) е абелева група.

Задача 63. Нека H < G и |G : H| = 2. Докажете, че H ◁G.

Задача 64. Кои от подгрупите на S3 (на Q8) са нормлани подгрупи на S3 (на Q8)?

Задача 65. Докажете, че: G/G ∼= {e}; G/{e} ∼= G; Z/nZ ∼= Zn;
(
R \ {0}

)
/R+ ∼= C2.

Задача 66. Определете факторгрупата GLn(R)/SLn(R).

Теорема за хомоморфизмите на групи
Задача 67. Покажете, че изображенията са хомоморфизми на групи:

φ : R∗ → C2; φ(r) = sgn(r) =

{
1, r > 0

−1, r < 0
;

f : Z → Z5; f(k) = k.
Намерете ядрата и образите им.

Задача 68. Докажете, че GLn(R)/SLn(R) ∼= R∗.

Задача 69. Докажете, че C∗/U ∼= R+; C∗/R+ ∼= U ; C∗/R∗ ∼= U .

Задача 70. Докажете, че U/Cn
∼= U .

Задача 71. Докажете, че (R,+)/(Z,+) ∼= (I,⊕) ∼= (U, ·) (от задача 33).

Задача 72. За d | n намерете факторгрупата Cn/Cd.

Задача 73. В множеството G = R2 въвеждаме операция ◦

(a, b) ◦ (c, d) = (a+ c, b2c + d2a).

Нека H = {(0, b) | b ∈ R}. Докажете, че (G, ◦) е група, H ◁G и G/H ∼= (R,+) ∼= H.

Задача 74. Нека G =
{(

a b
0 1

)
| a ∈ R∗, b ∈ R

}
, H =

{(
1 b
0 1

)
| b ∈ R

}
и

K =
{(

a 0
0 1

)
| a ∈ R∗

}
. Докажете, че G е група, H ◁ G, H ∼= R и G/H ∼= R∗.

Докажете, че K е подгрупа на G, която не е нормална подгрупа, и K ∼= R∗.



Пръстен, подпръстен. Хомоморфизъм на пръстени
Задача 75. Определете дали всеки от пръстените Z, C, M2(R), 2Z, Zn е: комутативен;
пръстен с единица; тяло; поле.

Задача 76. Кои от множествата са пръстени и кои – полета относно обичайните
операции събиране и умножение:

Q(
√
2) = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Q}; Z[i] = {a+ bi | a, b ∈ Z};

S = {A ∈ M2(R) | A = At}; R2 = {a
b
| a, b ∈ Z, (a, b) = 1, b ≡ 1 (mod 2)}?

Задача 77. Намерете мултипликатвната група на пръстените: Z; C; M2(R).

Задача 78. Намерете делителите на нулата и обратимите елементи в: Z12; Zn.

Задача 79. Нека M =
{(

a b
−b a

)
| a, b ∈ R

}
. Докажете, че M е пръстен относно

обичайните операции с матрици и M ∼= C.

Идеал. Главен идеал. Факторпръстен
Задача 80. Нека p е просто и R = Zp × Zp = {(a, b) | a, b ∈ Zp}. Намерете |R| и |R∗|.
Кои от подмнижествата са подпръстени и кои – идеали на R:

R1 = {(a, a) | a ∈ Zp}; R2 = {(a, 1) | a ∈ Zp}; R3 = {(a, 0) | a ∈ Zp};
R4 = {(a,−a) | a ∈ Zp}?

Задача 81. Намерете подпръстените и идеалите на прсътена R = {a, b, c, d}, където
+ a b c d
a a b c d
b b a d c
c c d a b
d d c b a

· a b c d
a a a a a
b a b c d
c a c c a
d a d a d

Задача 82. Попълнете таблицата за умножение на пръстена R и намерете неговите
подпръстени и идеали:

+ a b c d
a a b c d
b b c d a
c c d a b
d d a b c

· a b c d
a a
b a b
c a c
d a d c

Задача 83. Нека R е пръстен с единица и I ◁ R. Докажете, че I = R тогава и само
тогава когато I съдържа обратим елемент.

Задача 84. Нека R е ненулев комутативен пръстен с единица. Докажете, че R е поле
тогава и само тогава когато всички идеали на R са (0) и R.

Задача 85. Определете факторпръстените: Z/nZ; R/R; R/(0); 2Z/4Z.

Задача 86. Нека R =
{(

a b
b a

)
| a, b ∈ Z

}
, I =

{(
2a 2b
2b 2a

)
| a, b ∈ Z

}
и

J =
{(

a 2b
2b a

)
| a, b ∈ Z

}
. Докажете, че R е комутативен пръстен с единица, I◁R,

J < R, но J не е идеал на R. Намерете факторпръстена R/I. Кои са подпръстените и
идеалите на R/I?



Теорема за хомоморфизмите на пръстени
Задача 87. Проверете, че f : Z → Z, f(z) = 3z е хомоморфизъм на (адитивни) групи,
но не е хомоморфизъм на пръстени.

Задача 88. Намерете всички g : Z → Z, които са хомоморфизми на: групи; пръстени.

Задача 89. Нека R =
{(

a b
0 a

)
| a, b ∈ Z

}
и I =

{(
a b
0 a

)
| a, b ∈ Z, 6 | a

}
. Докажете,

че R е пръстен, I ◁R и R/I ∼= Z6.
Обобщете задачата за произволен пръстен K и негов идеал A◁K.

Задача 90. Докажете, че M2(2Z)◁M2(Z) и M2(Z)/M2(2Z) ∼= M2(Z2). Обобщете.

Задача 91. Докажете, че Z[i]/(1 + i) ∼= Z2.

Задача 92. Нека I = (9 + 7
√
2) ◁ Z[

√
2]. Докажете, че I = {a + b

√
2 : 17 | (b + 3a)} и

Z[
√
2]/I ∼= Z17.

Задача 93. Нека R = {m
n
| m,n ∈ Z, (m,n) = 1, 7 ∤ n},

M = {m
n
| m,n ∈ Z, (m,n) = 1, 7 ∤ n, 7 | m}.

Докажете, че R е пръстен с единица, M ◁ R, R/M ∼= Z7 и за всеки идеал I ◁ R, за
който I ̸= R, е изпълнено I ⊆ M .

Задача 94. Нека K = {f | f : R → R}, M = {f ∈ K | f(0) = 0} и N = {f ∈ M | f(1) = 0}.
Докажете, че M ◁K, K/M ∼= R; N ◁K, K/N ∼= R× R.

Операции с идеали. Прост и максимален идеал
Задача 95. Ако I ◁R и J ◁R, проверете че I + J , I ∩ J и IJ са също идеали на R.

Задача 96. Нека I = (28) и J = (42) са идеали в пръстена Z. Намерете пораждащи за
I + J , I ∩ J и IJ .

Задача 97. Кои от идеалите на Z са прости и кои – максимални?

Задача 98. R е комутативен пръстен с единица, I и J са негови взаимнопрости идеали.
Докажете, че IJ = I ∩ J .

Задача 99. R е комутативен пръстен с единица и I ◁R. Докажете, че:
I е прост идеал тогава и само тогава когато R/I е област.
I е максимален идеал тогава и само тогава когато R/I е поле.
В частност, ако I е максимален идеал, то I е прост идеал.

Задача 100. Проверете, че 4Z ◁ 2Z е максимален идеал, който не е прост идеал. Това
противоречи ли на задача 99?

Задача 101. R е комутативен пръстен и I ◁ R. Нека r(I) = {a ∈ R | ∃n ∈ N : an ∈ I}.
Докажете, че r(I)◁R.

Задача 102. Нека R = Z и I = (1500). Намерете r(I). Намерете r(nZ).

Задача 103. За пръстен R дефинираме N(R) = r(0) = {a ∈ R | ∃n ∈ N : an = 0}.
Покажете, че N(M2(R)) не е пръстен.

Задача 104. Проверете, че Z[i] е Евклидов пръстен спрямо нормата N(a+ bi) = a2+ b2.



Полиноми. Делимост. Теорема за единствено разлагане
Задача 105. Разделете с частно и остатък f = x3 + 2x2 + 5 на g = 2x2 − x+ 3.

Задача 106. За f = x5 − 3x3 + 2x2 + x − 2 и g = x3 − 3x + 1 намерете (f, g), както и
полиноми u, v, такива че fu+ gv = (f, g).

Задача 107. За f = x4 + x3 + 3x2 + x+ 1 ∈ Z7[x] и g = x4 + 6x3 + x+ 4 ∈ Z7[x] намерете
(f, g), както и полиноми u, v ∈ Z7[x], такива че fu+ gv = (f, g).

Задача 108. Намерете (xm − 1, xn − 1).

Задача 109. Разложете на неразложими над Z3 полиномите x3+ax+1 за a ∈ {0, 1, 2}.

Задача 110. Намерете всички полиноми f ∈ Z2[x], неразложими над Z2, за които
deg f ≤ 3.

Задача 111. Докажете, че R[x]/(x) ∼= R. Опишете факторпръстена R[x]/(x2).

Задача 112. Докажете, че R[x]/(x2 + 1) ∼= C.

Основна теорема на алгебрата. Формули на Виет
Задача 113. Докажете, че K = Z3[x]/(x

3 + 2x2 + 1) е поле. Намерете |K|.
Да означим α = x+ (x3 + 2x2 + 1) ∈ K. Пресметнете α2 · (α2 + 2) и (2α2 + α + 1)−1.

Задача 114. Да се докаже, че Z7[x]/(x
3 − 2x2 + 3x+ 3) не е поле.

Задача 115. Нека f = x3−5x2+8x+λ ∈ C[x] има корени x1, x2, x3. За кои λ е изпълнено
x1 + x2 = x1x2?

Задача 116. Намерете полином f ∈ R[x] от трета степен с корени x1, x2, x3, такъв че:
f дава остатък 13x− 6 при деление с x2 + 1;
1
x1

+ 1
x2

+ 1
x3

= −4 и 1
x2
1
+ 1

x2
2
+ 1

x2
3
= 2.

Задача 117. Намерете µ, ако за корените на x4 + x3 + 8x2 + µx + 9 ∈ C[x] е изпълнено
x1x2 = x3 + x4.

Задача 118. Намерете µ, ако за корените на x4+2x3−49x2−106x+µ ∈ C[x] е изпълнено
x1x2 = x3 + x4.

Задача 119. Да се намери кратността на корена α = 2 в полинома

f = x5 − 5x4 + 7x3 − 2x2 + 4x− 8 ∈ R[x].

Задача 120. Намерете a, b ∈ C, талива че f = x4− 7x3+ ax2+ bx+6 ∈ C[x] има кратен
корен α = 1.

Задача 121. За кои λ ∈ C полиномът f = x4 + λx3 + 27 ∈ C[x] има кратен корен?

Задача 122. Докажете, че f = 1 + x
1!
+ x2

2!
+ . . .+ xn

n!
∈ C[x] няма кратни корени.



Полиноми на много променливи. Симетрични полиноми
Задача 123. Изразете чрез σ1, σ2, σ3 симетричните полиноми:

f(x1, x2, x3) = x3
1+x3

2+x3
3− 2(x2

1x2+x2
1x3+x1x

2
2+x1x

2
3+x2

2x3+x2x
2
3) =

∑
x3
i − 2 ·

∑
x2
ixj;

g(x1, x2, x3) = x4
1(x

2
2 + x2

3) + x4
2(x

2
1 + x2

3) + x4
3(x

2
1 + x2

2) =
∑

x4
ix

2
j .

Задача 124. Нека f ∈ F [x] е полином от степен n с корени α1, α2, . . . , αn. Нека a ∈ F
не е корен на f . Докажете, че:

n∑
i=1

1

a− αi

=
f ′(a)

f(a)
;

n∑
i=1

1

(a− αi)2
=

(
f ′(a)

)2 − f(a)f ′′(a)(
f(a)

)2 .

Задача 125. Нека корените на x3 + px+ q са x1, x2, x3. Намерете сумите

x2
1

1 + x1

+
x2
2

1 + x2

+
x2
3

1 + x3

;
1

x3
1 + x3

2

+
1

x3
1 + x3

3

+
1

x3
2 + x3

3

;

x2
1

x2
2 + 4x2x3 + x2

3

+
x2
2

x2
1 + 4x1x3 + x2

3

+
x2
3

x2
1 + 4x1x2 + x2

2

.

Задача 126. Нека α1, . . . , α5 са корените на f = x5 − x2 − 1. Намерете
5∏

i=1

(2αi − α4
i ).

Задача 127. Нека x1, x2, x3 са корените на полинома f = x3 + x− 1. Намерете полином
g от трета степен с корени

y1 =
x1

1 + x2 + x3

; y2 =
x2

1 + x1 + x3

; y3 =
x3

1 + x1 + x2

.

Задача 128. Нека α1, α2, α3, α4 са корените на f = x4 − 2x3 + x2 − 3x + 2. Намерете
α3
1 + α3

2 + α3
3 + α4

4.

Задача 129. Докажете, че за редицата с общ член Sk = xk
1 + xk

2 е изпълнено

Sk+2 = σ1Sk+1 − σ2Sk.

Разложимост на полиноми над полетата C, R и Q
Задача 130. Разложете f = x4 + 16 на полиноми, неразложими над: C; R.

Задача 131. Нека f = a0x
n + aax

n−1 + . . . + an ∈ Z[x] и за взаимнопрости цели числа p
и q частното p

q
е рационален корен на f . Докажете, че p | an и q | a0.

Задача 132. Разложете на неразложими над Q множители

f = x3 − 11x2 + 38x− 40; g = 6x4 + x3 + 2x2 − 4x+ 1.

Задача 133. Докажете, че полиномите са неразложими над Q

f = x4 + x3 − 7x2 + 3x+ 5; g = x4 + 16.



Задача 134. Намерете всички неразложими над Z2 полиноми f ∈ Z2[x] от степен 4.

Задача 135. Докажете, че полиномите f = x4 + x3 − 7x2 + 3x + 5 и h = x4 + 21x3 +
63 са неразложими над Q както от редукционния критерий, така и от критерия на
Айзенщайн.

Задача 136. Докажете, че за всяко n ∈ N има полином f ∈ Q[x], неразложим над Q
от степен n.

Задача 137. Докажете, че x4 + 4x3 + 6x2 + 2x+ 1 е неразложим над Q.

Задача 138. Докажете, че за всяко p – просто, полиномът xp−1 + xp−2 + . . . + x + 1 е
неразложим над Z.

Задача 139. Пресметнете първите 10 циклотомични полинома.


