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1 Óâîä

1.1 Âñòúïèòåëíè äóìè

Â áèçíåñ ñðåäèòå ïîíÿòèåòî ðåêëàìà áèâà ðàçáèðàíî êàòî ìàðêåòèíãîâà êîìóíèêàöèÿ, öå-
ëÿùà äà íàñî÷è, äà îêóðàæè è ïîíÿêîãà äîðè äà èçìàíèïóëèðà ÷àñò îò çðèòåëèòå, çà êîèòî
å ïðåäâèäåíà, äà çàêóïÿò äàäåíà ñòîêà, äà ñå âúçïîëçâàò îò äàäåíà óñëóãà èëè äà ïðåäïðèå-
ìàò äàäåíî äåéñòâèå. Çà äà ïîïóëÿðèçèðà òî÷íî ñâîÿ ïðîäóêò, óñëóãà èëè ñúîáùåíèå, äàäåíà
ôèðìà, íåïðàâèòåëñòâåíà èëè ïðàâèòåëñòâåíà îðãàíèçàöèÿ íàé - ÷åñòî ïðèáÿãâà äî ïîìîùòà
è ñúäåéñòâèåòî íà ðàäèî, âåñòíèöè, ñïèñàíèÿ, òåëåâèçèÿ, óëè÷íè áèëáîðäîâå, ïëàêàòè, ìî-
áèëíè ïëàòôîðìè, èíòåðíåò ñàéòîâå è ðåäèöà äðóãè, êàòî èçáðîåíèòå äî òóê ñà ñàìî ÷àñò îò
øèðîêàòà ãàìà ìåòîäè çà ðàçïðîñòðàíÿâàíåòî íà ðåêëàìà ñðåä ìàñèòå. Íà ïðàêòèêà ðåêëà-
ìèòå ñà íàâñÿêúäå îêîëî íàñ è òÿõíîòî âúçäåéñòâèå âúðõó òúðñåíåòî è ìàêñèìèçèðàíåòî íà
ïå÷àëáà ñâúðçàíà ñ òîâà, ùå áúäå îñíîâíèÿò îáåêò çà èçñëåäâàíå è ìîäåëèðàíå â íàñòîÿùàòà
äèïëîìíà ðàáîòà.

Íåêà ñåãà ñè êàæåì íåùàòà ÷åñòíî. Ðåêëàìèòå íîñÿò ñâîÿòà äîçà ëîøà ðåïóòàöèÿ. Íå ñà
ìàëêî õîðàòà, èìàùè îòðèöàòåëíî è äîðè ïîíÿêîãà íåãàòèâíî âúçïðèÿòèå îò òÿõ. Òåðìèíèòå
íåæåëàíà ðåêëàìà, "ôåéê íþç" è ñïàì ñòàâà âñå ïî - øèðîêî èçïîëçâàíè è ñå ïðåâðúùàò â íå-
ðàçäåëíà ÷àñò îò íàøåòî åæåäíåâèå. Çà ìîìåíò ùå îòìåñòèì ôîêóñà íà òåìàòà, êàçâàéêè, ÷å
ìíîæåñòâî îò ôèëîñîôñêè øêîëè è òå÷åíèÿ ñå îáåäèíÿâàò â òåçàòà, ÷å ïðîöåñà íà òúðñåíå íà
ùàñòèåòî, áåç äà íàâëèçàìå â ïîäðîáíîñòè è äåôèíèöèè êàêâî òî÷íî å òî, ÷àñòè÷íî îñìèñëÿ
÷îâåøêèÿ áèò. Âðúùàéêè ñå êúì òåìàòà, ùå îòáåëåæèì, ÷å ía ïàçàðà èìà ôèðìè è ïðîèçâî-
äèòåëè, êîèòî íàïúëíî îòêðèòî è öåëåíàñî÷åíî ñå âúçïîëçâàò îò ãîðåñïîìåíàòèòå ÷îâåøêè
íóæäè, îïèòâàéêè ñå ÷ðåç ðåêëàìè äà âíåäðÿò â ñúçíàíèåòî íà êàíäèäàò-ïîòðåáèòåëèòå ñè
èäåÿòà, ÷å æèâîòà èì èìà íåäîñòèã è ëèïñà íà ùàñòèå è òî÷íî òåõíèÿ ïðîäóêò/óñëóãà ùå
ãè íàïðàâè ùàñòëèâè, ìàêàð è òîâà ÷óâñòâî íà ùàñòèå äà òðàå çà êðàòêî. Ïî òîçè íà÷èí
ñå âíåäðÿâàò êîíñóìàòîðñêè öåííîñòè â ñúçíàíèåòî íà ìàñîâèÿ ïîòðåáèòåë, ÷èèòî ïîëçè çà
îáùåñòâîòî ïîäëåæàò íà äåáàòèðàíå, íî ñúñ ñèãóðíîñò âëèÿÿò íà ïðîäàæáèòå è òúðñåíåòî.

Âúïðåêè êàçàíîòî äî òóê ñúçäàâàíåòî íà çäðàâà îñíîâà ïðè ñòàðòèðàíåòî íà êàêúâòî è
äà å áèçíåñ, áåç èçïîëçâàíåòî íà ðåêëàìà ãðàíè÷è ñ íåâúçìîæíîòî. Äîðè äàäåíà ôèðìà äà
ïðåäëàãà èëè äà èñêà äà íàëîæè íàé - äîáðèÿ îò äàäåí êëàñ ïðîäóêòè íà ïàçàðà, íÿìà
êàê ìàñîâèÿò ïîòðåáèòåë äà íàó÷è áúðçî çà íåÿ áåç íàëè÷èåòî íà íÿêàêúâ âèä ðåêëàìà. Äà
ó÷àñòâàø íà ïàçàðà áåç äà ðåêëàìèðàø ïðîäóêòà ñè å êàòî äà ïðàâèø íàó÷íè èçñëåäâàíèÿ
èçîëèðàí îò íàó÷íàòà îáùíîñò íà îáëàñòòà, â êîÿòî ðàáîòèø, à òàêà äîðè äà íàïðàâèø
ðåâîëþöèîííî îòêðèòèå, íèêîé íÿìà äà ðàçáåðå çà íåãî, îñâåí ìîæå áè ñàìèÿò òè.
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Åäíî îò ïðåäïîëîæåíèÿòà, êîèòî ùå ïðèåìåì â òàçè äèïëîìíà ðàáîòà å, ÷å êîíñóìàòîðúò íà
äàäåí âèä ïðîäóêòè/ñòîêè, àêî ñïðå äà ãëåäà ðåêëàìèòå ñâúðçàíè ñ íÿêîÿ îò òÿõ, òî òîé ñëåä
âðåìå ùå çàáðàâè çà ñúùåñòâóâàíåòî è́. Ñ äðóãè äóìè, ðåêëàìèðàíåòî å êëþ÷úò è îñíîâíèÿò
ìåõàíèçúì çà ïîïóëÿðèçèðàíåòî ñ öåë ïîêà÷âàíåòî íà áðîÿò ïðîäàæáè çà ïðîèçâîäèòåëèòå.
Íî çà äà áúäå ðåàëèçèðàíà óñïåøíà ðåêëàìíà êàìïàíèÿ â ãîëÿì ìàùàá å íåîáõîäèìî íå ñà-
ìî ðåêëàìàòà äà äîñòèãà äî ïîòåíöèàëíèòå êëèåíòèòå, à è äà èì ïîâëèÿâà ïî ïðåäâàðèòåëíî
ðàçðàáîòåí, àíàëèçèðàí è ïîäáðàí íà÷èí. Òîâà äàëå÷ íå å ëåñíà çàäà÷à è ïîñòèãàíåòî è́ îï-
ðàâäàâà âèñîêàòà öåíà îáèêíîâåíî ñâúðçàíà ñ òîâà. Òúé êàòî âúçäåéñòâèåòî íà ðåêëàìàòà
âúðõó öåëåâàòà ãðóïà, çà êîÿòî å ïðåäâèäåíà, ïî äèçàéí å ñúùåñòâåíî, òî âñÿêà ôèðìà èìà
èíòåðåñ äà èíâåñòèðà â ðåêëàìèðàíåòî íà ñâîÿ ïðîäóêò. Ðàçóìíî å òàçè èíâåñòèöèÿ äà áúäå
ñúîáðàçåíà ñ áþäæåòà íà ôèðìàòà. Ñëåäîâàòåëíî çàäà÷àòà, ñ êîÿòî âñÿêà ôèðìà åæåäíåâíî
ñå ñáëúñêâà å, êàêâà å ìèíèìàëíàòà èíâåñòèöèÿòà çà ðåêëàìà, êîÿòî òðÿáâà äà íàïðàâè, òà-
êà ÷å äà ìàêñèìèçèðà ïðèõîäèòå îò ñâîèòå ïðîäàæáè, ñúîáðàçÿâàéêè ñå ñ îãðàíè÷åíèÿòà íà
áþäæåòà ñè. Òúé êàòî âúçäåéñòâèåòî íà ðåêëàìàòà âúðõó ïðîäàæáèòå ñå ïðîìåíÿ ñ âðåìåòî,
òî óïðàâëåíèåòî íà áþäæåòà çà ðåêëàìà òðÿáâà äà å äèíàìè÷åí ïðîöåñ íà âðåìåòî. Èçó÷à-
âàíåòî íà òàçè çàäà÷à èçèñêâà äåôèíèðàíåòî íà ïîäõîäÿùè âåëè÷èíè, êîèòî äà ÿ îïèøàò,
äèíàìè÷åí ïðîöåñ, êîéòî äà äàäå âðúçêà ìåæäó òåçè âåëè÷èíè, êàòî è êðèòåðèé, êîéòî òðÿá-
âà äà ñå ìàêñèìèçèðà. Èçãðàäåíè ñà ðåäèöà ìîäåëè â ñôåðàòà íà èêîíîìèêàòà, ðåêëàìàòà è
èçñëåäâàíåòî íà îïåðàöèèòå, öåëÿùè äà îïèøàò è ðåøàò òàçè çàäà÷àòà ñ äîñòàòú÷íî äîáðà
ïðàâäîïîäîáíîñò ñ ðåàëíîñòòà.

Îñíîâíî ïîíÿòèå â ìîäåëèòå çà ðåêëàìà å ðåïóòàöèÿòà. Òî ìîæå äà ñå îòíàñÿ çà ôèðìà,
ìàðêà, ôðåí÷àéç, íåïðåàâèòåëñòâàíà, ïðàâèòåëñòâåíà îðãàíèçàöèÿ èëè çà ñàìèÿò ïðîäóêò
èëè óñëóãà è öåëè äà îïèøå êîëè÷åñòâîòî íà ïîëîæèòåëíî âúçïðèÿòèå, ïîïóëÿðíîñò è äîâåðèå
ñðåä ïîòðåáèòåëèòå. Íèâîòî íà ðåïóòàöèÿòà èìà êëþ÷îâà âðúçêà ñ êîëè÷åñòâîòî ïðîäàæáè íà
ñúîòâåòíèÿ ïðîäóêò èëè óñëóãà. Èìåííî çàðàäè òîâà ðåäèöà èêîíîìè÷åñêè ìîäåëè èçïîëçâàò
ðåïóòàöèÿòà êàòî îñíîâíà âåëè÷èíà çà ìîäåëèðàíåòî íà çàäà÷è çà ðåêëàìà.

Èñòîðè÷åñêè åäíî îò ïúðâèòå ïðèëîæåíèÿ íà òåîðèÿòà íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå â îá-
ëàñòòà íà èêîíîìèêàòà å èìåííî ìîäåëèðàíå íà çàäà÷è çà ðåêëàìà ñ ìîäåë çà èçìåíåíèå
íà ðåïóòàöèÿòà âúâ âðåìåòî. Îñíîâåí è êëàñè÷åñêè ðåçóëòàò â òàçè îáëàñò å ñòàòèÿòà íà
K.Arrow è Ì.Nerlove oò 1961 ãîäèíà. Ñëåä íåÿ ðåäèöà ó÷åíè â èêîíîìèêàòà, ìàðêåòèíãà è
èçñëåäâàíåòî íà îïåðàöèèòå ñà äîïúëâàëè òîçè êëàñè÷åñêè ìîäåë è â ïîñëåäñòâèå ñà ñúçäàëè
ðåäèöà ìîäåëè îïèñâàùè ðàçâèòèåòî íà òúðñåíåòî ïîâëèÿíî îò ðåêëàìèðàíå â íåïðåêúñíàòî
âðåìå.
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1.2 Îáçîð íà ìàòåìàòè÷åñêèòå ìîäåëè â îáëàñòòà ðåêëàìàòà

Ñëåäâàéêè [5] â òîçè ïîäðàçäåë ùå äàäåì êðàòúê îáçîð íà ìàòåìàòè÷åñêèòå ìîäåëè â
îáëàñòòà íà ðåêëàìàòà:

1.2.1 Ìîäåë íà M.Nerlov-K.Arrow

Ïðåç 1961 ãîäèíà K.Arrow-M.Nerlov â [1] îïèñâàò ðàçâèòèåòî íà òúðñåíåòî íà äàäåí ïðîäóêò
â ñëåäñòâèå îò ðåêëàìíà ïîëèòèêà. Íåêà S(t) å êîëè÷åñòâîòî òúðñåíå íà ïðîäóêò íà äàäå-
íà ôèðìà â ìîìåíòà t è A(t) å íèâîòî íà ðåïóòàöèÿòà â ìîìåíòà t, äîñòèãíàòî â ðåçóëòàò
îò ñåãàøíè è ïðåäèøíè ðåêëàìíè êàìïàíèè. Íåêà p(t) å öåíàòà íà ïðîäóêòà â ìîìåíòà t è
Z(t) å ïðîìåíëèâà, êîÿòî îïèñâàùà äðóãè ôàêòîðè, îñâåí öåíà è ðåïóòàöèè, êîèòî âëèÿÿò íà
òúðñåíåòî, íî ôèðìàòà íå ìîæå äà êîíòðîëèðà. Íàïðèìåð òîâà ñà öåíèòå íà êîíêóðåíòèòå,
äîõîäèòå íà ïîòðåáèòåëèòå è äðóãè.

Â òîçè ìîäåë òúðñåíåòî ñå èç÷èñëÿâà â ìîìåíòà t ñ ôîðìóëàòà:

S(t) = f
(
A(t), p(t), Z(t)

)
Ðåïóòàöèÿòà A(t) ñå ïðîìåíÿ âúâ âðåìåòî ñúãëàñíî ñëåäíàòà çàäà÷à íà Êîøè:

Ȧ(t) = u(t)− δ A(t)

A(0) = A0 > 0

Â òàçè çàäà÷à íà Êîøè ðåàëíîòî ÷èñëî A0 å íà÷àëíîòî íèâî íà ðåïóòàöèÿòà, ñ êîåòî ôèðìàòà
ñòàðòèðà. Ïðèåìà ñå, ÷å A0 å ïîëîæèòåëíî ÷èñëî. Â ìîäåëà u(t) å ðåêëàìíàòà èíâåñòèöèÿ
íà ôèðìàòà â ìîìåíòà t è êîíñòàíòà δ çàäàâà ñ êîëêî ðåïóòàöèÿòà íàìàëÿâà ñ òå÷åíèå íà
âðåìåòî. Â òîçè ìîäåë ñå ïðèåìà, ÷å àêî èíâåñòèöèÿòà â ðåêëàìà íà ôèðìàòà å íóëåâà çà
âñåêè âðåìåâè ìîìåíò, òî â ñëåäñòâèå íà òîâà ïîòðåáèòåëèòå ùå çàïî÷íàò äà çàáðàâÿò çà
ïðîäóêòà íà ôèðìàòà. Òîâà ùå íàêàðà ðåïóòàöèÿòà äà íàìàëÿâà, êîåòî ñå âèæäà è îò ñàìàòà
äèíàìèêà íà ìîäåëà.
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1.2.2 Ìîäåë íà Vidale-Wolfe

Ìîäåëúò, ðàçãëåäàí â [8] e ïúðâèÿò, â êîéòî ñå îïèñâà äèðåêòíà âðúçêà ìåæäó íèâîòî íà
ïðîìÿíà â ïðîäàæáèòå è ïðîäúëæèòåëíèÿ åôåêò íà ðåêëàìèðàíåòî.

Äèíàìèêàòà íà ìîäåëà å:

Ṡ(t) = r u(t)
M − S(t)

M
− λS(t) , êúäåòî:

• S(t) å íèâîòî íà ïðîäàæáèòå â ìîìåíòà t;

• u(t) å ñòîéíîñòòà íà ðåêëàìíàòà èíâåñòèöèÿ â ìîìåíòà t;

• M > 0 å íèâîòî íà íàñèùàíå íà ïàçàðà;

• r > 0 å êîíñòàíòàòà çàäàâàùà ðåàêöèÿ íà ïàçàðà íà ðåêëàìíèòå èíâåñòèöèè;

• λ > 0 å êîåôèöèåíòúò çàäàâàù íàìàëÿâàíåòî íà ïðîäàæáèòå;

• M − S(t)

M
å ÷àñòòà íà ïîòåíöèàëíè êëèåíòè â ìîìåíòà t;

• λS(t) å áðîÿò íà èçãóáåíèòå êëèåíòè â ìîìåíòà t, êàòî òîçè áðîé íå å çàäúëæèòåëíî äà
áúäå öÿëî ÷èñëî.

Òîçè ìîäåë íà Vidale-Wolfe å øèðîêî èçïîëçâàí è äîïúëâàí, çà äà ñå àíàëèçèðàò ðàçëè÷íè
çàäà÷è â îáëàñòòà íà èêîíîìèêàòà, ñâúðçàíè íàïðèìåð ñ îò÷èòàíå íà êîíêóðåíöèÿòà, öåíî-
îáðàçóâàíåòî, â àíàëèçà íà âåðèãèòå íà äîñòàâêè è ìíîãî äðóãè.
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1.2.3 Ìîäåë íà Luca Grosset è Bruno Viscolani

Â [3] Luca Grosset è Bruno Viscolani ðàçâèâàò êëàñè÷åñêèÿ ìîäåë íà K.Arrow-M.Nerlov, â
êîéòî ðåïóòàöèÿòà íà äàäåíà ôèðìà ðàñòå âñëåäñòâèå íà ðåêëàìíàòà è́ èíâåñòèöèÿ u(.) è
ñúîòâåòíî íàìàëÿâà ñ îïðåäåëåí êîåôèöèåíò δ âïîñëåäñòâèå äîïóñêàíåòî, ÷å ïîòðåáèòåëèòå
çàáðàâÿò ðåêëàìíèòå êàìïàíèè è ñúîáùåíèÿ íà ôèðìàòà. Ñúùåñòâåíîòî äîïúëíåíèå êúì ìî-
äåëà íà K.Arrow-M.Nerlov å äîáàâÿíåòî íà ïîñòîÿííî âúíøíî âëèÿíèå ξ, èìàùî îòðèöàòåëíî
åôåêò âúðõó íèâîòî íà ðåïóòàöèÿòà íà ôèðìàòà. Ôèðìàòà íå ìîæå äà êîíòðîëèðà âåëè÷è-
íàòà ξ, à òÿ å ïîâëèÿíà îò äåéñòâèÿòà è ðåêëàìíèòå ïîëèòèêè íà êîíêóðåíòíèòå ôèðìè íà
ïàçàðà.

Â ìîäåëà íà Luca Grosset è Bruno Viscolani ñå ðàçãëåæäà ñëåäíàòà çàäà÷à íà îïòèìàëíîòî
óïðàâëåíèå ñ áåçêðàåí õîðèçîíò:

Êðèòåðèé çà ìàêñèìèçèðàíå:

(1) M
(
Gu(.), u(.)

)
:=

∫ ∞
0

e−ρ t
(
π β [Gu(t)]

+ − κ

2
u2(t)

)
dt −→

u
max

Äèíàìèêà è íà÷àëíî óñëîâèå:

(2)
Ġu(t) = −δ Gu(t) + γ u(t)− ξ

, êúäåòî:
Gu(0) = G0 > 0

• Gu(t) e ñòîéíîñòòà íà ðåøåíèåòî íà (2) ñ óïðàâëåíèå u(.) â ìîìåíòà t. Òàçè ñòîéíîñò îï-
ðåäåëÿ íèâîòî íà ðåïóòàöèÿ íà ôèðìàòà â ìîìåíòà t, äîñòèãíàòî â ðåçóëòàò îò ñåãàøíè
è ïðåäèøíè ðåêëàìíè êàìïàíèè.

• D
(
Gu(t)

)
:= β max{Gu(t), 0} := β [Gu(t)]

+ e òúðñåíåòî íà ïðîäóêòà â ìîìåíòà t. Òúé
êàòî ðåïóòàöèÿòà ìîæå äà ïðèåìà îòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè, òî íà îòðèöàòåëíà ðåïóòàöèÿ
ìîäåëúò ñúïîñòàâÿ íóëåâî òúðñåíå.

• π > 0 å ïå÷àëáàòà çà åäèíèöà ïðîäóêò/óñëóãà;

• β > 0 å êîåôèöèåíòúò íà ïðîïîðöèîíàëíîñò ìåæäó òúðñåíåòî íà ïðîäóêòà/óñëóãàòà è
ðåïóòàöèÿòà íà ôèðìàòà;

• δ > 0 å êîåôèöèåíòúò çàäàâàù ñ êîëêî ðåïóòàöèÿòà íàìàëÿâà âúâ âðåìåòî;
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• u(t) e ãîëåìèíàòà íà ðåêëàìíàòà èíâåñòèöèÿ â ìîìåíòà t, êúäåòî u(t) ∈ [0, umax]. Âåëè-
÷èíàòà umax çàäàâà ãîðíà ãðàíèöà íà ðåêëàìíàòà èíâåñòèöèÿ, êîÿòî ôèðìàòà ìîæå äà
ñè ïîçâîëè â ñëåäñòâèå íà áþäæåòíè îãðàíè÷åíèÿ è äðóãè.

• γ u(t) å ãîëåìèíàòà íà âúçäåéñòâèåòî íà ðåêëàìíàòà èíâåñòèöèÿ íà ôèðìàòà âúðõó ðå-
ïóòàöèÿòà è́ â ìîìåíòà t. Â òîçè ìîäåë ñå ïðèåìà ÷å ðåêëàìíèòå èíâåñòèöèè íà ôèðìàòà
íÿìàò îòðèöàòåëåí åôåêò âúðõó ðåïóòàöèÿòà è́.

• κ

2
u2(t) e öåíàòà íà ðåêëàìíàòà èíâåñòèöèÿ u(t) â ìîìåíòà t;

• ξ > 0 å ïîñòîÿííîòî íèâî íà âúíøíî âëèÿíèå, èìàùî îòðèöàòåëíî âúçäåéñòâèå âúðõó
ðåïóòàöèÿòà íà ôèðìàòà;

• ρ > 0 å äèñêîíòèðàùèÿò ìíîæèòåë;

• G0 > 0 å ñòîéíîñòòà íà ðåïóòàöèÿòà â íà÷àëíèÿ ìîìåíò t = 0.

Ïî - íàäîëó ñà èçáðîåíè îñíîâíèòå ðåçóëòàòè â [3]:

• Â ëåìà 1 îò [3] å äîêàçàíî, ÷å íå ñúùåñòâóâà îïòèìàëåí ïðîöåñ íà çàäà÷à (1)÷(2), òàêúâ
÷å îïòèìàëíàòà ìó òðàåêòîðèÿ äà ñå àíóëèðà â äâà âðåìåâè ìîìåíòà τ è τ + ν è äà
ïðèåìà îòðèöàòåëíà ñòîéíîñò çà âñÿêî t ∈ (τ, τ + ν), êúäåòî τ > 0 è ν > 0.

• Çà ðåøàâàíåòî íà çàäà÷à (1)÷(2) àâòîðèòå Luca Grosset è Bruno Viscolani äåôèíèðàò äâå
ãëàäêè çàäà÷è íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå. Â ïúðâàòà îò òÿõ ðåïóòàöèÿòà íà ôèðìàòà
ïðèåìà ñàìî ïîëîæèòåëíè ñòîéíîñòè, ò.å. [G(t)]+ = G(t) çà âñåêè âðåìåâè ìîìåíò t,
êúäåòî t ∈ [0,+∞) è ðåøåíèåòî íà òàçè çàäà÷à ïîêàçâà, ÷å ôèðìàòà îñòàâà çàâèíàãè
íà ïàçàðà. Âúâ âòîðàòà çàäà÷à ôèðìàòà èçëèçà îò ïàçàðà â äàäåí âðåìåâè ìîìåíò, ò.å.
òàçè çàäà÷à å ñúñ ñâîáîäåí äåñåí êðàé. Â ñòàòèÿòà ñå äîêàçâà, ÷å ðåøåíèåòî íà çàäà÷à
(1)÷(2) å åäíî îò ðåøåíèÿòà íà òåçè äâå çàäà÷è.

• Ëåìà 2 îò [3] äàâà âðúçêà ìåæäó ðåøåíèåòî íà çàäà÷à (1)÷(2) è ñëåäíàòà çàäà÷à íà
îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå ñúñ ñâîáîäåí äåñåí êðàé:

Êðèòåðèé çà ìàêñèìèçèðàíå:

(3) Ψ(Gu(.), u(.), T ) :=

∫ T

0

e−ρ t
(
π β Gu(t)−

κ

2
u2(t)

)
dt −→

u
max
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Äèíàìèêà, íà÷àëíî óñëîâèå è ôàçîâî îãðàíè÷åíèå:

(4)

Ġu(t) = −δ Gu(t) + γ u(t)− ξ

Gu(0) = G0 > 0

Gu(t) ≥ 0, çà âñÿêî t ∈ [0, T ].

• Â òåîðåìà 1 îò [3] ñå äîêàçâà, ÷å àêî îïòèìàëíàòà òðàåêòîðèÿ íà çàäà÷à (1)÷(2) ïðè-
åìà ñàìî ïîëîæèòåëíà ñòîéíîñò çà âñÿêî t ∈ [0,+∞), òî êîíñòàíòàòà u∗ =

γ π β

κ(δ + ρ)
å

îïòèìàëíî óïðàâëåíèå çà çàäà÷à (1)÷(2).

• Â òåîðåìà 2 îò [3] ñå äîêàçâà, ÷å àêî ñúùåñòâóâà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå íà çàäà÷à

(3)÷(4), òî òî å ñúîòâåòíî u(t) = u∗
[
1− e(ρ+δ)(t−T )

]+
. Âðåìåâèÿò ìîìåíò T ñå èíòåðïðå-

òèðà â ìîäåëà êàòî ìîìåíòà, â êîéòî ôèðìàòà íàïóñêà ïàçàðà. Ïîñî÷åíî å ñúùî òàêà
è óðàâíåíèå çà íàìèðàíåòî íà ñòîéíîñòòà íà âðåìåâèÿ ìîìåíò T . Â îáùèÿ ñëó÷àé å
âúçìîæíî òîâà óðàâíåíèå äà íÿìà ðåøåíèå.

• Â çàâèñèìîñò îò ñòîéíîñòèòå íà ïàðàìåòðèòå íà ðàçãëåäàíèÿ ìîäåë â [3], òåîðåìè 3, 4
è 5 îò [3] äàâàò ïúëíà õàðàêòåðèçàöèÿ íà âúïðîñà, äàëè ôèðìàòà îñòàâà çàâèíàãè íà
ïàçàðà èëè ãî íàïóñêà â äàäåí âðåìåâè ìîìåíò.

Áåëåæêà: Â äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 2 îò [3] ñå èçïîëçâà òâúðäåíèåòî, ÷å àêî îïòèìàëíà
çà çàäà÷à (1)÷(2) òðàåêòîðèÿ ñå àíóëèðà â äàäåí âðåìåâè ìîìåíò, òî â ïîñëåäñòâèå òÿ ùå
ïðèåìå îòðèöàòåëíà ñòîéíîñò. Ïîñî÷åíî å, ÷å òîâà òâúðäåíèå ñëåäâà îò Ëåìà 1 îò [3]. Íî
ñàìî Ëåìà 1 îò [3] íå å äîñòàòú÷íà çà ñòðîãî äîêàçàòåëñòâî íà òîâà òâúðäåíèå. Â Ðàçäåë 3
íà íàñòîÿùàòà äèïëîìíàòà ðàáîòà Ëåìà 3.3 è Ëåìà 3.4 íàïúëíî èçÿñíÿâàò âÿðíîñòòà íà òîâà
òâúðäåíèå.
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1.3 Îáçîð íà çàäà÷èòå ðàçãëåäàíè â íàñòîÿùàòà äèïëîìíà ðàáîòà

Â òîçè ïîäðàçäåë ùå äåôèíèðàìå ìîäåëèòå èçñëåäâàíè â ðàçäåë 2 è ðàçäåë 3 íà íàñòîÿùàòà
äèïëîìíà ðàáîòà.

1.3.1 Îáîáùåíà çàäà÷à ñ åäèí ïðîèçâîäèòåë

Ñëåäâàéêè ìîäåëà íà Luca Grosset è Bruno Viscolani â ðàçäåë 2 ñå ðàçãëåæäà ñëåäíàòà çàäà÷à
íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå ñ áåçêðàåí âðåìåâè õîðèçîíò, êîÿòî ùå íàðè÷àìå

Îáîáùåíà çàäà÷à 1:

Êðèòåðèé çà ìàêñèìèçèðàíå:

(5) Π
(
Gu(.), u(.)

)
:=

∫ ∞
0

e−ρ t
(
π β
[
Gu(t)

]+ − f(u(t)
))

dt −→
u

max

Â òîçè ìîäåë äèíàìèêàòà îïèñâàùàòà ðàçâèòèåòî íà ðåïóòàöèÿòà âúâ âðåìåòî ñå çàäàâà ñúñ
ñëåäíàòà ëèíåéíà çàäà÷à íà Êîøè:

(6)
Ġu(t) = −δ Gu(t) + g

(
u(t), v(t)

)
, êúäåòî:

Gu(0) = G0 > 0

• Gu(t) e ñòîéíîñòòà â ìîìåíòà t íà ðåøåíèåòî íà (6) ñ óïðàâëåíèå u(.) è ôèêñèðàíî v(.).
Òàçè ñòîéíîñò îïðåäåëÿ íèâîòî íà ðåïóòàöèÿ íà ôèðìàòà â ìîìåíòà t, äîñòèãíàòî â
ðåçóëòàò îò ñåãàøíè è ïðåäèøíè ðåêëàìíè êàìïàíèè.

• D
(
Gu(t)

)
:= β max{Gu(t), 0} := β [Gu(t)]

+ e òúðñåíåòî íà ïðîäóêòà â ìîìåíòà t. Òúé
êàòî ðåïóòàöèÿòà ìîæå äà ïðèåìà îòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè, â ðàçãëåæäàíèÿ ìîäåë íà
îòðèöàòåëíà ðåïóòàöèÿ ñå ñúïîñòàâÿ íóëåâî òúðñåíå;
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• ρ > 0 å äèñêîíòèðàùèÿò ìíîæèòåë;

• π > 0 å ïå÷àëáàòà çà åäèíèöà ïðîäóêò/óñëóãà;

• β > 0 å êîåôèöèåíòúò íà ïðîïîðöèîíàëíîñò ìåæäó òúðñåíåòî íà ïðîäóêòà/óñëóãàòà è
ðåïóòàöèÿòà íà ôèðìàòà;

• Èñêàìå ôóíêöèÿòà f äà óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

(7)

f(.) : [0, umax]→ R

f ∈ C2

f(u) ≥ 0

f(u) = 0↔ u = 0

Èíòåðïðåòàöèÿòà íà (7) å, ÷å öåíàòà íà ðåêëàìàòà ïðèåìà ñàìî íåîòðèöàòåëíè ñòîéíîñ-
òè çà âñåêè ìîìåíò îò âðåìåòî t è ïðèåìà íóëåâà ñòîéíîñò, òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî
ðåêëàìíàòà èíâåñòèöèÿ å íóëåâà.

• f
(
u(t)

)
e öåíàòà íà ðåêëàìíàòà èíâåñòèöèÿ u(t) â ìîìåíòà t;

• G0 > 0 å ñòîéíîñòòà íà ðåïóòàöèÿòà â íà÷àëíèÿ ìîìåíò t = 0;

• δ > 0 å êîåôèöèåíòúò çàäàâàù ñ êîëêî ðåïóòàöèÿòà íàìàëÿâà âúâ âðåìåòî;

• u(t) e ãîëåìèíàòà íà ðåêëàìíàòà èíâåñòèöèÿ â ìîìåíòà t, êúäåòî u(t) ∈ [0, umax]. Âåëè-
÷èíàòà umax çàäàâà ãîðíà ãðàíèöà íà ðåêëàìíàòà èíâåñòèöèÿ, êîÿòî ôèðìà ìîæå äà ñè
ïîçâîëè â ñëåäñòâèå íà áþäæåòíè îãðàíè÷åíèÿ è äðóãè.

• v(t) å ãîëåìèíàòà íà âúíøíîòî âëèÿíèå â ìîìåíòà t, íàä êîåòî ôèðìàòà íÿìà íèêàêúâ
êîíòðîë, âúçäåéñòâàùî îòðèöàòåëíî íà íåéíàòà ðåïóòàöèÿ. Ïðèåìàìå, ÷å v(t) ∈ [0, vmax],
çà t ∈ [0,+∞). Âåëè÷èíàòà vmax çàäàâà îãðàíè÷åíîñòòà íà âúíøíîòî âëèÿíèå.
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• g(u, v) - òîâà å ôóíêöèÿòà îáåäèíÿâàùà ðåêëàìíàòà èíâåñòèöèÿ è âúíøíîòî âëèÿíèå è
óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

(8)

g(.) : [0, umax]× [0, vmax]→ R

g ∈ C2

g(u, 0) > 0 çà u > 0

g(0, v) < 0 çà v > 0

g(0, 0) = 0

Èíòåðïðåòàöèÿòà íà (8) å, ÷å àêî âúíøíîòî âëèÿíèå å íóëåâî, òî åôåêòúò âúðõó ðåïó-
òàöèÿòà áè áèë ïîëîæèòåëåí. Àêî ðåêëàìíàòà èíâåñòèöèÿ å íóëåâà, òî åôåêòúò âúðõó
ðåïóòàöèÿòà áè áèë îòðèöàòåëåí. Àêî è âúíøíîòî âëèÿíèå è ðåïóòàöèÿòà ñà åäíîâðå-
ìåííî íóëåâè, òî åôåêòúò âúðõó ðåïóòàöèÿòà áè áèë íóëåâ.

• Â Îáîáùåíà çàäà÷à 1 ñå ïðèåìà ñúùî òàêà, ÷å:

(9)

Çà âñåêè u1, u2 ∈ [0, umax] è âñÿêî α ∈ [0, 1],

ïðè ôèêñèðàíî v ∈ [0, vmax] ñúùåñòâóâà ū ∈ [0, umax], òàêîâà ÷å:

α g(u1, v) + (1− α) g(u2, v) = g(ū, v)

α f(u1) + (1− α) f(u2) ≥ f(ū)

Ïðåäïîëîæåíèå (9) å íåîáõîäèìî çà äà äîêàçàòåëñòâîòî, ÷å Îáîáùåíà çàäà÷à 1 èìà
ðåøåíèå.

(10)

Ôóíêöèÿòà H2

(
G, u, v(t)

)
=

(
π β G− f

(
u
))

+
π β

ρ+ δ

(
− δ G+ g

(
u, v(t)

))
å ñòðîãî âäëúáíàòà ïî âòîðàòà ñè ïðîìåíëèâà u çà âñÿêî G, v(.) è çà âñÿêî t ∈ [0,+∞).

Ôóíêöèÿòà H3

(
G, u, v(t), t, top

)
=

(
π β G− f

(
u
))

+
π β

ρ+ δ

(
1− e(ρ+δ)(t−top)

)(
− δ G+ g

(
u, v(t)

))
å ñòðîãî âäëúáíàòà ïî âòîðàòà ñè ïðîìåíëèâà u çà âñÿêî G, v(.), çà âñÿêî t ∈ [0,+∞)
è çà âñÿêî top ∈ [0,+∞).

Ïðåäïîëîæåíèÿòà â (10) ñà åñòåñòâåíè â òåîðèÿòà íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå. Òå îñè-
ãóðÿâàò åäèíñòâåíîñò íà îïòèìàëíèòå óïðàâëåíèÿ ñúîòâåòíî íà Îáîáùåíà çàäà÷à 2 è
Îáîáùåíà çàäà÷à 3.
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Áåëåæêà: Óñëîâèå (9) å ïî - ñëàáî îò òîâà ôóíêöèÿòà g(u, v) äà å ëèíåéíà ïî ïúðâàòà ñè
ïðîìåíëèâà u. Òîâà ñå âèæäà îò ñëåäíèÿ ïðèìåð:

Íåêà g
(
u, v
)

= u2 + h(v), f
(
u
)

= u2 è íåêà u1, u2 ∈ [0, umax] è α ∈ [0, 1], òîãàâà:
α g
(
u1, v

)
+ (1− α) g

(
u2, v

)
= αu2

1 + αh(v) + +(1− α)u2
2 + (1− α)h(v) = ū2 + h(v), êúäåòî:

ū :=

(√
αu2

1 + (1− α)u2
2

)
.

Ñëåäîâàòåëíî α f
(
u1

)
+ (1− α) f

(
u2

)
= αu2

1 + (1− α)u2
2 = ū2 ≥ f(ū).

Â ðàçäåë 2 ñå ðàçãëåæäàò îùå äâå çàäà÷è íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå:

Îáîáùåíà çàäà÷à 2:

Ðàçãëåæäàìå ñëåäíàòà çàäà÷à íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå ñ áåçêðàåí âðåìåâè õîðèçîíò:

Êðèòåðèé çà ìàêñèìèçèðàíå:

(11)
(
Gu(.), u(.)

)
:=

∫ ∞
0

e−ρ t
(
π βGu(t)− f

(
u(t)

))
dt −→

u
max

Äèíàìèêàòà îïèñâàùà ðàçâèòèåòî íà ðåïóòàöèÿ íà ôèðìàòà âúâ âðåìåòî îòíîâo ñå çàäàâà
ñúñ ñëåäíàòà ëèíåéíà çàäà÷à íà Êîøè:

(12)
Ġu(t) = −δ Gu(t) + g

(
u(t), v(t)

)
Gu(0) = G0 > 0

Â òàçè çàäà÷à ñìèñúëúò íà âåëè÷èíèòå è ïàðàìåòðèòå å àíàëîãè÷åí ñ òîçè â Îáîáùåíà
çàäà÷à 1, à óñëîâèÿòà êîéòî èñêàìå äà èçïúëíÿâàò ñà îòíîâî (7)÷(10). Åäèíñòâåíîòî, êîåòî
ðàçëè÷àâà Îáîáùåíà çàäà÷à 1 è Îáîáùåíà çàäà÷à 2, å íàëè÷èåòî íà max{Gu(t), 0} â
êðèòåðèÿ íà Îáîáùåíà çàäà÷à 1 è çàìåñòâàíåòî ìó ñ Gu(t) â êðèòåðèÿ íà Îáîáùåíà
çàäà÷à 2.
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Îáîáùåíà çàäà÷à 3:

Ðàçãëåæäàìå ñëåäíàòà çàäà÷à íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå íà êðàåí âðåìåâè èíòåðâàë:

Êðèòåðèé çà ìàêñèìèçèðàíå:

(13) Ψ
(
Gu(.), u(.), T

)
:=

∫ T

0

e−ρ t
(
π β Gu(t)− f

(
u(t)

))
dt −→

u
max

Äèíàìèêàòà, íà÷àëíî óñëîâèå è ôàçîâî îãðàíè÷åíè:

(14)

Ġu(t) = −δ Gu(t) + g
(
u(t), v(t)

)
Gu(0) = G0 > 0

Gu(T ) ≥ 0

Êàêòî âÎáîáùåíà çàäà÷à 2, òàêà è â òàçè çàäà÷à ñìèñúëúò íà ïðîìåíëèâèòå è âåëè÷èíèòå
å àíàëîãè÷åí ñ òîçè â Îáîáùåíà çàäà÷à 1, à óñëîâèÿòà êîéòî èñêàìå äà èçïúëíÿâàò ñà
îòíîâî (7)÷(10). Ðàçëè÷íîòî ïðè Îáîáùåíà çàäà÷à 3 å, ÷å å íà êðàåí âðåìåâè èíòåðâàë è
èñêàìå ñòîéíîñòòà íà ðåïóòàöèÿ â êðàéíèÿ âðåìåâè ìîìåíò äà áúäå íåîòðèöàòåëíà.
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1.3.2 Çàäà÷à ñ åäèí ïðîèçâîäèòåë:

Â ðàçäåë 3 å ðàçãëåäàí ñúùèÿò ìîäåë êàòî â [3] êàêòî è îùå äâå ïîìîùíè çàäà÷è. Òåçè òðè
çàäà÷è ñà ñúîòâåòíî:

Çàäà÷à 1 :

Êðèòåðèé çà ìàêñèìèçèðàíå:

M
(
Gu(.), u(.)

)
:=

∫ ∞
0

e−ρ t
(
π β [Gu(t)]

+ − κ

2
u2(t)

)
dt −→

u
max

Äèíàìèêà è íà÷àëíî óñëîâèå:

Ġu(t) = −δ Gu(t) + γ u(t)− ξ

Gu(0) = G0 > 0

Òàçè çàäà÷à å àíàëîãè÷íà íà çàäà÷à (1)÷(2) îò [3].

Çàäà÷à 2 :

Êðèòåðèé çà ìàêñèìèçèðàíå:

(15) K
(
Gu(.), u(.)

)
:=

∫ ∞
0

e−ρ t
(
π β Gu(t)−

κ

2
u2(t)

)
dt −→

u
max

Äèíàìèêà è íà÷àëíî óñëîâèå:

(16)
Ġu(t) = −δ Gu(t) + γ u(t)− ξ

Gu(0) = G0 > 0

Â òàçè çàäà÷à ñìèñúëúò íà âåëè÷èíèòå è ïàðàìåòðèòå å àíàëîãè÷åí ñ òîçè â Çàäà÷à 1 .
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Çàäà÷à 3 :

Êðèòåðèé çà ìàêñèìèçèðàíå:

(17) Ψ
(
Gu(.), u(.), T

)
:=

∫ T

0

e−ρ t
(
π β Gu(t)−

κ

2
u2(t)

)
dt −→

u
max

Äèíàìèêà, íà÷àëíî óñëîâèå è ôàçîâî îãðàíè÷åíèå:

(18)

Ġu(t) = −δ Gu(t) + γ u(t)− ξ

Gu(0) = G0 > 0

Gu(T ) ≥ 0

Â òàçè çàäà÷à ñìèñúëúò íà âåëè÷èíèòå è ïàðàìåòðèòå å àíàëîãè÷åí ñ òîçè â Çàäà÷à 1 .
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2 Îáîáùåíà çàäà÷à ñ åäèí ïðîèçâîäèòåë

Íàñòîÿùèÿò ðàçäåë ðàçãëåæäà òðè çàäà÷è íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå. Òå ñà ñúîòâåòíî
Oáîáùåíà çàäà÷à 1

(
(5) ÷ (6)

)
, Oáîáùåíà çàäà÷à 2

(
(11) ÷ (12)

)
è Oáîáùåíà çàäà-

÷à 3
(
(13)÷ (14)

)
.

Â Ëåìà 2.1 å äîêàçàíî ñúùåñòâóâàíåòî íà îïòèìàëåí ïðîöåñ íà çàäà÷à (5)÷(6).

Â Ëåìà 2.2 å äîêàçàíî, ÷å íå ñúùåñòâóâà îïòèìàëåí ïðîöåñ çà çàäà÷à (5)÷(6), òàêúâ ÷å
îïòèìàëíàòà ìó òðàåêòîðèÿ äà ñå àíóëèðà âúâ äâà âðåìåâè ìîìåíòà τ è τ + ν è äà ïðèåìà
îòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè â èíòåðâàëà (τ, τ + ν), êúäåòî τ > 0 è ν > 0.

Åäíà îïòèìàëíà òðàåêòîðèÿ çà çàäà÷à (5)÷(6) èëè ïðèåìà ñàìî íåîòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè
â öåëèÿ âðåìåâè èíòåðâàë [0,+∞), èëè ñúùåñòâóâà âðåìåâè ìîìåíò t1 > 0, çà êîéòî òÿ
ïðèåìà îòðèöàòåëíà ñòîéíîñò. Ñëåäñòâèå 2.3 ïîêàçâà, ÷å àêî îïòèìàëíàòà òðàåêòîðèÿ íà
îïòèìàëåí ïðîöåñ íà Oáîáùåíà çàäà÷à 1 ïðèåìà îòðèöàòåëíà ñòîéíîñò, òî ùå ñúùåñòâóâà
âðåìåâè ìîìåíò τ1 > 0, òàêúâ ÷å òÿ ñå àíóëèðà â τ1, ïðèåìà íåîòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè çà
t ∈ [0, τ1) è ïðèåìà îòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè çà t∈(τ1,+∞).

Òåîðåìà 2.4 è Òåîðåìà 2.5 äàâàò âðúçêà ìåæäó ðåøåíèÿòà íà Oáîáùåíà çàäà÷à 1 è
Oáîáùåíà çàäà÷à 3 .

Ëåìà 2.6 è Ëåìà 2.7 õàðàêòåðèçèðàò âèäà íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå íà Oáîáùåíà
çàäà÷à 1 â çàâèñèìîñò îò òîâà äàëè Oáîáùåíà çàäà÷à 3 èìà ðåøåíèå.

Ëåìà 2.1:

Çà âñÿêî ïðîèçâîëíî è ôèêñèðàíî âúíøíî âëèÿíèå v(.) ñúùåñòâóâà îïòèìàëåí ïðîöåñ íà
Oáîáùåíà çàäà÷à 1 .

Äîêàçàòåëñòâî:

Çà äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè ëåìà ùå èçïîëçâàìå Òåîðåìà 5.1:

Î÷åâèäíî å, ÷å  L(G, u, t) := e−ρ t
(
π β [G]+ − f(u)

)
è f̄(G, u) = −δ G + g(u, v) ñà íåïðåêúñ-

íàòè òúé êàòî ñóìà, ðàçëèêà, ïðîèçâåäåíèå è ìàêñèìóì íà äâå íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè å
íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ.

Î÷åâèäíî å, ÷å U := [0, umax] å çàòâîðåíî è îãðàíè÷åíî ïîäìíîæåñòâî íà R.
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Ìíîæåñòâîòî îò äîïóñòèìè ïðîöåñè íà Oáîáùåíà çàäà÷à 1 e íåïðàçíî òúé êàòî êàíäèäàò
äîïóñòèìèÿò ïðîöåñ

(
Gu0(.), u

0(.)
)
, êúäåòî u0(t) = 0 çà âñÿêî t ∈ [0,+∞) å äîïóñòèì ïðîöåñ.

Çà äà äîêàæåì, ÷å òîçè ïðîöåñ å äîïóñòèì çà çàäà÷à (5)÷(6) ùå íàïèøåì Gu0(.) â ÿâåí âèä,
èçïîëçâàéêè åäíà îò ôîðìóëèòå íà Êîøè çà ðåøàâàíå íà ëèíåéíî îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî

óðàâíåíèå

(
(ÔÍÊ3) îò ðàçäåë 4

)
:

Gu0(t) = e
−

∫ t

0

δ dt
G0 +

∫ t

0

e
−

∫ t

s

δ dt
g
(
u0(s), v(s)

)
ds = e−δ t

(
G0 +

∫ t

0

eδ s g
(
0, v(s)

)
ds

)
Îò ãîðíîòî ðàâåíñòâî îïðåäåëÿìå Gu0(.) è çàìåñòâàìå â êðèòåðèÿ íà Oáîáùåíà çàäà÷à 1 .
Ùå ïîêàæåì, ÷å ïîëó÷åíèÿ íåñîáñòâåí èíòåãðàë å ñõîäÿù:

Π
(
Gu0(.), u

0(.)
)

=

∫ +∞

0

e−ρ t
(
πβ

[
e−δ t

(
G0 +

∫ t

0

eδ s g
(
0, v(s)

)
ds

)]+

− f
(
u0(t)

))
dt =

= πβ

∫ +∞

0

e−ρ t
[
e−δ t

(
G0 +

∫ t

0

eδ s g
(
0, v(s)

)
ds

)]+

dt

Òúé êàòî îò (8) g
(
u, v
)
å íåïðåêúñíàòà è äåôèíèðàíà â êîìïàêòà [0, umax] × [0, vmax], òî ïî

òåîðåìà íà Âàéåðùðàñ ùå íàìåðèì êîíñòàíòà C1 ≥ 0, òàêàâà ÷å:[
e−δ t

(
G0 +

∫ t

0

eδ s g
(
0, v(s)

)
ds

)]+

≤ C1.

Âðúùàéêè ñå êúì êðèòåðèÿ íà Oáîáùåíà çàäà÷à 1 ïîëó÷àâàìå, ÷å:

Π
(
Gu0(.), u

0(.)
)
≤ C1 π β

∫ +∞

0

e−ρ t dt = C1 π β lim
A→+∞

∫ A

0

e−ρ t dt

= −C1 π β

ρ
lim

A→+∞

(
e−ρA − 1

)
=
C1 π β

ρ
< +∞.

Ñëåäîâàòåëíî ìíîæåñòâîòî îò äîïóñòèìè ïðîöåñè íà Oáîáùåíà çàäà÷à 1 å íåïðàçíî.

Íåêà
(
Gu(.), u(.)

)
å ïðîèçâîëåí äîïóñòèì ïðîöåñ íà Oáîáùåíà çàäà÷à 1 .

Ùå ïîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà ìàæîðèðàùà îòãîðå ôóíêöèÿ, êîÿòî å èíòåãðóåìà â [0,+∞), çà
 L(Gu(.), u(.), t):

Ïàê îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà g
(
u, v
)
è òåîðåìà íà Âàéåðùðàñ ùå íàìåðèì êîíñòàíòà C2 ≥ 0,

òàêàâà ÷å:[
e−δ t

(
G0 +

∫ t

0

eδ s g
(
u(s), v(s)

)
ds

)]+

≤ C2.

Ñúùî òàêà îò (7) èìàìå, ÷å −f(u(t)) ≤ 0 çà âñÿêî t ∈ [0,+∞).

18



19

Ñ ïîìîùòà íà òåçè íåðàâåíñòâà, ùå îöåíèì  L
(
Gu(t), u(t), t

)
îòãîðå:

 L
(
Gu(t), u(t), t

)
= e−ρ t

(
π β
[
Gu(t)

]+ − f(u(t)
))

= e−ρ t
(
π β

[
e−δ t

(
G0 +

∫ t

0

eδ s g
(
u(s), v(s)

)
ds

)]+

−

−f
(
u(t)

))
≤ e−ρ t

(
π β C2 − 0

)
= C2 π β e

−ρ t := φ(t).

Çà ôóíêöèÿ φ(.) èìàìå, ÷å:

 L
(
Gu(t), u(t), t

)
≤ φ(t) çà âñÿêî t ∈ [0,+∞);

φ(t) ≥ 0 çà âñÿêî t ∈ [0,+∞);∫ +∞

0

φ(t) dt = C2 π β lim
A→+∞

∫ A

0

e−ρ t dt = −C2 π β

ρ
lim

A→+∞

(
e−ρA − 1

)
=
C2 π β

ρ
< +∞.

Ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà φ(.) å ìàæîðàíòà çà  L
(
Gu(.), u(.), t

)
.

Ïðèñòúïâàìå êúì íàìèðàíåòî íà ôóíêöèè a(t) è b(t), òàêèâà ÷å ïðè ôèêñèðàíî v ∈ [0, vmax]
äà èìàìå, ÷å |f̄

(
G, u, t

)
| ≤ a(t) |G|+ b(t), çà âñÿêî t ∈ [0,+∞).

|f̄
(
G, u, t

)
| = | − δ G+ g

(
u, v
)
| ≤ δ |G|+ |g

(
u, v
)
|

Â êîíòåêñòà íà òåîðåìàòà áèõìå èìàëè, ÷å a(t) = δ > 0, à b(t) = |g
(
u, v
)
|.

Ïîñëåäíî íåêà ïðè ôèêñèðàíî v ∈ [0, vmax] ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî:

N(G,U, t) := {
(
L(G, u, t) + ε,−δ G+ g

(
u, v
))

: u ∈ U, ε ≤ 0}, êúäåòî U = [0, umax].

Çà äà äîêàæåì, ÷å N(G,U, t) å èçïúêíàëî ìíîæåñòâî, íåêà G è t ñà ïðîèçâîëíè è ôèêñèðàíè
è n1, n2 ∈ N(G,U, t), êúäåòî:

n1 =

(
L(G, u1, t) + ε1,−δ G+ g

(
u1, v

))
, ε1 ≤ 0;

n2 =

(
L(G, u2, t) + ε2,−δ G+ g

(
u2, v

))
, ε2 ≤ 0.

Íåêà α ∈ [0, 1].

Oò ïîèñêàíîòî â (9) ñëåäâà, ÷å:

αn1 + (1− α)n2 =

(
αL(G, u1, t) + α ε1 + (1− α)L(G, u2, t) + (1− α) ε2,−α δ G+ α g

(
u1, v

)
−

−(1− α) δ G+ (1− α) g
(
u1, v

))
=
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=

(
e−ρ t

(
π β
[
G
]+ − (α f(u1

)
+ (α− 1) f

(
u2

))
+ α ε1 + (1− α) ε2,−δ G+ g

(
ū, v
))

=

=

(
L
(
G, ū, t

)
+ ε̄,−δ G+ g

(
ū, v
))

, êúäåòî:

ε̄ := α ε1 + (1− α) ε2 + e−ρ t
(
π β [G]+ −

(
α f
(
u1

)
+ (α− 1) f

(
u2

))
− e−ρ t

(
π β [G]+ − f

(
ū
))

è

ū ∈ U .

Íåêà îöåíèì çíàêà íà ε̄:

Îò òîâà, ÷å ε1 ≤ 0, ε2 ≤ 0 è α f(u1) + (1− α) f(u2) ≥ f(ū), ñëåäâà ÷å:

ε̄ ≤ α 0 + (1− α) 0 + e−ρ t
(

0−
(
α f(u1) + (1− α) f(u2)− f(ū)

))
≤ e−ρ t

(
f(ū)− f(ū)

)
= 0

Ñëåäîâàòåëíî αn1 + (1− α)n2 =

(
L
(
G, ū, t

)
+ ε̄,−δ G+ g

(
ū, v
))
∈ N(G,U, t),

à òîâà ïîêàçâà ÷å ìíîæåñòâîòî N(G,U, t) å èçïúêíàëî.

Ëåìà 2.2:

Íåêà
(
Gu(.), u(.)

)
å äîïóñòèì ïðîöåñ íà Îáîáùåíà çàäà÷à 1.

Íåêà τ, ν > 0 ñà òàêèâà âðåìåâè ìîìåíòè, ÷å:

(19)

Gu(t) > 0, àêî t ∈ [0, τ)

Gu(τ) = Gu(τ + ν) = 0

Gu(t) < 0, àêî t ∈ (τ, τ + ν)

(Ôèãóðà �1)

Òîãàâà
(
Gu(.), u(.)

)
íå å îïòèìàëåí ïðîöåñ íà Oáîáùåíà çàäà÷à 1 .
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Äîêàçàòåëñòâî:

Çà ïðîöåñà
(
Gu(.), u(.)

)
èìàìå, ÷å Π

(
Gu(.), u(.)

)
= A+B + C, êúäåòî:

A =

∫ τ

0

e−ρ t
(
π β Gu(t)− f

(
u(t)

))
dt

B = −
∫ τ+ν

τ

e−ρ t f
(
u(t)

)
dt

C =

∫ +∞

τ+ν

e−ρ t
(
π β
[
Gu(t)

]+ − f(u(t)
))

dt

Ôèãóðà �1

(I) Òúé êàòî e−ρ t f
(
u(t)

)
≥ 0 çà âñÿêî t ∈ [τ, τ + ν], òî B ≤ 0.

Äà äîïóñíåì, ÷å B = 0.

Òúé êàòî B = 0, òî f(u(t)) = 0 ï.í. çà t ∈ [τ, τ + ν].

Ñëåäîâàòåëíî îò (7) ùå èìàìå, ÷å u(t) = 0 ï.í. çà t ∈ [τ, τ + ν].

Äåôèíèðàìå ìíîæåñòâîòî S := {t ∈ [τ, τ + ν] : u(t) 6= 0}. ßñíî å, ÷å µ
(
S
)

= 0.

Äåôèíèðàìå ìíîæåñòâîòî E := {t ∈ [τ, τ + ν] : v(t) > 0}.
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1 ñëó÷àé.

Íåêà µ(E) = 0.

Íåêà τ ′ ∈ R å òàêîâà, ÷å τ < τ ′ < τ + ν. Ñëåäîâàòåëíî Gu

(
τ ′
)
< 0.

Íåêà S1 :=
(
[τ, τ ′] \ S

)
∩ E ; S2 :=

(
[τ, τ ′] \ S

)
\ S1.

ßñíî å, ÷å S1 ∪ S2 = [τ, τ ′] \ S.

Òúé êàòî µ
(
E
)

= 0 è S1 ⊂ E, òî 0 ≤ µ
(
S1

)
≤ µ

(
E
)

= 0. Îò êîåòî ñëåäâà, ÷å µ
(
S1

)
= 0.

Ñëåäíèòå ïðåñìÿòàíèÿ âîäÿò äî ïðîòèâîðå÷èå ñ äîïóñêàíåòî, ÷å µ
(
E
)

= 0:

0 > Gu(τ
′) = e

−

∫ τ ′

τ

δ ds
Gu(τ) +

∫ τ ′

τ

e
−

∫ τ ′

s

δ dσ
g
(
u(s), v(s)

)
ds =

= 0 + e−δ τ
′
(∫
S

eδ s g
(
u(s), v(s)

)
dµ+

∫
[τ,τ ′]\S

eδ s g(0, v(s)) dµ

)
=

= e−δ τ
′
(∫
S1

eδ s g
(
0, v(s)

)
dµ+

∫
S2

eδ s g
(
0, 0
)
dµ

)
= 0  

2 ñëó÷àé.

Íåêà µ(E) > 0.

Íåêà ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâîòî E ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

E =
⋃
n∈IN

En êúäåòî En = {t ∈ [τ, τ + ν] : v(t) > 1
n
}.

Òúé êàòî µ
(
E
)
> 0, òî ñúùåñòâóâà n0 ∈ IN , òàêîâà, ÷å µ

(
En0

)
> 0.

Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ìíîæåñòâîòî E áè áèëî èçáðîèìî îáåäèíåíèå îò ìíîæåñòâà

ñ ìÿðêà íóëà, êîåòî áè äîâåëî äî ñëåäíîòî ïðîòèâîðå÷èå:

0 < µ
(
E
)

= µ
( ⋃
n∈IN

En
)
≤
∑
n∈IN

µ
(
En
)

= 0  .
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Òúé êàòî g(u, v) å íåïðåêúñíàòà, òî ñúùåñòâóâà ðåàëíî ÷èñëî M < 0, òàêîâà ÷å
eδ t g

(
0, v(t)

)
< M , êîãàòî v(t) ∈ [ 1

n0
, vmax].

Ñëåäîâàòåëíî

∫
E

eδ s g
(
0, v(s)

)
dµ ≤

∫
En0

eδ s g
(
0, v(s)

)
dµ < µ

(
En0

)
M < 0

Íåêà S3 :=
(
[τ, τ + ν] \ S

)
∩ E ; S4 :=

(
[τ, τ + ν] \ S

)
\ S3.

ßñíî å, ÷å S3 ∪ S4 = [τ, τ + ν] \ S.

ßñíî å, ÷å S3 :=
(
[τ, τ + ν] \ S

)
∩ E =

(
[τ, τ + ν] ∩ E

)
\ S = E \ S.

Túé êàòî µ
(
S
)

= 0 è E ∩ S ⊂ S, òî:

0 ≤ µ
(
E ∩ S

)
≤ µ

(
S
)

= 0. Îò êîåòî ñëåäâà, ÷å µ
(
E ∩ S

)
= 0.

Áåëåæêà: Ïî äåôèíèöèÿ µ
(
∅
)

= 0(àêî E ∩ S = ∅).

Ñëåäíàòà ñìåòêà âîäè äî ïðîòèâîðå÷èå ñ äîïóñêàíåòî, ÷å µ
(
E
)
> 0:

0 = Gu(τ + ν) = e
−
∫ τ+ν

τ

δ ds
Gu(τ) +

∫ τ+ν

τ

e
−
∫ τ+ν

s

δ dσ
g(u(s), v(s)) ds =

= e−(τ+ν)δ

(∫
S

eδ s g
(
u(s), v(s)

)
dµ+

∫
[τ,τ+ν]\S

eδ s g
(
0, v(s)

)
dµ

)
≤
∫
S3

eδ s g
(
0, v(s)

)
dµ+

∫
S4

eδ s g
(
0, 0
)
ds =

=

∫
S3

eδ s g
(
0, v(s)

)
dµ =

∫
E

eδ s g
(
0, v(s)

)
dµ−

∫
E∩S

eδ s g
(
0, v(s)

)
dµ =

∫
E

eδ s g(0, v(s)) ds < 0  

→ B < 0

(II) Ðàçãëåæäàìå ïðîöåñà
(
Gũ(.), ũ(.)

)
íà Îáîáùåíà çàäà÷à 1, çà êîéòî:

ũ(t) =


u(t), àêî t ∈ [0, τ)

0, àêî t ∈ [τ, τ + ν]

u(t), àêî t ∈ (τ + ν,+∞)
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Çà ïðîöåña
(
Gũ(.), ũ(.)

)
èìàìå, ÷å:

Π
(
Gũ(.), ũ(.)

)
= A+ π β

∫ τ+ν

τ

e−ρ t
[
Gũ(t)

]+
dt+ C

Îò íåïðåêúñíàòîñò íà òðàåêòîðèÿòà èìàìå, ÷å Gũ(τ) = Gu(τ).

Ñëåäîâàòåëíî çà t ∈ [τ, τ + ν] ùå å èçïúëíåíî, ÷å:

Gũ(t) = e
−
∫ t

τ

δ ds
Gũ(τ) +

∫ t

τ

e
−
∫ t

s

δ dσ
g
(
ũ(s), v(s)

)
ds = e−δ t

∫ t

τ

eδ s g(0, v(s)) ds ≤ 0

Ñëåäîâàòåëíî
[
Gũ(t)

]+
= 0 çà âñÿêî t ∈ [τ, τ + ν].

Âðúùàéêè ñå êúì êðèòåðèÿ íà Îáîáùåíà çàäà÷à 1 ïîëó÷àâàìå, ÷å:

Π
(
Gũ(.), ũ(.)

)
= A+ C.

Ñëåäîâàòåëíî Π
(
G(.), u(.)

)
− Π

(
Gũ(.), ũ(.)

)
= A+B + C − A− C = B < 0, à îò òîâà

ñëåäâà,÷å Π
(
G(.), u(.)

)
< Π

(
Gũ(.), ũ(.)

)
.

Ñëåäîâàòåëíî
(
G(.), u(.)

)
íå å îïòèìàëåí ïðîöåñ çà Oáîáùåíà çàäà÷à 1 .

Ñëåäñòâèå 2.3:

Íåêà
(
Gu(.), u(.)

)
e îïòèìàëåí ïðîöåñ íà Îáîáùåíà çàäà÷à 1, çà êîéòî ñúùåñòâóâà âðåìåâè

ìîìåíò t1 > 0, òàêúâ ÷å Gu(t1) < 0.

Íåêà S1 := {τ | Gu(s) < 0, êúäåòî s ∈ [τ, t1]} è τ1 := inf S1.

Òîãàâà:

(20)

Gu(t) ≥ 0, àêî t ∈ [0, τ1)

Gu(τ1) = 0

Gu(t) < 0, àêî t ∈ (τ1,+∞)

Äîêàçàòåëñòâî:

Túé êàòî Gu(.) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ íà âðåìåòî t è Gu(0) = G0 > 0, òî ñúîòâåòíî

S1 6= ∅ è S1 å îãðàíè÷åíî îòäîëó ìíîæåñòâî. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà inf S1.
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Íåêà τ1 = inf S1. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å τ1 ≤ s çà âñÿêî s ∈ S1 è çà âñÿêî τ > τ1 ùå ñúùåñòâóâà
s1 ∈ S1, òàêîâà ÷å s1 < τ .

Äà äîïóñíåì, ÷å: G(τ1) > 0.

Òúé êàòî Gu(t) å íåïðåêúñíàòà, òî ùå ñúùåñòâóâà ε1 > 0, òàêîâà ÷å τ1 + ε1 < t1

è Gu(t) > 0 çà t ∈ [τ1, τ1 + ε).

Íåêà τ2 ∈ (τ1, τ1 + ε). Ñëåäîâàòåëíî τ1 < τ2.

Òúé êàòî τ1 = inf S1, òî ùå ñúùåñòâóâà τ3 ∈ (τ1, τ2), òàêîâà ÷å τ3 ∈ S1.

Íî îò äåôèíèöèÿòà íà ìíîæåñòâîòî S1 ñëåäâà, ÷å Gu(t) < 0 çà t ∈ [τ3, t1],

a ïúê [τ3, t1] ∩ [τ1, τ2) 6= ∅. Ïðîòèâîðå÷èå!

Äà äîïóñíåì, ÷å: G(τ1) < 0.

Î÷åâèäíî å, ÷å çà t ∈ [τ1, t1] â òîçè ñëó÷àé ùå èìàìå Gu(t) < 0.

Ïàê îò íåïðåêúñíàòîñò ùå íàìåðèì ε2 > 0, òàêîâà ÷å Gu(t) < 0, çà t ∈ (τ1 − ε2, τ1 + ε2).

Íî îò òóê ñëåäâà, ÷å ùå íàìåðèì τ4 ∈ (τ1− ε2, τ1) è çà íåãî ùå èìàìå, ÷å τ4 ∈ S1 è τ4 < τ1, íî
òîâà ïðîòèâîðå÷è ñ óñëîâèåòî, ÷å τ1 = inf S1.

Îò ïðîòèâîðå÷èÿòà ïîëó÷åíè â òåçè äâà ñëó÷àÿ, ñëåäâà ÷å Gu(τ1) = 0.

Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà âðåìåâè ìîìåíò t2 ∈ (0, τ1), òàêúâ ÷å G(t2) < 0.

Toãàâà îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà Gu(t) è òåîðåìà íà Áîëöàíî ùå íàìåðèì âðåìåâè ìîìåíòè
t3 è t4, òàêèâà ÷å:

t3 ∈ (0, t2) è Gu(t3) = 0 è t4 ∈ (t2, τ1] è Gu(t4) = 0.

Íî òúé êàòî ïî óñëîâèå Gu(.) å îïòèìàëíà òðàåêòîðèÿ, íàëè÷èåòî íà âðåìåâèòå ìîìåíòè t3
è t4, òàêèâà ÷å Gu(t3) = Gu(t4) = 0, âîäè äî ïðîòèâîðå÷èå ñ Ëåìà 2.1.

Àíàëîãè÷íî, àêî äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà âðåìåâè ìîìåíò t5 ∈ (τ1,+∞), òàêúâ ÷å Gu(t5) ≥ 0,
òî ùå íàìåðèì âðåìåâè ìîìåíò t6 ∈ (τ1, t5], òàêúâ ÷å Gu(t6) = 0.

Îòíîâî ïîëó÷àâàìå äâà âðåìåâè ìîìåíòà τ1 è t6, çà êîèòî Gu(τ1) = Gu(t6) = 0, êîåòî ïîðàäè
îïòèìàëíîñòòà íà

(
Gu(.), u(.)

)
âîäè äî ïðîòèâîðå÷èå ñ Ëåìà 2.1.
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Òåîðåìà 2.4:

Íåêà
(
Gu(.), u(.)

)
e îïòèìàëåí ïðîöåñ íà Oáîáùåíà çàäà÷à 1 , çà êîéòî ñúùåñòâóâà

âðåìåâè ìîìåíò t1 > 0, òàêúâ ÷å Gu(t1) < 0. Òîãàâà ñúùåñòâóâà îïòèìàëåí ïðîöåñ çà

Oáîáùåíà çàäà÷à 3 .

Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà â êîíòåêñòà íà Ñëåäñòâèå 2.3 îçíà÷èì τ1 = inf{τ |Gu(s) < 0, êúäåòî s ∈ [τ, t1]}.

Äà çàáåëåæèì, ÷å òðàåêòîðèÿòà Gu(t)|t∈[0,τ1] å äîïóñòèìà çà Oáîáùåíà çàäà÷à 3 .

Íåêà äîïóñíåì, ÷å
(
Gu(.), u(.), τ1

)
íå å îïòèìàëåí ïðîöåñ íà Oáîáùåíà çàäà÷à 3 .

Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò óïðàâëåíèå ω(.) ñúñ ñúîòâåòñòâàùàòà ìó òðàåêòîðèÿ Gω(.)

è âðåìåâè ìîìåíò ν > 0, òàêèâà ÷å Ψ
(
Gu(.), u(.), τ1

)
< Ψ

(
Gω(.), ω(.), ν

)
.

Íåêà çàìåñòèì â êðèòåðèÿ íà Oáîáùåíà çàäà÷à 1 ïðîöåñà
(
Gu(.), u(.)

)
:

Π
(
Gu(.), u(.)

)
=

∫ τ1

0

e−ρ t
(
π β [G(t)]+ − f

(
u(t)

))
dt+

∫ +∞

τ1

e−ρ t
(
π β [G(t)]+ − f

(
u(t)

))
dt =

=

∫ τ1

0

e−ρ t
(
π β G(t)− f

(
u(t)

))
dt−

∫ +∞

τ1

e−ρ t f
(
u(t)

)
dt = Ψ

(
G(.), u(.), τ1

)
+ 0 = Ψ

(
G(.), u(.), τ1

)
Ïðåäïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å èçïúëíåíî òúé êàòî u(.) å îïòèìàëíî óïðàâëåíèå çà Oáîáùåíà
çàäà÷à 1 , êîåòî âëå÷å ÷å ìíîæåñòâîòî Q = {t ∈ [τ1,+∞)|u(t) 6= 0} èìà ìÿðêà íóëà, ò.å.
µ(Q) = 0. Òîâà å òàêà, çàùîòî àêî äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ÷å µ(Q) > 0, òî â èíòåðâàëà [τ1,+∞)
êðèòåðèÿò íà Oáîáùåíà çàäà÷à 1 áè èìàë îòðèöàòåëíà ñòîéíîñò. Íà ñâîé ðåä òîâà íå áè
áèëî îïòèìàëíî, òúé êàòî ñ íóëåâî ðåêëàìèðàíå ñúùèÿò êðèòåðèé â èíòåðâàëà [τ1,+∞) áè
èìàë íóëåâà ñòîéíîñò.

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå óïðàâëåíèåòî ω̄ν(.) çà Oáîáùåíà çàäà÷à 1 ñúñ ñúîòâåòñòâàùàòà ìó
òðàåêòîðèÿ Gω̄ν (.),

êúäåòî:

ω̄ν(t) :=


ω(t), çà t ∈ [0, ν)

0, çà t ∈ [ν,+∞)
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Túé êàòî max{Gω̄ν (t), 0} ≥ Gω̄ν (t) = Gω(t) çà âñÿêî t ∈ [0, ν), òî çà ïðîöåñà
(
Gω̄ν (.), ω̄ν(.)

)
èìàìå, ÷å:

Π
(
Gω̄ν (.), ω̄ν(.)

)
=

∫ ν

0

e−ρ t
(
π β [Gω̄ν (t)]

+ − f
(
ω̄ν(t)

))
dt+

∫ +∞

ν

e−ρ t
(
π β [Gω̄ν (t)]

+−

−f
(
ω̄ν(t)

))
dt ≥

∫ ν

0

e−ρ t
(
π β Gω(t)− f

(
ω(t)

))
dt+

∫ +∞

ν

e−ρ t
(
π β [Gω̄ν (t)]

+ − f
(
ω̄ν(t)

))
dt =

= Ψ
(
Gω(.), ω(.), ν

)
+

∫ +∞

ν

e−ρ t
(
π β [Gω̄ν (t)]

+ − f
(
ω̄ν(t)

))
dt =

= Ψ
(
Gω(.), ω(.), ν

)
+ π β

∫ +∞

ν

e−ρ t [Gω̄ν (t)]
+ dt ≥ Ψ

(
Gω(.), ω(.), ν

)
.

Ñëåäîâàòåëíî Π
(
Gu(.), u(.)

)
= Ψ

(
Gu(.), u(.), τ1

)
< Ψ

(
Gω(.), ω(.), ν

)
≤ Π

(
Gω̄ν (.), ω̄ν(.)

)
.

êîåòî ïðîòèâîðå÷è ñ îïòèìàëíîñòòà íà
(
Gu(.), u(.)

)
çà Oáîáùåíà çàäà÷à 1 .

Ñëåäîâàòåëíî
(
Gu(.), u(.), τ1

)
å îïòèìàëåí ïðîöåñ çà Oáîáùåíà çàäà÷à 3 .

Òåîðåìà 2.5:

Íåêà
(
Gu(.), u(.), τ

)
å îïòèìàëíà ïðîöåñ íà Oáîáùåíà çàäà÷à 3 .

Tîãàâà
(
Gūτ (.), ūτ (.)

)
å îïòèìàëåí ïðîöåñ íà Oáîáùåíà çàäà÷à 1 è Gūτ (τ) = 0, êúäåòî:

ūτ (t) =


u(t), t ∈ [0, τ)

0, t ∈ [τ,+∞)

Äîêàçàòåëñòâî:

Äà äîïóñíåì, ÷å Gu(τ) > 0.

Îò íåïðåêúñíàòîñò íà òðàåêòîðèÿòà èìàìå, ÷å Gu(τ) = Gūτ (τ) > 0.

Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíî ÷èñëî ε > 0 òàêîâà, ÷å Gūτ (t) > 0 çà t ∈ [τ, τ + ε).

Îò òîâà ñëåäâà ÷å:

Ψ
(
Gūτ (.), ūτ (.), τ + ε

)
= Ψ

(
Gu(.), u(.), τ

)
+

∫ τ+ε

τ

e−ρ t
(
π β [Gūτ (t)]

+ − f
(
ūτ (t)

))
dt =
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= Ψ
(
Gu(.), u(.), τ

)
+

∫ τ+ε

τ

e−ρ t
(
π β [Gūτ (t)]

+ − f
(
0
))

dt =

= Ψ
(
Gu(.), u(.), τ

)
+ π β

∫ τ+ε

τ

e−ρ t[Gūτ (t)]
+ dt > Ψ

(
Gu(.), u(.), τ

)
Íî òîâà ïðîòèâîðå÷è ñ îïòèìàëíîñòòà íà ïðîöåñà

(
Gu(.), u(.), τ

)
.

Ñëåäîâàòåëíî Gu(τ) = Gūτ (τ) = 0.

Íåêà äà ðàçãëåäàìå ñòîéíîñòòà íà êðèòåðèÿ íà Oáîáùåíà çàäà÷à 1

ñ äîïóñòèìèÿ ïðîöåñà
(
Gūτ (.), ūτ (.)

)
:

Π
(
Gūτ (.), ūτ (.)

)
= Ψ

(
Gu(.), u(.), τ

)
+

∫ +∞

τ

e−ρ t
(
π β[Gūτ (t)]

+ − f
(
ūτ (t)

))
dt =

= Ψ
(
Gu(.), u(.), τ

)
+ π β

∫ +∞

τ

e−ρ t [Gūτ (t)]
+ dt

Çà òðàåêòîðèÿòà Gūτ (.) îò (ÔÍÊ3) ñëåäâà, ÷å:

Gūτ (t) = e−δ t
(
Gūτ (τ) +

∫ t

τ

eδ s g
(
ūτ (s), v(s)

)
ds

)
= e−δ t

∫ t

τ

eδ s g
(
0, v(s)

)
ds ≤ 0.

Ñëåäîâàòåëíî Gūτ (t) ≤ 0 çà t ∈ [τ,+∞), êîåòî âëå÷å ÷å [Gūτ (t)]
+ = 0 çà t ∈ [τ,+∞).

Âðúùàéêè ñå êúì êðèòåðèÿ íà Oáîáùåíà çàäà÷à 1 ïîëó÷àâàìå, ÷å:

Π
(
Gūτ (.), ūτ (.)

)
= Ψ

(
Gu(.), u(.), τ

)
Äà äîïóñíåì, ÷å

(
Gūτ (.), ūτ (.)

)
íå å îïòèìàëåí ïðîöåñ çà Oáîáùåíà çàäà÷à 1 .

Íåêà
(
Gω(.), ω(.)

)
å îïòèìàëåí ïðîöåñ çà Oáîáùåíà çàäà÷à 1 .

Ñëåäîâàòåëíî Π
(
Gūτ (.), ūτ (.)

)
< Π

(
Gω(.), ω(.)

)
.

Äà çàáåëåæèì, ÷å òî÷íî åäíî îò ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèå å âÿðíî:

1) Ñúùåñòâóâà âðåìåâè ìîìåíò ν > 0 òàêîâà, ÷å Gω(ν) < 0

2) Gω(t) ≥ 0 çà âñÿêî t ∈ [0,+∞)
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Íåêà 1) å èçïúëíåíî.

Äà îçíà÷èì â êîíòåêñòà íà Ñëåäñòâèå 2.3 ν̄ := inf S1 = inf {τ : Gω(t) < 0, êîãàòî s ∈ [τ, ν]}.

Òîãàâà Π
(
Gω(.), ω(.)

)
= Ψ

(
Gω(.), ω(.), ν̄

)
+

∫ ∞
ν̄

e−ρ t
(
π β [Gω(t)]+ − f

(
ω(t)

)
dt

)
=

= Ψ
(
Gω(.), ω(.), ν̄

)
+ π β

∫ ∞
ν̄

e−ρ t [Gω(t)]+ dt, òúé êàòo àêî ω(t) íå å ðàâíà íà íóëà ï.í. çà

t ∈ [ν̄,+∞), òî ñòîéíîñòòà íà êðèòåðèÿ íà Çàäà÷à 1 áè áèëà ïî - ìàëêà îò Π
(
Gω(.), ω(.)

)
,

êîåòî áè ïðîòèâîðå÷åëî ñ îïòèìàëíîñòòà íà ïðîöåñà
(
Gω(.), ω(.)

)
.

Çà òðàåêòîðèÿòà Gω(.) îò (ÔÍÊ3) ñëåäâà, ÷å:

Gω(t) = e−δ t
(
Gω(ν̄) +

∫ t

ν̄

eδ s g
(
ω(s), v(s)

)
ds

)
= e−δ t

∫ t

ν̄

eδ s g
(
0, v(s)

)
ds ≤ 0.

ÑëåäîâàòåëíîGω(t) ≤ 0 çà âñÿêî t ∈ [ν̄,+∞), êîåòî âëå÷å ÷å [Gω(t)]+ = 0 çà âñÿêî t ∈ [τ,+∞).

Âðúùàéêè ñå êúì êðèòåðèÿ íà Oáîáùåíà çàäà÷à 1 ïîëó÷àâàìå, ÷å:

Π
(
Gω(.), ω(.)

)
= Ψ

(
Gω(.), ω(.), ν̄

)
Ñëåäîâàòåëíî Ψ

(
Gu(.), u(.), τ

)
= Π

(
Gūτ (.), ūτ (.)

)
< Π

(
Gω(.), ω(.)

)
= Ψ(Gω(.), ω(.), ν̄),

êîåòî ïðîòèâîðå÷è ñ îïòèìàëíîñòòà íà ïðîöåñà
(
Gu(.), u(.), τ

)
.

Íåêà 2) å èçïúëíåíî:

Òúé êàòî ìíîæåñòâîòî íà íåîòðèöàòåëíè, îïòèìàëíè òðàåêòîðèè çà Oáîáùåíà çàäà÷à
1 ñå ñúäúðæà â ìíîæåñòâîòî îò îïòèìàëíè òðàåêòîðèè íà Oáîáùåíà çàäà÷à 2 , òî òúé
êàòî òðàåêòîðèÿòà Gω(.) e íåîòðèöàòåëíà, òî òÿ å îïòèìàëíà è çà Oáîáùåíà çàäà÷à 2 .

Ñëåäîâàòåëíî lim
T→+∞

Ψ
(
Gω(.), ω(.), T

)
= K

(
Gω(.), ω(.)

)
= Π

(
Gω(.), ω(.)

)
.

Òúé êàòî Ψ
(
Gu(.), u(.), τ

)
= Π

(
Gūτ (.), ūτ (.)

)
< Π

(
Gω(.), ω(.)

)
, òî ñúùåñòâóâà âðåìåâè ìîìåíò

τ ′ > 0, òàêúâ ÷å Ψ
(
Gu(.), u(.), τ

)
< Ψ

(
Gω(.), ω(.), τ ′

)
, êîåòî ïðîòèâîðå÷è ñ îïòèìàëíîñòòà

íà ïðîöåñà
(
Gu(.), u(.), τ

)
.
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Äà äîïóñíåì, ïðîòèâíîòî, ò.å. ÷å çà âñÿêî t ∈ [0,+∞) å èçïúëíåíî:

Ψ
(
Gu(.), u(.), τ

)
≥ Ψ

(
Gω(.), ω(.), t

)
.

Ñëåäîâàòåëíî Π
(
Gūτ (.), ūτ (.)

)
≥ Ψ

(
Gω(.), ω(.), t

)
.

Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä t→ +∞ ïîëó÷àâàìå Π
(
Gūτ (.), ūτ (.)

)
≥ lim

t→+∞
Ψ
(
Gω(.), ω(.), t

)
=

= Π
(
Gω(.), ω(.)

)
, êîåòî ïðîòèâîðå÷è ñ îïòèìàëíîñòòà íà ïðîöåñà

(
Gω(.), ω(.)

)
.

Ñëåäîâàòåëíî
(
Gūτ (.), ūτ (.)

)
e îïòèìàëåí ïðîöåñ çà Çàäà÷à 1 .

Ëåìà 2.6:

Íåêà çà ôèêñèðàíî v(t) Oáîáùåíà çàäà÷à 3 íÿìà ðåøåíèå. Òîãàâà îïòèìàëíîòî óïðàâ-
ëåíèå u∗(.) íà Oáîáùåíà çàäà÷à 1 ñå îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî îò ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî:

−∂f
∂u

(
u
)

+
π β

ρ+ δ

∂g

∂u

(
u, v
)

= 0.

Äîêàçàòåëñòâî: Òúé êàòî Oáîáùåíà çàäà÷à 3 íÿìà ðåøåíèå, òî îò Ëåìà 2.4 ñëåäâà,
÷å íå ñúùåñòâóâà âðåìåâè ìîìåíò, çà êîéòî îïòèìàëíàòà òðàåêòîðèÿ íà Oáîáùåíà çàäà÷à
1 äà ïðèåìà îòðèöàòåëíà ñòîéíîñò. Ñëåäîâàòåëíî çà îïòèìàëíèÿ ïðîöåñ

(
Gu∗(.), u

∗(.)
)
íà

Oáîáùåíà çàäà÷à 1 , å èçïúëíåíî ÷å îïòèìàëíàòà òðàåêòîðèÿ Gu∗(t) ≥ 0 çà âñÿêî t ∈
[0,+∞). Íî òúé êàòî ìíîæåñòâîòî íà íåîòðèöàòåëíè, îïòèìàëíè òðàåêòîðèè çà Oáîáùåíà
çàäà÷à 1 ñå ñúäúðæà â ìíîæåñòâîòî îò îïòèìàëíè òðàåêòîðèè íà Oáîáùåíà çàäà÷à 2 , òî
òúé êàòî òðàåêòîðèÿòà Gu∗(.) e íåîòðèöàòåëíà, òî òÿ å îïòèìàëíà è çà Oáîáùåíà çàäà÷à
2 .

Ïðèñòúïâàìå êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà íàñòîÿùàòà Ëåìà. Çà íåãî ùå èçïîëçâàìåÒåîðåìà 5.2
îò ðàçäåë 4. Íåîáõîäèìèòå çà íåÿ óñëîâèÿ (A1) è (À2) ñà èçïúëíåíè ñúîòâåòíî ñ ôóíêöèèòå
γ(t) = ε > 0 è ϕ(t) = δ + π β e−ρ t çà (À1) è λ(t) = π β e−(ρ+δ) t çà (À2).

Ïðèëàãàìå òàçè òåîðåìà çà íàìèðàíåòî íà ÿâíèÿ âèä íà ñïðåãíàòà ïðîìåíëèâà ψ(t):

ψ(t) = eδ t
∫ +∞

t

e−δ s π β e−ρ s ds = π β eδ t
∫ +∞

t

e−(δ+ρ) s ds = π β lim
A→+∞

∫ A

t

e−(δ+ρ) s ds =

= − π β

δ + ρ
eδ t lim

A→+∞

(
e−(δ+ρ)A − e−(δ+ρ)

)
=

π β

δ + ρ
eδ t e−(δ+ρ) t =

π β

δ + ρ
e−ρ t

→ eρ t ψ(t) =
π β

δ + ρ
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Õàìèëòîíèàíúò íà Oáîáùåíà çàäà÷à 2 å:

H(G, u, ψ, v, t) := e−ρ t
(
π β G− f

(
u
))

+ ψ

(
− δ G+ g

(
u, v
))

Äèôåðåíöèðàéêè õàìèëòîíèàíà íà Oáîáùåíà çàäà÷à 2 ïî âòîðàòà ìó ïðîìåíëèâà u
ïîëó÷àâàìå:

∂H

∂u
= −e−ρ t ∂f

∂u

(
u
)

+ e−ρ t
π β

ρ+ δ

∂g

∂u

(
u, v
)

Îò Ïðèíöèï çà Ìàêñèìóìà íà Ïîíòðÿãèí äîêàçàí â Òåîðåìà 5.2 èìàìå, ÷å:

H
(
Gu∗(t), u

∗(t), ψ(t), v(t), t
)

= max
u∈[0,umax]

H
(
Gu∗(t), u(t), ψ(t), v(t), t

)
Çà äà íàìåðèì ìàêñèìèçèðàùîòî õàìèëòîíèàíà óïðàâëåíèå, ùå èçïîëçâàìå íåîáõîäèìî

óñëîâèå çà åêñòðåìóì, a èìåííî:
∂H

∂u

(
u∗(t)

)
= 0.

Îò òîâà óñëîâèå, ñëåä ñúêðàùàâàíå íà èçðàçà e−ρ t ïîëó÷àâàìå, ÷å:

(I) −∂f
∂u

(
u
)

+
π β

ρ+ δ

∂g

∂u

(
u, v
)

= 0 .

Òúé êàòî îò (10) èìàìå, ÷å ôóíêöèÿòà

(
π β G− f

(
u
))

+
π β

ρ+ δ

(
− δ G+ g

(
u, v(t)

))
å ñòðîãî

âäëúáíàòà ïî u, òî íåîáõîäèìîòî óñëîâèå îò ïî-ãîðå çà åêñòðåìóì å è äîñòàòú÷íî. Ñëåäî-
âàòåëíî óðàâíåíèåòî (I) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå è òîâà ðåøåíèå å òúðñåíîòî îïòèìàëíî
óïðàâëåíèå.

Ëåìà 2.7:

Íåêà
(
Gu(.), u(.)

)
e îïòèìàëåí ïðîöåñ íàOáîáùåíà çàäà÷à 1 è íåêà Gu(t1) < 0 çà íÿêîé âðå-

ìåâè ìîìåíò t1 > 0. Íåêà τ1 := inf S1 = inf{τ : Gu(s) < 0, êîãàòî τ ∈ [τ, t1]}. Òîãàâà îïòèìàë-

íîòî óïðàâëåíèå íà Çàäà÷à 1 e ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî−∂f
∂u

(
u
)

+
π β

ρ+ δ

(
1− e(ρ+δ)(t−τ1)

)
∂g

∂u

(
u, v
)

= 0.
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Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà ðàçãëåäàìå Oáîáùåíà çàäà÷à 3 áåç ôàçîâîòî îãðàíè÷åíèå Gu(T ) ≥ 0.

Òàçè çàäà÷à ùå íàðè÷àìå Oáîáùåíà çàäà÷à 3 ñ îáëåê÷åíî óñëîâèå.

Ñëåäâàéêè Òåîðåìà 5.3 xàìèëòîíèàíúò íà òàçè çàäà÷à ñ îáëåê÷åíî óñëîâèå å:

H(G, u, v, p0, p, t) := p0 e
−ρ t
(
π β G− f

(
u
))

+ p

(
− δ G+ g

(
u, v
))

1 ñëó÷àé.

Íåêà p0 = 0.

Â òîçè ñëó÷àé ðàçãëåæäàíèÿò õàìèëòîíèàí ïðèåìà âèäà:

H(G, u, v, 0, p, t) = p

(
− δ G+ γ u− ξ

)
Îò Ïðèíöèï çà Ìàêñèìóìà íà Ïîíòðÿãèí è óñëîâèåòî çà òðàíñôåðçàëíîñò ïîëó÷àâàìå ñëåä-
íàòà çàäà÷à íà Êîøè:

ṗ(t) = δ p(t)

p(T ) = 0

Íåéíîòî ðåøåíèå å p(t) = e

∫ t

T

δ ds
p(T ) = 0, íî òîâà ïðîòèâîðå÷è ñ Ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà!

2 ñëó÷àé.

Íåêà p0 = 1.

Â òîçè ñëó÷àé ðàçãëåæäàíèÿò õàìèëòîíèàí ïðèåìà âèäà:

H(G, u, v, 1, p, t) = e−ρ t
(
π β G− f

(
u
))

+ p

(
− δ G+ g

(
u, v
))

Ïàê îò Ïðèíöèï çà Ìàêñèìóìà íà Ïîíòðÿãèí è óñëîâèåòî çà òðàíñôåðçàëíîñò ïîëó÷àâàìå
ñëåäíàòà çàäà÷à íà Êîøè:

ṗ(t) = −e−ρ t π β + δ p(t)

p(T ) = 0
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Íåéíîòî ðåøåíèå çàïèñàíî â ÿâåí âèä å:

p(t) = e

∫ t

T

δ ds
p(T ) +

∫ t

T

e

∫ t

s

δ dσ(
− π β e−ρ s

)
ds = −π β

∫ t

T

eδ (t−s) e−ρ s ds =

=
π β

ρ+ δ
eδ t
(
e−(ρ+δ) t − e−(ρ+δ)T

)
=

π β

ρ+ δ
e−ρ t

(
1− e(ρ+δ)(t−T )

)

→ p(t) =
π β

ρ+ δ
e−ρ t

(
1− e(ρ+δ)(t−T )

)
Îò Ïðèíöèï çà Ìàêñèìóìà íà Ïîíòðÿãèí äîêàçàí â Òåîðåìà 5.3 èìàìå, ÷å:

• H
(
Gu∗(t), u

∗(t), v, 1, p(t), t
)

= max
u∈[0,umax]

H
(
Gu∗(t), u(t), v, 1, p(t), t

)
• H

(
Gu∗(T

∗), u∗(T ∗), v(T ∗), 1, p(T ∗), T ∗
)

= 0, êúäåòî T ∗ e îïòèìàëíèÿ âðåìåâè

ìîìåíò íà Oáîáùåíà çàäà÷à 3 .

Òúé êàòî îò (10) ôóíêöèÿòà

(
π β G − f

(
u
))

+
π β

ρ+ δ

(
1− e(ρ+δ)(t−T )

)(
− δ G+ g

(
u, v(t)

))
å

ñòðîãî âäëúáíàòà ïî u, òî òîãàâà òúðñåíîòî îïòèìàëíî óïðàâëåíèå å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî:

−∂f
∂u

(
u
)

+
π β

ρ+ δ

(
1− e(ρ+δ)(t−T )

)
∂g

∂u

(
u, v
)

= 0.
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3 Çàäà÷à ñ åäèí ïðîèçâîäèòåë

Íàñòîÿùèÿò ðàçäåë ðàçãëåæäà çàäà÷à (1)÷(2), çàäà÷à (15)÷(16) è çàäà÷à (17)÷(18).

Â Ëåìà 3.1 å äîêàçàíî ñúùåñòâóâàíåòî íà îïòèìàëåí ïðîöåñ çà çàäà÷à (1)÷(2).

Ëåìà 3.2 è Ëåìà 3.4 õàðàêòåðèçèðàò âèäà íà îïòèìàëíàòà òðàåêòîðèÿ íà çàäà÷à (1)÷(2).

Â Ëåìà 3.3 å íàìåðåí ÿâíèÿò âèä íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå íà çàäà÷à (15)÷(16).

Ëåìà 3.3 è Ëåìà 3.4 èçÿñíÿâàò âÿðíîñòòà íà òâúðäåíèåòî, ÷å àêî â äàäåí âðåìåâè ìîìåíò
îïòèìàëíà òðàåêòîðèÿ çà çàäà÷à (1)÷(2) ïðèåìå íóëåâà ñòîéíîñò, òî âïîñëåäñòâèå òÿ ùå
ïðèåìå îòðèöàòåëíà ñòîéíîñò.

Ëåìà 3.5 è Ëåìà 3.6 äàâàò âðúçêà ìåæäó çàäà÷à (1)÷(2) è çàäà÷à (17)÷(18).

Â Ëåìà 3.7 å íàìåðåí ÿâíèÿò âèä íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå íà çàäà÷à (17)÷(18) è å
ïîñî÷åíî óðàâíåíèå çà íàìèðàíå íà îïòèìàëíèÿ ìîìåíò çà íàïóñêàíå íà ïàçàðà.

Ïîñî÷åí å äâóñòúïêîâ àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà ðåøåíèåòî íà Çàäà÷à 1 .

Â çàâèñèìîñò îò ñòîéíîñòòà íà ïàðàìåòðèòå â Çàäà÷à 1 , òâúðäåíèÿ 1 - 3 äàâàò ïúëíà
õàðàêòåðèçàöèÿ íà âúïðîñà, äàëè ôèðìàòà îñòàâà çàâèíàãè íà ïàçàðà èëè èçëèçà îò ïàçàðà
â îïòèìàëíèÿ çà òîâà âðåìåâè ìîìåíò.

Â Ïðîãðàìà çà âèçóàëèçàöèÿ å ïðåäñòàâåí ïðîãðàìíèÿò êîä íà ïðîãðàìà íàïèñàíà íà
Wolfram Mathematica, âèçóàëèçèðàù îïòèìàëíèòå òðàåêòîðèè íà Çàäà÷à 1 è ñà ðàçãëåäàíè
òðè ïðèìåðà êúì íåÿ.

Ëåìà 3.1:

Ñúùåñòâóâà îïòèìàëåí ïðîöåñ íà Çàäà÷à 1 .

Äîêàçàòåëñòâî:

Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò Ëåìà 2.1 çàìåñòâàéêè:

f(u) =
κ

2
u2 è g(u, v) = γ u− ξ.
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Ëåìà 3.2:

Íåêà
(
Gu(.), u(.)

)
å äîïóñòèì ïðîöåñ íà Çàäà÷à 1 .

Íåêà τ, ν > 0 ñà òàêèâà âðåìåâè ìîìåíòè, ÷å:

Gu(t) > 0, àêî t ∈ [0, τ)

Gu(τ) = Gu(τ + ν) = 0

Gu(t) < 0, àêî t ∈ (τ, τ + ν)

(Ôèãóðà �2)

Òîãàâà (Gu(.), u(.)) íå å îïòèìàëíî óïðàâëåíèå çà Çàäà÷à 1 .

Äîêàçàòåëñòâî:

Ïîäðîáíî äîêàçàòåëñòâî íà òàçè ëåìà ìîæå äà áúäå îòêðèòî â Ëåìà 1 îò [3].

Äîêàçàòåëñòâîòî íà ëåìàòà ñëåäâà äèðåêòíî è îò Ëåìà 2.2 çàìåñòâàéêè:

f(u) =
κ

2
u2 è g(u, v) = γ u− ξ.
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Ëåìà 3.3:

Oïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå çà Çàäà÷à 2 å u∗(.), êúäåòî:

u∗(t) =


γ π β

κ(δ + ρ)
, àêî

γ π β

κ(δ + ρ)
≤ umax

umax, àêî umax <
γ π β

κ(δ + ρ)

çà âñÿêî t ∈ [0,+∞).

Äîêàçàòåëñòâî:

Çà äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè Ëåìà ùå èçïîëçâàìå Òåîðåìà 5.2 îò ðàçäåë 4. Íåîáõîäèìèòå çà
íåÿ óñëîâèÿ (A1) è (À2) ñà èçïúëíåíè ñúîòâåòíî ñ ôóíêöèèòå γ(t) = ε > 0 è ϕ(t) = δ+π β e−ρ t

çà (À1) è λ(t) = π β e−(ρ+δ) t çà (À2).

Ïðèëàãàìå òàçè òåîðåìà çà íàìèðàíåòî íà ÿâíèÿ âèä íà ñïðåãíàòàòà ïðîìåíëèâà ψ(t):

ψ(t) = eδ t
∫ +∞

t

e−δ s π β e−ρ s ds = π β eδ t
∫ +∞

t

e−(δ+ρ) s ds = π β lim
A→+∞

∫ A

t

e−(δ+ρ) s ds =

= − π β

δ + ρ
eδ t lim

A→+∞

(
e−(δ+ρ)A − e−(δ+ρ)

)
=

π β

δ + ρ
eδ t e−(δ+ρ) t =

π β

δ + ρ
e−ρ t

→ eρ t ψ(t) =
π β

δ + ρ

Õàìèëòîíèàíúò íà Çàäà÷à 2 å H(G, u, ψ, t) := e−ρ t
(
π β G− κ

2
u2

)
+ ψ

(
− δ G+ γ u− ξ

)
.

Íåêà ïðåñìåòíåì ïðîèçâîäíèòå îò ïúðâè è âòîðè ðåä ñàìî ïî u íà õàìèëòîíèàíà H(G, u, ψ, t)
ïî âòîðàòà ìó ïðîìåíëèâà u:

∂H

∂u

(
G, u, ψ, t

)
= −κ e−ρ t u+ ψ γ;

∂2H

∂u2

(
G, u, ψ, t

)
= −κ e−ρ t < 0.

Òúé êàòî
∂2H

∂u2

(
G, u, ψ, t

)
< 0, òî H(G, u, ψ, t) å ñòðîãî âäëúáíàòà ôóíêöèÿ íà âòîðàòà ñè

ïðîìåíëèâà u, êîãàòî îñòàíàëèòå ïðîìåíëèâè ñà ôèêñèðàíè. Ñëåäîâàòåëíî H(G, u, ψ, t) èìà
åäèíñòâåí ìàêñèìóì ïî ïðîìåíëèâà u, êîãàòî îñòàíàëèòå ïðîìåíëèâè ñà ôèêñèðàíè.
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Îò Ïðèíöèï çà Ìàêñèìóìà íà Ïîíòðÿãèí äîêàçàí â Òåîðåìà 5.2 èìàìå, ÷å:

H(G∗, u∗, ψ, t) = max
u∈[0,umax]

H(G∗, u, ψ, t).

Òúé êàòî ìàêñèìóìúò íà H(G, u, ψ, t) å åäèíñòâåí, òî íåîáõîäèìîòî óñëîâèå çà åêñòðåìóì
∂H

∂u

(
G, u∗, φ, t

)
= 0 e è äîñòàòú÷íî.

Ñëåäîâàòåëíî u∗(t) =
γ

κ
eρ t ψ(t) =

γ π β

κ(δ + ρ)
:= u∗ çà âñÿêî t ∈ [0,+∞).

Ôèãóðà �3 Ôèãóðà �4

Òúé êàòî Õàìèëòîíèàíúò H
(
G∗, u, ψ, t

)
e êâàäðàòíà ôóíêöèÿ ñ îòðèöàòåëåí ñòàðøè

êîåôèöèåíò ïî ïðîìåíëèâà u ò.å. ãðàôèêàòà è́ å ïàðàáîëà, òî ìàêñèìàëíàòà è́ ñòîéíîñò ùå

ñå äîñòèãà èëè âúâ âúðõà íà òàçè ïàðàáîëàòà, àêî ñòîéíîñòòà íà u∗ ïðèíàäëåæè

íà èíòåðâàëà [0, umax]
(
Ôèãóðà �3

)
èëè â umax, àêî èìàìå,÷å ñòîéíîñòà íà u

∗ å ïî - ãîëÿìà

îò òàçè íà umax

(
Ôèãóðà �4

)
.

Ñëåäîâàòåëíî êîíñòàíòíîòî óïðàâëåíèåòî u∗(.), êúäåòî: u∗(t) =


γ π β

κ(δ + ρ)
, àêî

γ π β

κ(δ + ρ)
≤ umax

umax, àêî
γ π β

κ(δ + ρ)
< umax

çà âñÿêî t ∈ [0,+∞)

å îïòèìàëíî çà Çàäà÷à 2 .
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Ëåìà 3.4:

Íåêà
(
Gu∗(.), u

∗(.)
)
å îïòèìàëåí ïðîöåñ íà Çàäà÷à 1 ,

çà êîéòî Gu∗(t) ≥ 0 çà âñÿêî t ∈ [0,+∞). Òîãàâà Gu∗(t) > 0 çà âñÿêî t ∈ [0,+∞).

Äîêàçàòåëñòâî:

Òúé êàòî max{Gu∗(t), 0} = Gu∗(t), çà âñÿêî t ∈ [0,+∞), òî òðàåêòîðèÿòà Gu∗(t) ùå ïðèíàä-
ëåæè

êúì ìíîæåñòâîòî îò îïòèìàëíè òðàåêòîðèè íà Çàäà÷à 2 . Íî îò Ëåìà 3.3 çíàåì, ÷å

îïòèìàëíî óïðàâëåíèå íà Çàäà÷à 2 å êîíñòàíòàòà: u∗ =


γ π β

κ(δ + ρ)
, àêî

γ π β

κ(δ + ρ)
≤ umax

umax, àêî umax <
γ π β

κ(δ + ρ)

.

Òúé êàòî óðàâíåíèå íà äèíàìèêàòà íà Çàäà÷à 2 å àâòîíîìíî è ëèíåéíî ïî G, òo ùå èìà
åäèíñòâåíà ðàâíîâåñíà òî÷êà. Îçíà÷àâàìå ñ Ĝ íåéíàòà ñòîéíîñò.

Èìàìå ÷å:

−δ Ĝ+ γ u∗ − ξ = 0→ Ĝ :=
γ u∗ − ξ

δ

Îò (ÔÍÊ3) îò ðàçäåë 4 èìàìå, ÷å:

Gu∗(t) = e−δ tG0 +

∫ t

0

eδ(s−t)
(
γ u∗ − ξ

)
ds = e−δ tG0 +

γ u∗ − ξ
δ

(
1− e−δ t

)
= Ĝ+

(
G0 − Ĝ

)
e−δ t.

Êàòî äèôåðåíöèðàìå Gu∗(.) ïî t ïîëó÷àâàìå:

Ġu∗(t) = δ

(
Ĝ−G0

)
e−δ t. Çíàêúò íà Ġu∗(t) e ïîñòîÿíåí è çàâèñè îò ñòîéíîñòòà íà Ĝ − G0.

Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä t→ +∞ ïîëó÷àâàìå:

lim
t→+∞

Gu∗(t) = Ĝ.

Ñëåäîâàòåëíî Gu∗(t) å ìîíîòîííà òðàåêòîðèÿ (äàëè å ìîíîòîííî ðàñòÿùà èëè íàìàëÿâàùà
çàâèñè îò çíàêà íà Ĝ − G0) çàïî÷âàùàòà â G

∗(0) = G0 > 0 (ïî óñëîâèå) è êëîíÿùà, êîãàòî
âðåìåòî t êëîíè êúì ïîëîæèòåëíà áåçêðàéíîñò, êúì ÷èñëîòî Ĝ.
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Àêî Ĝ ≥ 0 , òî Gu∗(t) > 0 çà âñÿêî t ∈ [0,+∞).

Àêî Ĝ < 0 , òî â íÿêîé âðåìåâè ìîìåíò t′ > 0 òðàåêòîðèÿòà Gu∗(.) ùå ïðåñå÷å àáöèñíàòà
îñ (Gu∗(t

′) = 0) è çà âñåêè ñëåäâàù âðåìåâè ìîìåíò òÿ ùå å ñ îòðèöàòåëíà ñòîéíîñò, ò.å.
Gu∗(t) < 0 çà t ∈ (t′,+∞).

Àêî äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà âðåìåâè ìîìåíò τ > 0 òàêúâ, ÷å Gu∗(τ) = 0, òî îò ðàçñúæ-
äåíèÿòà ïî - ãîðå áè ñëåäâàëî, ÷å çà íÿêîé ñëåäâàù âðåìåâè ìîìåíò τ ′ > τ ùå èìàìå, ÷å
Gu∗(τ

′) < 0, êîåòî ïðîòèâîðå÷è ñ äîïóñêàíåòî.

Ñëåäîâàòåëíî Gu∗(t) > 0 çà âñÿêî t ∈ [0,+∞).

Ëåìà �3.5:

Íåêà
(
Gu(.), u(.)

)
e îïòèìàëåí ïðîöåñ íà Çàäà÷à 1 , çà êîéòî ñúùåñòâóâà âðåìåâè ìîìåíò

t1 > 0, òàêúâ ÷å Gu(t1) < 0.

Òîãàâà ñúùåñòâóâà îïòèìàëåí ïðîöåñ çà Çàäà÷à 3 .

Äîêàçàòåëñòâî:

Äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè ëåìà ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 2.4.

Ëåìà �3.6:

Íåêà
(
Gu(.), u(.), τ

)
å îïòèìàëíà ïðîöåñ íà Çàäà÷à 3 .

Tîãàâà
(
Gūτ (.), ūτ (.)

)
å îïòèìàëåí ïðîöåñ íà Çàäà÷à 1 è Gūτ (τ) = 0, êúäåòî:

ūτ (t) =


u(t), t ∈ [0, τ)

0, t ∈ [τ,+∞)

.
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Äîêàçàòåëñòâî:

Äîêçàòåëñòâîòî íà òàçè Ëåìà ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 2.5.

Ëåìà �3.7:

Íåêà
(
Gu(.), u(.)

)
e îïòèìàëeí ïðîöåñ çà Çàäà÷à 1 è íåêà Gu(t1) < 0, çà íÿêîé

âðåìåâè ìîìåíò t1 > 0. Íåêà τ1 = inf S1 = inf {τ : Gu(s) < 0 êîãàòî s ∈ [τ, t1]}.

Òîãàâà u(t) = u∗
[
1− e(δ+ρ)(t−τ1)

]+

, êúäåòî u∗ :=
γ π β

κ(δ + ρ)

è âðåìåâèÿò ìîìåíò τ1 å ðåøåíèå íà óðàâåíèåòî:

G0 − Ĝ+ (Ĝ−G
v

)eδ τ1 +G
v
e−(δ+ρ) τ1 = 0, êúäåòî:

Ĝ : =
γ u∗ − ξ

δ
G
v

:=
γ u∗

2δ + ρ

Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà ðàçãëåäàìå Çàäà÷à 3 áåç ôàçîâîòî îãðàíè÷åíèå G(T ) ≥ 0.

Òàçè çàäà÷à ùå íàðè÷àìå Çàäà÷à 3 ñ îáëåê÷åíî óñëîâèå.

Íåéíèÿò õàìèëòîíèàí å H(G, u, p0, p, t) := p0 e
−ρ t
(
π β G− κ

2
u2

)
+ p

(
− δ G+ γ u− ξ

)
Íåêà ðàçãëåäàìå äâà ñëó÷àÿ:

1 ñëó÷àé.

Íåêà p0 = 0.

Â òîçè ñëó÷àé âèäúò íà õàìèëòîíèàíà å H(G, u, 0, p, t) = p

(
− δ G+ γ u− ξ

)
.

Îò Ïðèíöèï çà Ìàêñèìóìà íà Ïîíòðÿãèí è óñëîâèåòî çà òðàíñôåðçàëíîñò ïîëó÷àâàìå ñëåä-
íàòà çàäà÷à íà Êîøè:

ṗ(t) = δ p(t)

p(T ) = 0
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Íåéíîòî ðåøåíèå å p(t) = eδ(t−T ) p(T ) = 0, íî òîâà å â ïðîòèâîðå÷è ñ Ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà!

2 ñëó÷àé.

Íåêà p0 = 1.

Â òîçè ñëó÷àé âèäúò íà õàìèëòîíèàíà åH(G, u, 1, p, t) = e−ρ t
(
π β G− κ

2
u2

)
+ p

(
− δ G+ γ u− ξ

)
Èìàìå, ÷å:

∂H

∂u
= −e−ρ t κu+ γ p è

∂2H

∂u2
= −e−ρ t κ < 0 çà âñÿêî t ∈ [0, T ].

Ñëåäîâàòåëíî ïðè ôèêñèðàíè G è p õàìèëòîíèàíúò H(G, u, 1, p, t) å ñòðîãî âäëúáíàòà ôóíê-
öèÿ ïî âòîðàòà ñè ïðîìåíëèâà u.

Ïàê îò Ïðèíöèï çà Ìàêñèìóìà íà Ïîíòðÿãèí è óñëîâèåòî çà òðàíñôåðçàëíîñò ïîëó÷àâàìå
ñëåäíàòà çàäà÷à íà Êîøè:

ṗ(t) = −e−ρ t π β + δ p(t)

p(T ) = 0

Íåéíîòî ðåøåíèå å p(t) = e

∫ t

T

δ ds
p(T ) +

∫ t

T

e

∫ t

s

δ dσ(
− π β e−ρ s

)
ds = −π β

∫ t

T

eδ (t−s) e−ρ s ds =

=
π β

ρ+ δ
eδ t
(
e−(ρ+δ) t − e−(ρ+δ)T

)
=

π β

ρ+ δ
e−ρ t

(
1− e(ρ+δ)(t−T )

)

p(t) =
π β

ρ+ δ
e−ρ t

(
1− e(ρ+δ)(t−T )

)
Îò ïðèíöèï çà Ìàêñèìóìà èìàìå, ÷å:

H(G∗, u∗, 1, p(t), t) = max
u∈[0,umax]

H(G∗, u, 1, p(t), t) = max
u∈[0,umax]

(
e−ρ t π β G∗ − κ

2
e−ρ tu2 + p(t) γ u− δ p(t)G∗

)
Èñêàìå äà ìàêñèìèçèðàìå ïî u êâàäðàòíàòà ôóíêöèÿ −κ

2
e−ρ tu2 + p(t) γ u íà ïðîìåíèâà u.

Ñëåäîâàòåëíî u∗(t) =
γ

κ
eρ t p(t) =

γ π β

κ(ρ+ δ)

(
1− e(ρ+δ)(t−T )

)
= u∗

(
1− e(ρ+δ)(t−T )

)
.

Äà çàáåëåæèì,÷å u∗(T ) = 0.

41



42

Ïàê îò ïðèíöèï çà Ìàêñèìóìà íà Ïîíòðÿãèí èìàìå, ÷å H(Gu∗
(
T )
)
, u∗(T ), 1, p(T ), T ) = 0.

Ñëåäîâàòåëíî e−ρ T
(
π β Gu∗

(
T )− κ

2
u∗(T )2

)
+ p(T )

(
− δ Gu∗

(
T ) + γ u(T )− ξ

)
= 0.

Îò òîâà ñëåäâà,÷å Gu∗
(
T ) = 0

Ïîëó÷èõìå çà îïòèìàëíàòà òðàåêòîðèÿ íà Çàäà÷à 3 ñ îáëåê÷åíî óñëîâèå, ÷å ïðèåìà íóëåâà
ñòîéíîñò â êðàéíèÿ, îïòèìàëåí ìîìåíò. Ñëåäîâàòåëíî òàçè òðàåêòîðèÿ å äîïóñòèìà è ñú-
îòâåòíî îïòèìàëíà è çà Çàäà÷à 3 . Íî îò Ëåìà3.5) ùå èìàìå, ÷å ñúîòâåòíî ū∗T (t) ùå å
îïòèìàëíî óïðàâëåíèå çà Çàäà÷à 1 , êúäåòî:

ū∗T (t) =


u∗(t), t ∈ [0, T )

0, t ∈ [T,+∞)

.

Ïî - êîìïàêòåí çàïèñ å ū∗T (t) = u∗
[
1− e(ρ+δ)(t−T )

]+

, òúé êàòî çà t ≥ T ùå èìàìå, ÷å ū∗T (t) = 0

Ïîíåæå Gū∗T

(
T
)

= 0, à îò ñàìàòà äåôíèöèÿ íà τ1 èìàìå, ÷å Gū∗T

(
τ1

)
= 0, òî τ1 = T .

Ñëåäîâàòåëíî u∗(t) = u∗
[
1− e(ρ+δ)(t−τ1)

]+

.

Íåêà ïðåñìåòíåì îïòèìàëíàòà òðàåêòîðèÿ Gū∗T

(
t
)
â ÿâåí âèä:

Gū∗T

(
t
)

= e−δ t
(
G0 +

∫ t

0

eδ s(γ ū∗T (s)− ξ) ds
)

= e−δ t
(
G0 +

∫ t

0

eδ s(γ u∗(1− e(δ+ρ)(s−T ))− ξ) ds
)

=

= e−δ t
(
G0 +

γ u∗ − ξ
δ

(eδ t − 1)− γ u∗ e−(δ+ρ)T

∫ t

0

e(2δ+ρ) s ds

)
=

= e−δ t
(
G0 + Ĝ(eδ t − 1)−G

v
(e(δ+ρ)(t−T ) eδ t − e−(δ+ρ)T )

)
ÈñêàìåG

(
τ1, u(τ1)

)
= G

(
T, u(T )

)
= 0, îò êîåòî ñëåäâà, ÷åG0 + Ĝ(eδ T − 1)−G

v
(eδ T − e−(δ+ρ)T ) = 0

Ðåøåíèå íà ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå áè áèë îïòèìàëåí ìîìåíò çà íàïóñêaíå íà ïàçàðà:

(I) G0 − Ĝ+ (Ĝ−G
v

)eδ τ1 +G
v
e−(δ+ρ) τ1 = 0
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Ëåìà �3.8:

Íåêà u(t) = u∗
(

1 − e(δ+ρ)(t−τ1)

)
å îïòèìàëíî óïðàâëåíèå çà Çàäà÷à 1 è ξ < γ u∗, òîãàâà

ïîñòîÿííîòî óïðàâëåíèå u∗ íå å îïòèìàëíî.

Äîêàçàòåëñòâî:

Ïîäðîáíî äîêàçàòåëñòâî íà òàçè ëåìà ìîæå äà ñå íàìåðè â Ëåìà 3 îò [3].

Àëãîðèòúì çà ðåøàâàíå íà çàäà÷à (1)÷(2):

1) Ðåøàâàìå Çàäà÷à 3 .

1.1) Àêî òÿ ÍßÌÀ ðåøåíèå,òî îïòèìàëíàòà òðàåêòîðèÿ å ñ íåîòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè è îï-
òèìàëíîòî óïðàâëåíèå å u∗.

1.2) Aêî òÿ ÈÌÀ ðåøåíèå, òî îïòèìàëåí ïðîöåñ å ñúîòâåòíî
(
Gūτ (.), ūτ (.)

)
.

Çàáåëåæêà: Ïðè êîíêðåòíè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå íà (I) ìîæå äà èìà äâå ðåøåíèÿ. Â òîçè
ñëó÷aé èìàìå äâà êàíäèäàòà çà îïòèìàëåí ïðîöåñ. Îïòèìàëåí å òîçè ñ ïî - ãîëÿìà ñòîéíîñò
íà êðèòåðèÿ.

Ñëåäâàéêè [3] Tâúðäåíèÿ 1,2,3 ñà àíàëîãè÷íè íà Òåîðåìè 1,2,3 îò [3].

Òâúðäåíèå 1:

Àêî ξ > γ u∗
δ + ρ

2 δ + ρ
, òî óðàâíåíèå (I) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå τ ∗ è ñúîòâåòíîòî óïðàâëåíèå

ū∗τ∗ = u∗
(

1− e(δ+ρ)(t−τ∗)
)
e îïòèìàëíî çà çàäà÷à (1)÷(2).

Äîêàçàòåëñòâî:

Äåôèíèðàìå ϕ(T ) := G0 − Ĝ+ (Ĝ−G
v

)eδ T +G
v
e−(δ+ρ)T .

Î÷åâèäíà å òàâòîëîãèÿòà ϕ(T ) = 0⇔ T å ðåøåíèå íà (I).

Èìàìå, ÷å ϕ̇(T ) = δ (Ĝ−G
v

) eδ T − (δ + ρ)G
v
e−(δ+ρ)T .
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Àêî Ĝ−G
v
< 0, òî ϕ̇(T ) < 0 è lim

T→+∞
ϕ(T ) = −∞.

Túé êàòî ϕ(0) = G0 > 0 è ϕ() e ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà, òî (I) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå, íåêà
òîâà ðåøåíèå å τ ∗.

Äà çàáåëåæèì, ÷å Ĝ−G
v
< 0⇔ ξ > γ u∗

δ + ρ

2 δ + ρ
(Êîåòî áå ïîèñêàíî ïî óñëîâèå).

Ñëåäîâàòåëíî ū∗τ∗(.) å îïòèìàëíî óïðàâëåíèå çà çàäà÷à (1)÷(2).

Áåëåæêà:

Âúçìîæíî å Ĝ > 0, äîêàòî Ĝ−G
v
< 0.

Òîâà áè îçíà÷àâàëî, ÷å ïîñòîÿííîòî óïðàâëåíèå u∗ ùå çàïàçè ôèðìàòà çàâèíàãè íà ïàçàðà,
íî òÿ áè ñïå÷åëè ïîâå÷å àêî íàïóñíà ïàçàðà â îïòèìàëíèÿ çà òîâà âðåìåâè ìîìåíò.

Íåêà ξ = ε γ u∗, êúäåòî 0 < ε < 1.

→ Ĝ−G
v

=

(
γ u∗ − ξ

δ
− γ u∗

2δ + ρ

)
= γ u∗

(
1− ε
δ
− 1

2δ + ρ

)
=
γ u∗

δ

(
1− ε− δ

2δ + ρ

)
=

=
γ u∗

δ

(
δ + ρ

2 δ + ρ
− ε
)
< 0, êîåòî ìîæå äà íàïðàâèì îòðèöàòåëíî çà ñòîéíîñò íà ε òàêàâà, ÷å :

δ + ρ

2 δ + ρ
< ε < 1

Òâúðäåíèå 2:

Àêî ξ = γ u∗
δ + ρ

2 δ + ρ
, òî óðàâíåíèå (I) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå ò.ñ.ò.ê.G0 < G

v
. Àêî G0 ≥ G

v
,

òî óðàâíåíèå (I) íÿìà ðåøåíèå è óïðàâëåíèåòî u∗(.), òàêîâà ÷å u∗(t) = u∗ çà âñÿêî t ∈ [0,+∞)
å îïòèìàëíî çà çàäà÷à (1)÷(2).

Äîêàçàòåëñòâî:

Aêî ξ = γ u∗ δ+ρ
2 δ+ρ

, òî ϕ(T ) = G0 − Ĝ+G
v
e−(δ+ρ)T .

Ñëåäîâàòåëíî:

ϕ(T ) = G0 + (G
v
− Ĝ) = G0 è ϕ̇(T ) = −G0(δ + ρ) e−(δ+ρ)T < 0.

Îò òîâà ñëåäâà, ÷å ϕ(T ) å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà.
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Íî èìàìå, ÷å lim
T→+∞

ϕ(T ) = G0 − Ĝ.

Ñëåäîâàòåëíî:

Àêî Ĝ−G
v

= 0 è G0 < Ĝ, òî (I) èìà ðåøåíèå.

Àêî Ĝ−G
v

= 0 è G0 ≥ Ĝ, òî (I) íÿìà ðåøåíèå.

Òâúðäåíèå 3:

Aêî ξ < γ u∗ δ+ρ
2 δ+ρ

, òî e âúçìîæíî (I) äà íÿìà ðåøåíèå, äà èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå èëè äà
èìà òî÷íî äâå ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî:

ϕ(T ) = G0 − Ĝ+
(
Ĝ−G

v

)
eδ T +G

v
e−(δ+ρ)T

ϕ̇(T ) = δ
(
Ĝ−G

v

)
eδ T − (δ + ρ)G

v
e−(δ+ρ)T

ϕ̈(T ) = δ2
(
Ĝ−G

v

)
eδ T + (δ + ρ)2G

v
e−(δ+ρ)T > 0

ϕ̈(T ) > 0→ ϕ(T ) å ñòðîãî âäëúáíàòà ôóíêöèÿ íà âðåìåòî T .

Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòóâà åäèíñòâåí âðåìåâè ìîìåíò Tmin > 0, òàêîâà ÷å

min
T∈[0,+∞)

ϕ(T ) = ϕ(Tmin), à òî øå å ðåøåíèåòî íà óðàâåíèåòî ϕ̇(T ) = 0

Ñëåäîâàòåëíî δ
(
Ĝ−G

v

)
eδ Tmin = (δ + ρ)G

v
e−(δ+ρ)Tmin

e−(2δ+ρ)Tmin = δ
δ+ρ

Ĝ−G
v

G
v

Tmin = − 1
2δ+ρ

ln

(
δ
δ+ρ

(
Ĝ
G
v

− 1
))

= − 1
2δ+ρ

ln

(
1− 2δ+ρ

δ+ρ
ξ

γ u∗

)

ϕ(Tmin) = G0 − Ĝ+ γ u∗

δ

(
1− 2δ+ρ

δ+ρ
ξ

γ u∗

) δ+ρ
2δ+ρ

.

Ñëåäîâàòåëíî àêî ϕ(Tmin) > 0, òî (I) íÿìà ðåøåíèå. Àêî ϕ(Tmin) = 0, òî (I) èìà åäèíñòâåíè
ðåøåíèå è àêî ϕ(Tmin) < 0, òî (I) èìà òî÷íî äâå ðåøåíèÿ.
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Ïðîãðàìà çà âèçóàëèçàöèÿ

Ïî - íàäîëó å ïðåäñòàâåíà ïðîãðàìà, ðåàëèçèðàíà íà Wolfram Mathematica, êîÿòî ïðè ïî-
äàäåíè ñòîéíîñòè íà âñè÷êè ïàðàìåòðè îò ìîäåëà íà Çàäà÷à 1 êàòî âõîäíè äàííè, âðúùà
îòãîâîð äàëè óðàâíåíèåòî çà îïòèìàëíèÿ ìîìåíòà çà íàïóñêàíå íà ïàçàðà èìà ðåøåíèå,
ñòîéíîñòòà íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå, ñòîéíîñòòà íà êðèòåðèÿ è ãðàôèêà íà îïòèìàëíàòà
òðàåêòîðèÿ çà Çàäà÷à 1 . Äàäåíè è ñà òðè êîíêðåòíè ïðèìåðà.

Ïðîãðàìà:
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Ïðèìåð 1:

Ðàçãëåæäàìå Çàäà÷à 1 â ñëåäíèÿ âèä:

∫ ∞
0

e−t
([
Gu(t)

]+ − 1

2
u2(t)

)
dt −→

u
max

Ġu(t) = −Gu(t) + 5u(t)− 2

Gu(0) = 3

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ðåàëèçèðàìå ôóíêöèÿòà GetPro�tValue[1, 1, 1, 1, 1, 5, 2, 3].

Ðåçóëòàòúò îò ïðîãðàìàòà å:

Óðàâíåíèåòî çà íàìèðàíå íà îïòèìàëíèÿ ìîìåíòà çà íàïóñêàíå íà ïàçàðà íÿìà ðåøåíèå.

Ñòîéíîñòòà íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå çà Çàäà÷à 1 å êîíñòàíòàòà u∗ = 5/2

Îïòèìàëíàòà ñòîéíîñò íà êðèòåðèÿ íà Çàäà÷à 1 å
(
Gu∗(.), u

∗(.)
)

= 29/8

Ãðàôèêà 1:
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Ïðèìåð 2:

Ðàçãëåæäàìå Çàäà÷à 1 â ñëåäíèÿ âèä:

∫ ∞
0

e−t
([
Gu(t)

]+ − 1

2
u2(t)

)
dt −→

u
max

Ġu(t) = −Gu(t) + 4u(t)− 6

Gu(0) = 3

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ðåàëèçèðàìå ôóíêöèÿòà GetPro�tValue[1, 1, 1, 1, 1, 4, 6, 3].

Ðåçóëòàòúò îò ïðîãðàìàòà å:

Óðàâíåíèåòî çà íàìèðàíå íà îïòèìàëíèÿ ìîìåíò çà íàïóñêàíå íà ïàçàðà èìà åäèíñòâåíî
ðåøåíèå.

Îïòèìàëíèÿò ìîìåíò çà íàïóñêàíå íà ïàçàðà å T ∗ = 0.82141820.

Ñòîéíîñòòà íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå çà Çàäà÷à 1 å ôóíêöèÿòà u∗(t) = 2− 2e−1.64284+2 t.

Îïòèìàëíàòà ñòîéíîñò íà êðèòåðèÿ íà Çàäà÷à 1 å
(
Gu∗(.), u

∗(.)
)

= 0.671546

Çà ñðàâíåíèå ñòîéíîñòòà íà êðèòåðèÿ íà Çàäà÷à 1 ñ ïîñòîÿííîòî óïðàâëåíèå u∗ = 2 e 0.5.(Âèæ
áåëåæêà îò Òâúðäåíèå 1).

Ãðàôèêà 2:
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Ïðèìåð 3:

Ðàçãëåæäàìå Çàäà÷à 1 â ñëåäíèÿ âèä:

∫ ∞
0

e−t
([
Gu(t)

]+ − 1

2
u2(t)

)
dt −→

u
max

Ġu(t) = −Gu(t) + 5u(t)− 8

Gu(0) = 3

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ðåàëèçèðàìå ôóíêöèÿòà GetPro�tValue[1, 1, 1, 1, 1, 5, 8, 3].

Ðåçóëòàòúò îò ïðîãðàìàòà å:

Óðàâíåíèåòî çà íàìèðàíå íà îïòèìàëíèÿ ìîìåíò çà íàïóñêàíå íà ïàçàðà èìà äâå ðåøåíèÿ.
Te ñà ñúîòâåòíî T1 = 0.916291 è T2 = 1.23823

Îïòèìàëíèÿò ìîìåíò çà íàïóñêàíå íà ïàçàðà å T1 = 0.916291

Ñòîéíîñòòà íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå çà Çàäà÷à 1 å ôóíêöèÿòà u∗(t) = 5/2−5/2e−1.83258+2 t.

Îïòèìàëíàòà ñòîéíîñò íà êðèòåðèÿ íà Çàäà÷à 1 å
(
Gu∗(.), u

∗(.)
)

= 0.585.

Çà ñðàâíåíèå ñòîéíîñòòà íà êðèòåðèÿ íà Çàäà÷à 1 ñ ïîñòîÿííîòî óïðàâëåíèå u∗ = 5/2 e 0.52.

Ãðàôèêà: 3
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Â ïðèìåð 1 Çàäà÷à 3 íÿìà ðåøåíèå, à Çàäà÷à 2 èìà ðåøåíèå(òÿ âèíàãè èìà ðåøåíèå). Íà
ãðàôèêà 1 å íàðèñóâàíà îïòèìàëíàòà òðàåêòîðèÿ íà Çàäà÷à 2 è ñúîòâåòíî îïòèìàëíà çà
Çàäà÷à 1.

Â ïðèìåð 2 è Çàäà÷à 3 è Çàäà÷à 2 èìàò ðåøåíèå. Íà ãðàôèêà 2 ñà íàðèñóâàíå îïòèìàëíèòå
òðàåêòîðèÿ íà çàäà÷à 2 â æúëòî, îïòèìíàëàòà òðàåêòîðèÿ íà çàäà÷à 3 â ñèíüî, à â ëèëàâî å
íà÷åðòàíà ëèíèÿòà íà ðàâíîâåñíàòà òî÷êà Ĝ.

Â ïðèìåð 3 è Çàäà÷à 3 è Çàäà÷à 2 èìàò ðåøåíèÿ. Çàäà÷à 3 èìà äâà êàíäèäàòà çà îïòèìàëíà
òðàåêòîðèÿ. Íà ãðàôèêà 3 òå ñà îöâåòåíè â ñèíüî è ëèëàâî. Îïòèìàëíàòà òðàåêòîðèÿ çà
Çàäà÷à 3 è ñúîòâåòíî çà Çàäà÷à 1 å îöâåòåíàòà â ñèíüî.
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4 Èçïîëçâàíè òâúðäåíèÿ

Â òîçè ðàçäåë ìîæå äà áúäàò íàìåðåíè îñíîâíèòå äåôèíèöèè, òâúðäåíèÿ è òåîðåìè îò

òåîðèÿòà íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå è äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ, èçïîëçâàíè â

îñòàíàëèòå ðàçäåëè îò íàñòîÿùàòà äèïëîìíàòà ðàáîòà.

(I) Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ:

Ôîðìóëà íà Êîøè çà ðåøåíèåòî íà ëèíåéíè ÎÄÓ:

Íåêà G(t) å äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ íà âðåìåòî t.

Òîãàâà:

(ÔÍÊ1) G(t) = eα (t−t0) G0

e ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè:


d
dt
G(t) = αG(t)

G(t0) = G0

α > 0

(ÔÍÊ2) G(t) = e

∫ t

t0

α(s) ds
G0

e ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè:
d
dt
G(t) = α(t)G(t)

G(t0) = G0

α(t) - èíòåãðóåìà

(ÔÍÊ3) G(t) = e

∫ t

t0

α(s) ds
G0 +

∫ t

t0

β(s) e

∫ t

s

α(σ) dσ
ds

e ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè:


d
dt
G(t) = α(t)G(t) + β(t)

G(t0) = G0

α(t) è β(t) - èíòåãðóåìè
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(II) Îïòèìàëíî óïðàâëåíèå:

Ñëåäâàéêè [4, ñòð. 76] ðàçãëåæäàìå ñëåäíàòà çàäà÷à íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå:

Çàäà÷à ñ áåçêðàåí âðåìåâè õîðèçîíò:

I
(
x(.), u(.)

)
:=

∫ +∞

0

e−ρ t L
(
x(t), u(t), t

)
dt −→ max (ÁÕ1)

ẋ(t) = f̄
(
x(t), u(t), t

)
, çà âñÿêî t ∈ [0,+∞) (ÁÕ2)

x(0) = x0, (ÁÕ3)

êúäåòî: òðàåêòîðèÿòà x(.) ïðèåìà ñòîéíîñòè â îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî X íà Rn,

óïðàâëåíèåòî u(.) å îãðàíè÷åíà è èçìåðèìà ôóíêöèÿ ïðèåìàùà ñòîéíîñòè â çàòâîðåíî

ïîäìíîæåñòâî U íà Rm, ôóíêöèèòå f̄ : X × U × [0,+∞)→ Rn è L : X × U × [0,+∞)→ R

ñà íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìè ïî ôàçîâàòà ïðîìåíëèâà x(t), ïàðàìåòúðúò ρ å

íåîòðèöàòåëíî ÷èñëî è ñå íàðè÷à äèñêîíòèðàù ìíîæèòåë.

Äåôèíèöèÿ 5.1:

Íàðåäåíàòà äâîéêà òðàåêòîðèÿ è óïðàâëåíèå
(
x(.), u(.)

)
ùå íàðè÷àìå äîïóñòèì ïðîöåñ íà

çàäà÷àòà (ÁÕ1)÷(ÁÕ3), àêî x(.) e ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî íà äèíàìèêàòà (ÁÕ2)÷(ÁÕ3)

ñ óïðàâëåíèå u(.) â èíòåðâàëà [0,+∞) è èíòåãðàëúò (ÁÕ1) çàìåñòåí ñúñ ñúîòâåòíèòå

x(.) è u(.) å ñõîäÿù.

Äåôèíèöèÿ 5.2:

Ïðîöåñúò
(
x∗(.), u∗(.)

)
íà çàäà÷àòà (ÁÕ1)÷(ÁÕ3) ùå íàðè÷àìå îïòèìàëåí, àêî å äîïóñòèì è

I
(
x∗(.), u∗(.)

)
≥ I

(
x(.), u(.)

)
çà âñåêè äîïóñòèì ïðîöåñ

(
x(.), u(.)

)
íà çàäà÷àòà (ÁÕ1)÷(ÁÕ3).

Òðàåêòîðèÿòà x∗(.) ñå íàðè÷à îïòèìàëíà òðàåêòîðèÿ, à óïðàâëåíèåòî u∗(.) ñå íàðè÷à îïòè-
ìàëíî óïðàâëåíèå.

54



55

Ñúùåñòâóâàíå íà îïòèìàëåí ïðîöåñ:

Òåîðåìà 5.1.[6, ñòð. 237, Òåîðåìà 15]:

Çà çàäà÷à (ÁÕ1)÷(ÁÕ3) äà äîïóñíåì, ÷å ôóíêöèèòå L
(
x(.), u(.), t

)
è f̄
(
x(.), u(.), t

)
ñà íåïðå-

êúñíàòè. Äà äîïóñíåì ñúùî, ÷å ìíîæåñòâîòî U å îãðàíè÷åíî è ñúùåñòâóâà ÷àñòè÷íî íåïðå-

êúñíàòà ôóíêöèÿ φ(.), çà êîÿòî φ(t) ≥ 0 çà âñÿêî t ∈ [0,+∞],

∫ +∞

0

φ(t) dt < +∞

è L
(
x(t), u(t), t

)
≤ φ(t) çà âñåêè ïðîöåñ

(
x(.), u(.)

)
íà çàäà÷à (ÁÕ1)÷(ÁÕ3) è çà âñÿêî t ∈

[0,+∞). Ïî íàòàòúê äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâàò íåîòðèöàòåëíè è ÷àñòè÷íî íåïðåêúñíàòè
ôóíêöèè a(t) è b(t) òàêèâà, ÷å ‖f̄

(
x, u, t

)
‖ ≤ a(t) ‖x‖+ b(t) çà âñÿêî t ∈ [0,+∞).

Ïîñëåäíî äà äîïóñíåì, ÷å ìíîæåñòâîòî N
(
x, U, t

)
= {
(
L(
(
x, u, t

)
+ε, f̄

(
x, u, t

)
)
)

: u ∈ U, ε ≤ 0}
e èçïúêíàëî çà âñåêè (x, t). Òîãàâà îò ñúùåñòâóâàíåòî íà ïðîöåñ íà çàäà÷à (ÁÕ1)÷(ÁÕ3)
ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà îïòèìàëåí ïðîöåñ íà çàäà÷à (ÁÕ1)÷(ÁÕ3).

Íàìèðàíå íà îïòèìàëíî óïðàâëåíèå:

Ñëåäâàéêè [2]:

(A1) Ñúùåñòâóâà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ γ : [0,+∞)→ (0,+∞) è ëîêàëíî èíòåãðóåìà ôóí-
êöèÿ ψ : [0,+∞)→ R, òàêèâà ÷å {x : ‖x− x∗(t)‖ ≤ γ(t)} ⊆ X çà âñÿêî t ≥ 0 è çà ïî÷òè âñÿêî
t ∈ [0,+∞) max

{x:‖x−x∗(t)‖≤g(t)}
{‖fx

(
x, u∗(t), t

)
‖ + ‖Lx

(
x, u∗(t), t

)
‖} ≤ ψ(t), êúäåòî

(
x∗(t), u∗(t)

)
å

ïðîèçâîëåí ïðîöåñ íà çàäà÷àòà (ÁÕ1)÷(ÁÕ3).

(A2) Ñúùåñòâóâà ÷èñëî β > 0 è íåîòðèöàòåëíà, èíòåãðóåìà ôóíêöèÿ λ : [0,+∞) → R,
òàêâà ÷å çà âñÿêî ξ ∈ X ñ íîðìà ‖ξ − x0‖ < β óðàâíåíèåòî (ÁÕ2) ñ u(.) = u∗(.) è íà÷àëíî
óñëîâèå x(0) = ξ(âìåñòî x(0) = x0) èìà ðåøåíèå x

(
ξ; .
)
âúðõó èíòåðâàëà [0,+∞) â X è ñú-

ùî òàêà max
x∈[x(ξ;t),x∗(t)]

| < Lx
(
x, u∗, t

)
, x
(
ξ; t
)
− x∗(t) > | ≤ ‖ξ − x0‖λ(t).., êúäåòî: [x

(
ξ; t
)
, x∗(t)] =

co{x
(
ξ; t
)
, x∗(t)} è

(
x∗(.), u∗(.)

)
å ïðîèçâîëåí ïðîöåñ íà çàäà÷àòà (ÁÕ1)÷(ÁÕ3).

Äåôèíèöèÿ 5.3: Äîïóñòèìèÿò ïðîöåñ
(
x∗(.), u∗(.)

)
íà çàäà÷à (ÁÕ1)÷(ÁÕ3) ñå íàðè÷à

LWOO(locally weakly overtaking optimal) àêî ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å çà âñåêè äîïóñòèì
ïðîöåñ(
x(.), u(.)

)
íà çàäà÷à (ÁÕ1)÷(ÁÕ3) óäîâëåòâîðÿâàùî, ÷å µ

(
t ≥ 0|u(t) 6= u∗(t)

)
≤ δ è çà âñåêè

ε > 0, T > 0 ñúùåñòâóâà T ′ > T , òàêîâà ÷å∫ T ′

0

L
(
x∗(t), u∗(t), t

)
dt ≥

∫ T ′

0

L
(
x(t), u(t), t

)
dt− ε

.

Áåëåæêà:ßñíî å, ÷å àêî
(
x(.), u(.)

)
å îïòèìàëåí ïðîöåñ íà çàäà÷à (ÁÕ1)÷(ÁÕ3), òî

(
x(.), u(.)

)
å LWOO ïðîöåñ íà çàäà÷à (ÁÕ1)÷(ÁÕ3).
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Òåîðåìà 5.2.[2, Òåîðåìà 3.3]:

Íåêà (x∗(.), u∗(.)) å LWOO ïðîöåñ íà çàäà÷à (ÁÕ1)÷(ÁÕ3). Äà äîïóñíåì, ÷å (À1) è (À2) ñà

èçïúëíåíè. Òîãàâà ôóíöêèÿòà ψ(t) = Z∗(t)

∫ +∞

t

[Z∗(s)]
−1 Lx

(
x∗(s), u∗(s), s

)
ds, t ∈ [0,+∞) å

ëîêàëíî àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòà è óäîâëåòâîðÿâà îñíîâíèòå óñëîâèÿ íà ïðèíöèï çà

ìàêñèìóìà íà Ïîíòðÿãèí, ò.å.:

(1) ψ(.) å ðåøåíèå íà ñïðåãíàòîòî óðàâíåíèå:

d

dt
ψ(t) = −Hx

(
x∗(t), u∗(t), ψ(t), t

)
(2) Óñëîâèåòî çà ìàêñèìóì å èçïúëíåíî:

H
(
x∗(t), u∗(t), ψ(t), t

)
= max

u∈U
H
(
x∗(t), u(t), ψ(t), t

)
Áåëåæêè:

H
(
x(.), u(.), ψ(.), t

)
e xàìèëòîíèàíúò íà çàäà÷à (ÁÕ1)÷(ÁÕ3):

H
(
x, u, ψ, t

)
:= e−ρ t L

(
x, u, t

)
+ ψ f

(
x, u, t

)
Z∗(t) å ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà îò ðåøåíèÿ íà ñïðåãíàòîòî ëèíåàëèçèðàíî óðàâíåíèå:

Ż(t) = −[fx
(
x∗(t), u(t), t

)
]∗ Z(t)

Z(0) = E

Ïîä [fx
(
x∗(t), u(t), t

)
]∗ ðàçáèðàìå òðàíñïîíèðàíàòà ìàòðèöà íà ìàòðèöàòà fx

(
x∗(t), u(t), t

)
.
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Çàäà÷à ñúñ ñâîáîäåí äåñåí êðàé:

J
(
x(.), u(.), T

)
:=

∫ T

0

e−ρ t L
(
x(t), u(t), t

)
dt −→ max (ÑÄÊ1)

ẋ(t) = f̄
(
x(t), u(t), t

)
, çà âñÿêî t ∈ [0, T ] (ÑÄÊ2)

x(0) = x0, (ÑÄÊ3)

êúäåòî: òðàåêòîðèÿòà x(.) ïðèåìà ñòîéíîñòè â îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî X íà Rn,

óïðàâëåíèåòî u(.) å îãðàíè÷åíà è èçìåðèìà ôóíêöèÿ ïðèåìàùà ñòîéíîñòè â çàòâîðåíî

ïîäìíîæåñòâî U íà Rm, ôóíêöèèòå f̄ : X × U × [0,+∞)→ Rn è L : X × U × [0,+∞)→ R

ñà íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìè ïî ôàçîâàòà ïðîìåíëèâà x(t), à T å ïîëîæèòåëíî ðåàëíî
÷èñëî.

Äåôèíèöèÿ 5.4:

Íàðåäåíàòà òðîéêà òðàåêòîðèÿ, óïðàâëåíèå è âðåìåâè ìîìåíò
(
x(.), u(.), T

)
ùå íàðè÷àìå

äîïóñòèì ïðîöåñ â èíòåðâàëà [0, T ] íà çàäà÷à (ÑÄÊ1)÷(ÑÄÊ3), àêî x(.) å ðåøåíèå íà óðàâ-
íåíèåòî íà äèíàìèêàòà (ÑÄÊ2)÷(ÑÄÊ3) ñ óïðàâëåíèå u(.) â èíòåðâàëà [0, T ] ñ ôèêñèðàí
âðåìåâè ìîìåíò T .

Äåôèíèöèÿ 5.5:

Íàðåäåíàòà òðîéêà òðàåêòîðèÿ, óïðàâëåíèå è âðåìåâè ìîìåíò
(
x∗(.), u∗(.), T ∗

)
ùå íàðè-

÷àìå îïòèìàëåí ïðîöåñ â èíòåðâàëà [0, T ∗] íà çàäà÷à (ÑÄÊ1)÷(ÑÄÊ3), àêî å äîïóñòèì è
J
(
x∗(.), u∗(.), T ∗

)
≥ J

(
x(.), u(.), T

)
çà âñåêè ïðîöåñ

(
x(.), u(.), T

)
íà çàäà÷à (ÑÄÊ1)÷(ÑÄÊ3)

ñ T > 0.Òðàåêòîðèÿòà x∗(.) ñå íàðè÷à îïòèìàëíà òðàåêòîðèÿ, óïðàâëåíèåòî u∗(.) ñå íàðè÷à
îïòèìàëíî óïðàâëåíèå, à T ∗ ñå íàðè÷à îïòèìàëåí êðàåí ìîìåíò.
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Tåîðåìà 5.3[7, 116ñòð]:

Íåêà
(
x∗(.), u∗(.), T ∗

)
å îïòèìàëåí ïðîöåñ â èíòåðâàëà [0, T ∗] çà çàäà÷à (ÑÄÊ2)÷(ÑÄÊ3).

Òîãàâà ñúùåñòóâàò
(
p0, p(t)

)
, òàêèâà ÷å:

(1) p0 ∈ {0, 1}.

(2)
(
p0, p(t)

)
6=
(
0, 0
)
çà âñÿêî t ∈ [0, T ∗].

(3)
d

dt
p(t) = −Hx

(
x∗(t), u∗(t), p0, p(t), t

)
(4) H

(
x∗(t), u∗(t), p0, p(t), t

)
= max

u∈U
H
(
x∗(t), u(t), p0, p(t), t

)
(5) H

(
x∗(T ∗), u∗(T ∗), p0, p(T

∗), T ∗
)

= 0

Èçïúëíåíî å è óñëîâèåòî çà òðàñôåðçàëíîñò: p(T ∗) = 0.

Áåëåæêè:

H
(
x(.), u(.), p0, p(.), t

)
e xàìèëòîíèàíúò íà çàäà÷à (ÑÄÊ1)÷(ÑÄÊ3):

H
(
x, u, p0, p(.), t

)
:= p0 e

−ρ t L
(
x, u, t

)
+ p f̄

(
x, u, t

)
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5 Çàêëþ÷åíèå

Â òàçè äèïëîìíà ðàáîòà ñà ðàçãëåäàíè äâå îñíîâíè ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëà, ñúîòâåòíî â
ðàçäåë 2 è ðàçäåë 3. Îñíîâíèòå ðåçóëòàòè ñà ñúîòâåòíî:

• Ëåìà 3.3 è Ëåìà 3.4 èçÿñíÿâàò âÿðíîñòòà íà Ëåìà 2 îò [3].

• Íàïðàâåíà å ïðîãðàìà çà âèçóàëçèçàöèÿ çà Çàäà÷à 1 è ñà ðàçãëåäàíè òðè ïðèìåðà.

• Íàïðàâåí å îáîáùåí ìîäåë íà ìîäåëà ðàçãëåäàí â [3].

• Ëåìà 2.1 äîêàçâà, ÷å Oáîáùåíà çàäà÷à 1 èìà ðåøåíèå.

• Ëåìà 2.2 è ñëåäñòâèå 2.3 õàðàêòåðèçèðàò ñòðóêòóðàòà íà îïòèìàëíèòå òðàåêòîðèè íà
Oáîáùåíà çàäà÷à 1 .

• Òåîðåìà 2.4 è 2.5 äàâàò âðúçêà ìåæäó ðåøåíèÿòà íàOáîáùåíà çàäà÷à 1 èOáîáùåíà
çàäà÷à 3 .

• Ëåìà 2.6 è Ëåìà 2.7 õàðàêòåðèçèðà âèäà íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå íà Oáîáùåíà
çàäà÷à 1 â çàâèñèìîñò îò òîâà äàëè Oáîáùåíà çàäà÷à 3 èìà ðåøåíèå.
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