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Глава 1

Въведение

1.1 Увод
В много задачи от практиката се налага пресмятането на определени ин-
теграли от вида

I[f ] =

b∫

a

f(x)dx,

понеже чрез тяхната стойност могат да се изразяват лица на области, лица
на околната повърхнина и обеми на ротационни тела, дължини на криви и
т.н.

В относително малък дял от случаите, стойността на този интеграл мо-
же да бъде пресметната точно дори ако знаем явния вид на подинтеграл-
ната функция.

За приближеното му пресмятане обикновено се използват така нарече-
ните квадратурни формули Q (формули, които пресмятат лице), в които
могат да участват стойности както на подинтегралната функция така и на
някои нейни производни, т.е. фукнционали от вида

Q[f ] =
n∑

i=1

νi−1∑
j=0

aijf
(j)(xi), (1.1.1)

където {xi}n
i=1 се наричат възли на Q, естествените числа {νi}n

i=1 определят
техните кратности, като max

i
{νi} = ν, а {aij} са коефициентите на Q. В

повечето случаи се предполага, че a ≤ x1 < x2 < · · · < xn ≤ b.
Свободните параметри на квадратурната формула Q често се избират

така, че тя да бъде точна (да пресмята точно стойността на интеграла) за
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определен клас от функции, обикновено за класа на алгебричните полиноми
до някоя степен включително.

За такива квадратурни формули се дефинира понятието алгебрична
степен на точност на квадратурната формула Q (АСТ (Q)) като най-
голямото цяло неотрицателно число m, за което формулата е точна за
всички полиноми от степен ненадминаваща m.

Така за функционала на грешката R[Q; f ] := I[f ] − Q[f ] на квадратур-
ната формула имаме

R[Q; f ] = 0, ако f ∈ πm, и R[Q; f ] 6= 0, ако f ∈ πm+1 \ πm,

където с πm сме отбелязали класа от всички алгебрични полиноми на една
променлива с реални коефициенти от степен по-малка или равна на m

πm =

{
m∑

k=0

akt
m−k, ak ∈ R

}
.

В едномерния случай съществува добре развита теория за оценка на
грешката на квадратурни формули, в случаите когато подинтегралната
фукция принадлежи на класовете на Соболев

W r
p [a, b] :=

{
f ∈ Cr−1[a, b] : f (r−1)абс. непр. в (a, b), ‖f (r)‖Lp[a,b] < ∞}

,

където с

‖f‖Lp[a,b] :=




b∫

a

|f(x)|pdx




1
p

и ‖f‖L∞[a,b] = esssup
x∈[a,b]

|f(x)|

са означени съответните Lp[a, b]−норми в пространствата от функции

Lp[a, b] :=

{
f : [a, b] → R,

∫ b

a

|f(x)|pdx < ∞
}

,

за 1 ≤ p < ∞, и

L∞[a, b] :=

{
f : [a, b] → R : esssup

x∈[a,b]

|f(x)| < ∞
}

.

Тази теория се базира на интегралното представяне на специален клас
от линейни функционали с ядра на Пеано, с чиято помощ могат да се по-
лучат точни оценки за грешката на съответната квадратурна формула.
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В сила е следният класически резултат на Пеано.

Теорема 2.1.1 (Пеано) Нека L е произволен линеен функционал, дефини-
ран върху пространството W r

1 [a, b], който се анулира върху множеството
πr−1. Тогава за L е в сила следното представяне

L[f ] =

∫ b

a

Kr(t)f
(r)(t)dt,

където

Kr(t) = L
[(· − t)r−1

+

(r − 1)!

]
, u+ = max{u, 0}.

Kато приложим Теоремата на Пеано към остатъка R[Q; f ] = I[f ]−Q[f ]
на квадратурна формула Q, получаваме

Следствие 2.1.1Нека Q е квадратурна формула от вида (1.1.1) с АСТ (Q) =
m, където ν ≤ r ≤ m+1. Ако f ∈ W r

1 [a, b], то имаме следното представяне
за грешката на квадратурната формула Q:

R[Q; f ] =

b∫

a

Kr(Q; t)f (r)(t) dt, (2.1.2)

където

Kr(Q; t) = R
[(· − t)r−1

+

(r − 1)!

]
(2.1.3)

е r-тото ядро на Пеано за квадратурната формула Q.

Ако квадратурната формула Q е от вида (1.1.1) и АСТ (Q) ≥ r − 1, то
за функции f от класа на Соболев W r

p [a, b] може да бъде оценена грешката
R[Q; f ] на квадратурната формула Q.

Неравенството на Хьолдер, приложено към интегралното представяне
от равенство (2.1.2) дава следната точна оценка на грешката

|R[Q; f ]| ≤ cr,p(Q)‖f (r)‖Lp[a,b], (2.1.4)

cr,p(Q) = ‖Kr(Q; ·)‖Lq [a,b],
1

p
+

1

q
= 1.

Трябва да отбележим, че по принцип не е лесно да бъдат пресметнати
точните стойности на константите на Пеано cr,p(Q) дори в най-често изпол-
званите случаи p = 1, 2 и ∞.

Изключение при p = ∞ прави случаят когато квадратурната формула
има ядро на Пеано с постоянен знак за t ∈ [a, b], т.е. когато Q е дефинитна
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квадратурна формула от ред r. Тогава след прилагане на теоремата за
средните стойности в равенство (2.1.2) получаваме

R[Q; f ] = f (r)(ξ)

b∫

a

Kr(Q; t)dt, за някое ξ ∈ (a, b), (2.1.5)

така за константата на грешката имаме cr,∞(Q) =

∣∣∣∣R
[
Q;

(·)r

r!

]∣∣∣∣ .

Oт (2.1.5) можем да определим знака на грешката R[Q; f ] в случай,
че освен знакът на Kr(Q; t) и знакът на f (r) също е постоянен в (a, b),
т.е. дефинитните квадратурни формули при постоянен знак на f (r) в (a, b)
задават едностранни приближения за стойността на интеграла I[f ].

Свойства като дефитност и монотонност при редици от квадратурни
формули често се използват в численото интегриране за получаване на
апостериорни оценки на грешката, както и за правила за прекратяване на
изчисленията (вж. [6], [7], [8] и цитираната в тях литература).

По-сложно стоят нещата при пресмятането на интеграли от по-висок
ред, например за пресмятането на интеграли от вида

∫

Ω

f(x)dx,

∫

∂Ω

f(x)dσ(x) или
∫

Γ

f(x)d l(x),

където x ∈ Rd е d- мерен вектор, Ω ⊂ Rd е произволна област, а Γ е произ-
волна крива в Rd.

Трудностите в многомерния случай възникват поради многообразието
на областите на интегриране както, и поради различните видове повърх-
нинни интеграли.

Тук отново за приближено пресмятане на съответните интеграли се
използват функционали, наречени кубатурни формули (формули, които
пресмятат обем).

В многомерния случай, ако искаме дадена кубатурна формула да бъде
точна за някой клас от функции, трябва да използваме голямо количество
от стойности на функцията. Това се дължи на факта, че в Rd, например
пространствата πn(Rd) от алгебричните полиноми на d променливи от то-
тална степен n бързо увеличават размерността си с нарастването на n.

Трябва да отбележим още, че при кубатурните формули нито постига-
нето на висока алгебрична степен на точност, нито оценката на грешката е
тривиална задача. За да бъде постигнато това понякога се използва инфор-
мация от нестандартен тип, която е може би „по-естествена“ от точковата
за пресмятане на интеграли от по-висок ред.
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В настоящата дисертация са получени някои квадратурни и кубатурни
формули, базиращи се на такава информация. По-конкретно, в Глава 4 са
получени квадратурни формули за приближение на интеграла на нормал-
ната вероятност; в Глава 2 се изучават кубатурни формули за правоъгълна
област ∆ от равнината, които освен стойности на подинтегралната функция
в точки използват и няколко интеграла по линии от ∆; Глава 3 е посвете-
на на кубатурни формули от Гаусов тип за пресмятане на интеграл върху
единичната сфера в Rd, използващи като информация интеграли върху
(d− 2)-мерни сфери.

1.2 Съдържание на дисертацията
Основната част от резултатите в дисертацията са публикувани в [9, 10, 15,
21].

Номерацията на всички определения, теореми, твърдения, равенства и
т.н. се състои от три компонента, първите два указват раздела, в който се
намира съответния елемент, а третия - поредният му номер.

Глава 2 е посветена на получаването на редици от кубатурни формули
с различни свойства за приближаване на двойния интеграл върху право-
ъгълна област ∆ в R2, т.е.

I[f ] :=

∫∫

∆

f(x, y) dxdy,

където
∆ = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}.

Стандартен начин за приближаване на I[f ] е с помощта на кубатурна
формула C[f ],

I[f ] ≈ C[f ] =

n1∑
i=1

n2∑
j=1

aijf(ti, τj),

където за точките {(ti, τj)} обикновено се предполага, че лежат в областта
на интегриране.

В случая на правоъгълна област е възможна употребата на кубатурни
формули от тип произведение, които се получават след последователното
прилагане на две квадратурни формули по всяко от направленията (вж.
напр. [22], [5])

C[f ] = C(Q1, Q2)[f ] :=

n1∑
i=1

n2∑
j=1

cidjf(ti, τj), (2.2.1)
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където Q1[g] =

n1∑
i=1

cig(ti) и Q2[g] =

n2∑
j=1

djg(τj) са квадратурни формули за

приближаване съответно на `1[g] :=

b∫

a

g(x) dx и `2[g] :=

d∫

c

g(x) dx.

При прилагането на кубатурни формули възникват някои естествени
въпроси, свързани с големината на грешката

E[C; f ] := I[f ]− C[f ] :

Колко малка е величината |E[C; f ]|?
Възможно ли е както в едномерния случай да бъде намерена оценка

за |E[C; f ]|, в която участва дадена норма на една единствена фиксирана
частна производна на подинтегралната функция, например Dr,sf?

Можем ли да построим дефинитни кубатурни формули от ред (r, s)?
и т.н.

Отговорът на втория въпрос е отрицателен. Наистина, ако допуснем, че
съществува оценка за грешката от вида |E[C; f ]| ≤ cr,s(C)‖Dr,sf‖, тогава
кубатурната формула C ще е точна за всички функции от Br,s(∆).

С Bm,n(∆) означаваме класа от блендинг функциите на две променливи,
които представляват естествено обобщение на алгебричните полиноми на
една променлива,

Bm,n(∆) := {f ∈ Cm,n(∆) : Dm,nf = 0}.

Тук, Dm,nf :=
∂m+nf

∂xm∂yn
, а

Cm,n(∆) := {f : ∆ → R : Di,jf е непрекъсната , 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n}.
Аналогично на едномерното понятие алгебрична степен на точност, в

двумерния случай бихме могли да разглеждаме понятието блендинг-степен
на точност.

Обаче за разлика от едномерния случай, линейното пространство от
блендинг функциите Br,s(∆) е безкрайномерно, и не съществува кубатурна
формула, използваща само стойности на функцията в краен брой точки,
която да е точна за всяка функция f ∈ Br,s(∆).

За да получим кубатурни формули, чиято грешка да се оценява с нор-
мата на една единствена производна на подинтегралната функция, ние ще
използваме интерполация с блендинг функции. Този подход води до куба-
турни формули, които наред с обичайната точкова информация използват
и интеграли от функцията по линии(вж. [9], [10]).
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Всеки две множества

X = {x1, x2, . . . , xm} и Y = {y1, y2, . . . , yn},
където a ≤ x1 < x2 < · · · < xm ≤ b и c ≤ y1 < y2 < · · · < yn ≤ d, пораждат
блендинг мрежа G = G(X,Y), където

G(X,Y) := {(x, y) ∈ ∆ :
m∏

µ=1

(x− xµ)
n∏

ν=1

(y − yν) = 0}.

С Lx и Ly означаваме съответно интерполационните оператори на Лаг-
ранж на променливите x и y, дефинирани с интерполационните възли X и
Y.

Тогава имаме следната теорема за интерполацията с блендинг функции
(вж. напр. Хаусман и Целер [2])

Теорема 2.1.4 За всяка функция на две променливи f дефинирана върху
∆ съществува единствена интерполираща блендинг функция на Лагранж
Bf = BGf ∈ Bm,n(∆), която удовлетворява условието Bf|G(X,Y ) = f|G(X,Y ).
Тя се представя във вида

Bf = Lxf + Lyf − LxLyf. (2.1.10)

Ако числата r, s ∈ N са такива, че r ≤ m и s ≤ n и функцията f принад-
лежи на класа Cr,s(∆), тогава за разликата f−Bf е валидно представянето

f −Bf = (Id− Lx)(Id− Ly)f, (2.1.11)

където с Id е означен идентитетът.
Интерполационните оператори на Лагранж Lx и Ly запазват полино-

мите от класовете πr−1 и πs−1. Ако означим с Kr(x, t) и Ks(y, τ) ядрата на
Пеано съответно на операторите Id−Lx и Id−Ly и приложим в равенство
(2.1.11) теоремата на Пеано към функционалите Id−Lx и Id−Ly, за всяка
точка (x, y) ∈ ∆ получаваме

f(x, y)−Bf(x, y) =

∫∫

∆

Kr(x, t)Ks(y, τ)Dr,sf(t, τ) dtdτ. (2.1.12)

Вместо да търсим приближение на I[f ] с кубатурната формула C[f ] ще
използваме приближението

I[f −Bf ] ≈ C[f −Bf ],
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където C е кубатурна формула от обичайния вид, т.е. съдържа само стой-
ности на подинтегралната функция в краен брой точки.

По този начин получаваме една нова кубатурна формула S[f ] за при-
ближено пресмятане на I[f ],

I[f ] ≈ S[f ], S[f ] := C[f ] + I[Bf ]− C[Bf ]. (2.2.2)

Като съставна част в S участва изразът I[Bf ], който изглежда по раз-
личен начин от обичайните кубатурни формули.

Така блендинг кубатурна формула CB[f ] := I[Bf ] се получава ако вмес-
то функцията интегрираме нейната интерполираща блендинг функция Bf ,
използва m + n едномерни интеграла от функцията по линии от блендинг
мрежата G и е свързана с интерполационните квадратурни формули Q′ и
Q′′, съответстващи на Lx и Ly.

За приближено пресмятане на I[f ] може да се използва и само блендинг
кубатурната формула CB[f ] вместо кубатурната формула S[f ].

Използвайки (2.1.12) получаваме

E[CB; f ] = I[f ]− CB[f ] =

∫∫

∆

Kr(Q
′; t)Ks(Q

′′; τ)Dr,sf(t, τ) dtdτ,

където Kr(Q
′; t) и Ks(Q

′′; τ) са съответно r-тото ядро на Пеано за Q′ и s-тото
ядро на Пеано за Q′′. Неравенството на Хьолдер и последното равенство ни
водят до следната точна оценка за грешката

|E[CB; f ]| ≤ c(r,s),p(CB)‖Dr,sf‖Lp(∆).

Понеже променливите са разделени, то за константата на грешката на
блендинг кубатурната формула CB имаме

c(r,s),p(CB) = cr,p(Q
′)cs,p(Q

′′).

Следователно за блендинг кубатурната формула CB имаме точна тео-
ретична оценка на грешката, в която участва нормата на само една произ-
водна на подинтегралната функция.

От друга страна, за практически цели е удобно да разполагаме с редица
от кубатурни формули, за която абсолютната стойност на грешката нама-
лява с нарастването на поредния номер на съответната формула. Така ще
можем да изчисляваме стойността на I[f ] с произволна отнапред зададена
точност.

Намирането на подобна редица от кубатурни формули може да стане
или чрез увеличаване на броя на линиите от блендинг мрежата, или чрез
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използването на съставни блендинг кубатурни формули. Двата подхода,
обаче водят до нарастване на броя на използваните еднимерни интеграли.
Това е един нежелан ефект, тъй като точното пресмятане на тези интеграли
не е винаги възможно.

Поради тази причина ние ще предпочетем схемата за приближаване
(2.2.2) в следния вариант: блендинг мрежата G остава постоянна, като чис-
лата m и n са сравнително малки. По този начин участващите m + n ин-
теграла по линиите от блендинг мрежата остават непроменени по време на
пресмятанията. За подобряване на приближенията за I[f ] ще променяме са-
мо кубатурната формула C като използваме съставни кубатурни формули
от тип произведение с нарастващ брой възли.

Всяка кубатурна формула S, получена от кубатурната формула от тип
произведение C чрез (2.2.2), ще наричаме модифицирана кубатурна фор-
мула от тип произведение (МКФТП). Tя се определя еднозначно от две
двойки квадратурни формули. Първата двойка (Q′, Q′′) дефинира интерпо-
лиращият блендинг оператор B, а другата двойка (Q1, Q2) поражда куба-
турната формула от тип произведение C(Q1, Q2).

Като използваме (2.1.12), за грешката E[S; f ] на МКФТП S получаваме
следното интегрално представяне

E[S; f ] =

∫∫

∆

Kr,s(S; t, τ)Dr,sf(t, τ) dtdτ, (2.2.4)

където Kr,s(S; t, τ) е ядрото на Пеано от ред (r, s) за S

Kr,s(S; t, τ) = Kr(Q
′, t)Ks(Q

′′, τ)−Q1[Kr(·, t)]Q2[Ks(·, τ)]. (2.2.5)

Следващата теорема ни дава други полезни представяния за Kr,s(S; t, τ).

Теорема 2.2.1 Нека освен общите предположения от началото на раздел
2.2.2 имаме още АСТ (Q1) ≥ m−1 и АСТ (Q2) ≥ n−1. Тогава за (t, τ) ∈ ∆
ядрото на Пеано Kr,s(S; t, τ) притежава следните представяния:

Kr,s(S; t, τ) = Kr(Q
′, t)Ks(Q2; τ) + Kr(Q1; t)Q2[Ks(·, τ)], (2.2.6)

Kr,s(S; t, τ) = Ks(Q
′′, τ)Kr(Q1; t) + Ks(Q2; τ)Q1[Kr(·, t)], (2.2.7)

Kr,s(S; t, τ) =Kr(Q
′, t)Ks(Q2; τ) + Kr(Q1; t)Ks(Q

′′; τ)

−Kr(Q1; t)Ks(Q2; τ).
(2.2.8)

Подобно на едномерния случай за r, s ∈ N и 1 ≤ p ≤ ∞ можем да
разглеждаме класовете на Соболев

W r,s
p (∆) := {f : ∆ → R : ‖Dr,sf‖Lp(∆) < ∞}.
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Ако функцията f е от класа W r,s
p (∆), то тогава от равенство (2.2.4) и

неравенството на Хьолдер получаваме следната точна оценка за грешката
на S

|E[S; f ]| ≤ c(r,s),p(S)‖Dr,sf‖Lp(∆), (2.2.9)

където
c(r,s),p(S) = ‖Kr,s(S; ·, ·)‖Lq(∆),

1

p
+

1

q
= 1

Ако пресмятането на константата на грешката c(r,s),p(S) не е леснo, то
може да се пристъпи към по-нататъшно оценяване.

Използвайки равенство (2.2.8), което ни дава връзка между ядрата на
Пеано за МКФТП S и свързаните с нея квадратурни формули Q′, Q′′, Q1

и Q2, получаваме оценка отгоре за c(r,s),p(S) с помощта на константите на
грешката за тези квадратурни формули.

Следствие 2.2.1 При предположенията от Теорема 2.2.1, за 1 ≤ p ≤ ∞
имаме

c(r,s),p(S) ≤ cr,p(Q
′)cs,p(Q2) + cr,p(Q1)cs,p(Q

′′) + cr,p(Q1)cs,p(Q2). (2.2.10)

Както вече споменахме не е възможно да бъде получена оценка за греш-
ката на обикновената кубатурна формула C, в която участва само една
фиксирана частна производна на подинтегралната функция. Сега ще пока-
жем, че съществува оценка за грешката, но с участието на норми на три
конкретни частни производни. За целта ще изведем едно друго представяне
на модифицираната кубатурна формула от тип произведение S.

Теорема 2.2.2 При предположенията от Теорема 2.2.1 модифицира-
ната кубатурна формула от тип произведение S притежава следното
представяне:

S[f ] = C[f ] + Q′[R[Q2; f((·)Q′ , (·)R)]
]
+ Q′′[R[Q1; f((·)R, (·)Q′′)]

]
. (2.2.11)

Ако подинтегралната функция f е от класа W r,s
p (∆), то за грешката

на кубатурната формула от тип произведение C е изпълнено

|E[C; f ]| ≤c(r,s),p(S) · ‖Dr,sf‖Lp(∆) + cs,p(Q2) · ‖Q′‖ · ‖D0,sf‖Lp(∆)

+ cr,p(Q1) · ‖Q′′‖ · ‖Dr,0f‖Lp(∆).
(2.2.12)

Тук с ||Q′|| и ||Q′′|| сме означили съответно сумата от абсолютните стой-

ности на коефициентите на Q′ и Q′′, т.е. ‖Q′‖ =

n1∑
i=1

|ci| и ‖Q′′‖ =

n2∑
i=1

|di|.
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Забележка 2.2.2 Всъщност по същия начин може да се изведе и следната
по-обща оценка за грешката на |E[C; f ]|

|E[C; f ]| ≤c(r,s),p1(S) · ‖Dr,sf‖Lp1 (∆) + cµ,p2(Q2)‖Q′‖ · ‖D0,µf‖Lp2 (∆)

+ cν,p3(Q1) · ‖Q′′‖ · ‖Dν,0f‖Lp3 (∆),

при условие, че 1 ≤ pi ≤ ∞ (i = 1, 2, 3), µ ≤ АСТ (Q2)− 1, ν ≤ АСТ (Q1)−
1 и производните на подинтегралната функция, намиращи се в дясната
страна на неравенството съществуват заедно със съответните си норми.

Струва си да отбележим, че извеждането на оценки за грешката на
кубатурни формули е нетривиален процес.

В литературата няма много други оценки за грешката на обикновена-
та кубатурна формула C с помощта на производни на подинтегралната
функция. Можем да посочим оценките в [22, Глава 5], които обаче използ-
ват всички частни производни на подинтегралната функция до даден ред
включително.

По аналогия с квадратурните формули МКФТП S ще наричаме поло-
жително (отрицателно) дефинитна от ред (r, s) ако ядрото ѝ на Пеано
Kr,s(S; t, τ) е съответно неотрицателно (неположително) в ∆.

Възползвайки се от резултатата на Теорема 2.2.1, получаваме някои
достатъчни условия за дефинитност на модифицираните кубатурни фор-
мули от тип произведение.

Теорема 2.2.3 Следните условия са достатъчни за това модифицира-
ната кубатурна формула от тип произведение S да бъде положително
дефинитна от ред (r, s):

(i) Q1 и Q′ са положително дефинитни от ред r, Q2 е положителна
и положително дефинитна от ред s, и Ks ≥ 0 в ∆;

(ii) Q1 и Q′ са отрицателно дефинитни от ред r, Q2 е положителна
и отрицателно дефинитна от ред s, и Ks ≤ 0 в ∆;

(iii) Q2 и Q′′ са положително дефинитни от ред s, Q1 е положителна
и положително дефинитна от ред r, и Kr ≥ 0 в ∆;

(iv) Q2 и Q′′ са отрицателно дефинитни от ред s, Q1 е положителна
и отрицателно дефинитна от ред r, и Kr ≤ 0 в ∆;

(v) Q1 и Q′ са дефинитни от противоположен тип от ред r, Q2 и Q′′

са дефинитни от противоположен тип от ред s, Q1 и Q2 са дефинитни
от противоположен тип.

Следните условия са достатъчни за това модифицираната кубатурна
формула от тип произведение S да бъде отрицателно дефинитна от ред
(r, s):
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(i′) Q1 и Q′ са положително дефинитни r, Q2 е положителна и от-
рицателно дефинитна от ред s, и Ks ≤ 0 в ∆;

(ii′) Q1 и Q′ са отрицателно дефинитни от ред r, Q2 е положителна
и положително дефинитна от ред s, и Ks ≥ 0 в ∆;

(iii′) Q2 и Q′′ са положително дефинитни от ред s, Q1 е положителна
и отрицателно дефинитна от ред r, и Kr ≤ 0 в ∆;

(iv′) Q2 и Q′′ са отрицателно дефинитни от ред s, Q1 е положителна
и положително дефинтна от ред r, и Kr ≥ 0 в ∆;

(v′) Q1 и Q′ са дефинитни от противоположен тип от ред r, Q2 и Q′′

са дефинитни от противоположен тип от ред s, Q1 и Q2 са дефинитни
от един и същи тип.

По принцип влиянието на „коригиращия член“ I[Bf ] − C[Bf ], който
се прибавя към кубатурната формула от тип произведение C[f ] за да се
получи нейната блендинг модификация S[f ], е неопределено. В зависимост
от B, C и f той може да намалява или увеличава големината на грешката.
В някои случаи равенството (2.2.11) може да се използва за сравняване на
грешките на кубатурните формули S и C.

За да опишем тези случаи, да разгледаме равенство (2.2.11) и да забе-
лежим, че

E[S; f ] = E[C; f ]−Q′[R[Q2; f((·)Q′ , (·)R)]
]−Q′′[R[Q1; f((·)R, (·)Q′′)]

]
,

Нека сега предположим, че знакът на E[S; f ] е известен, т.е., можем да
мислим, че E[S; f ] ≥ 0. Такъв например е случаят когато S е положител-
но дефинитна от ред (r, s) и Dr,sf ≥ 0 в ∆ или когато S е отрицателно
дефинитна от ред (r, s) и Dr,sf ≤ 0 в ∆.

Сега ако знаем, че

Q′[R[Q2; f((·)Q′ , (·)R)]
] ≥ 0 и Q′′[R[Q1; f((·)R, (·)Q′′)]

] ≥ 0, (2.2.13)

то тогава
0 ≤ E[S; f ] ≤ E[C; f ],

т.е. грешката на S е по-малка от грешката на C.
Неравенства (2.2.13) са изпълнени например когато Q′ и Q′′ са положи-

телни квадратурни формули, Q1 и Q2 са дефинитни квадратурни формули
съответно от ред r и s и Dr,0f и D0,sf имат подходящи постоянни знаци в
∆ (или поне върху линиите от блендинг мрежата G).

Останалите изисквания към Q′, Q′′, Q1 и Q2 са свързани с предполо-
женията на Теорема 2.2.3, които гарантират дефинитност на МКФТП
S.
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Следващото твърдение обединява множеството условия, от които след-
ва, че дефинитната модифицирана кубатурна формула от тип произведе-
ние S е по-добра (има по-малка големина на грешката) от съответната на
нея кубатурна формула от тип произведение C. За краткост ще въведем
следните означения. Ако квадратурната формула Q е положително (отри-
цателно) дефинитна от ред m, ще пишем Q е ПД (m) (ОД (m)). Ако освен
това Q е и положителна, ще пишем Q е ППД (m) (съответно ПОД (m)).

Твърдение 2.2.1 Нека C = C(Q1, Q2) е кубатурна формула от тип про-
изведение, определена от Q1 и Q2, и нека МКФТП S е породена от квад-
ратурните формули Q′, Q′′, Q1 и Q2.

Нека предположим, че подинтегралната функция f принадлежи на
класа Cr,s(∆) и нейните производни Dr,sf , Dr,0f и D0,sf не си менят знака
в ∆.

Тогава изискванията, зададени с всеки от редовете на Таблица 2.1 га-
рантират верността на неравенствата 0 ≤ E[S; f ] ≤ E[C; f ].

Таблица 2.1: Достатъчни условия за 0 ≤ E[S; f ] ≤ E[C; f ]

Q′ Q′′ Q1 Q2 Dr,sf Dr,0f D0,sf
ППД (r) ППД (s) ПД (r) ППД (s) ≥ 0 ≥ 0 ≥ 0

Ks ≥ 0
ПОД (r) ПОД (s) ОД (r) ПОД (s) ≥ 0 ≤ 0 ≤ 0

Ks ≤ 0
ППД (r) ППД (s) ППД (r) ПД (s) ≥ 0 ≥ 0 ≥ 0
Kr ≥ 0

ПОД (r) ПОД (s) ПОД (r) ОД (s) ≥ 0 ≤ 0 ≤ 0
Kr ≤ 0

ППД (r) ПОД (s) ОД (r) ПД (s) ≥ 0 ≤ 0 ≥ 0
ПОД (r) ППД (s) ПД (r) ОД (s) ≥ 0 ≥ 0 ≤ 0
ППД (r) ПОД (s) ПД (r) ПОД (s) ≤ 0 ≥ 0 ≤ 0

Ks ≤ 0
ПОД (r) ППД (s) ОД (r) ППД (s) ≤ 0 ≤ 0 ≥ 0

Ks ≥ 0
ПОД (r) ППД (s) ПОД (r) ПД (s) ≤ 0 ≤ 0 ≥ 0
Kr ≤ 0

ППД (r) ПОД (s) ППД (r) ОД (s) ≤ 0 ≥ 0 ≤ 0
Kr ≥ 0

ППД (r) ППД (s) ОД (r) ОД (s) ≤ 0 ≤ 0 ≤ 0
ПОД (r) ПОД (s) ПД (r) ПД (s) ≤ 0 ≥ 0 ≥ 0
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Ако обърнем посоката на неравенствата в последните три стълба на
Таблица 2.1, то изискванията на всеки ред ще гарантират верността на
обратните неравенства 0 ≥ E[S; f ] ≥ E[C; f ].

Последният раздел на глава 2 е посветен на приложението на МКФТП.
В него са разгледани някои приложения на изложената теория при на-

миране на редици от кубатурни формули за приближеното пресмятане на
двоен интеграл от функция на две променливи върху правоъгълна област
∆ = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} с произволна точност.

Получени са редици от кубатурни формули {Sn}∞n=1 със следните свой-
ства:

1. Кубатурните формули {Sn}∞n=1 притежават интегрално представяне
на грешката.

2. Кубатурните формули {Sn}∞n=1 използват като информация малък
брой интеграли по линии.

3. Редицата от стойностите на съответните кубатурни формули {Sn[f ]}∞n=1

клони към точната стойност на интеграла I[f ], когато n расте неограниче-
но.

За целта са използвани модифицирани кубатурни формули от тип про-
изведение от вида (2.2.2), където броя на интегралите по линии от блендинг
мрежата G е сравнително малък, а квадратурните формули Q′, Q′′, Q1 и Q2

са подбрани подходящо за да имат някои от кубатурните формули и други
специални свойства като дефинитност или квазичебишовост.

В подраздели 2.3.1 и 2.3.2 са построени редици от кубатурни формули
за приближено пресмятане на интеграла

I[f ] :=

∫∫

∆

f(x, y) dxdy,

където за област на интегриране е избран за удобство и поради симетрията
квадрата ∆ = [−1, 1] × [−1, 1], в които участват съответно интеграли по
линиите от границата ∂∆ на областта на интегриране ∆ и по координатните
оси.

Тук I[f ] се приближава с редици от модифицирани кубатурни формули
от тип произведение от вида

Sn[f ] = I[Bf ] + Cn[f ]− Cn[Bf ], (2.3.1)

където Sn е породена от четирите квадратурни формули Q′, Q′′, Q1 и Q2,
всички приближаващи определени интеграли върху интервала [−1, 1].

18



За квадратурните формули Q1 и Q2, които пораждат кубатурната фор-
мула от тип произведение Cn имаме, че Q1 ≡ Q2 ≡ Qn, където квадратур-

ната формула Qn[g] =
n∑

i=0

aig(xi) е с равноотдалечени възли в интервала

[−1, 1], т.е.

Cn[f ] := C(Qn, Qn)[f ] =
n∑

i=0

n∑
j=0

aiajf(ti, τj), (2.3.2)

където възлите ti = τi = −1 +
2i

n
за i = 0, . . . , n.

По аналогия с едномерния случай ще казваме, че МКФТП SC,β
n (2.3.1)

е от квазичебишов тип ако Cn[f ] = β2
∑n

i=0

∑n
j=0 f(ti, τj) или ако квадра-

турната формула Qn е от Чебишов тип, т.е. Qn[g] = β

n∑
i=0

g(xi).

Ако блендинг функцията Bf интерполира f по границата ∂∆ на об-
ластта на интегриране ∆, т.е. имаме X = Y = {−1, 1} и Q′[g] ≡ Q′′[g] =
g(−1) + g(1) са получени някои резултати, отнасящи се за МКФТП от ква-
зичебишов тип.

Теорема 2.3.1 Измежду всички кубатурни формули SC,β
n от квазичеби-

шов тип най-добрата в класа W 1,1
1 (∆) се достига при β2

∗ =
4

n2
+

4

n2(n− 1)2
.

При това,

|E[SB,β∗
n ]| ≤ 2

n

(
1− 1

n

)
‖f (1,1)‖1, (2.3.3)

Забележка 2.3.1 Тук под „най-добра“ се разбира следното: Не съществува
кубатурна формула от квазичебишов тип SC,β

n , която да има константа
на Пеано c(1,1),1(S

C,β
n ) по-малка от тази в дясната страна на оценката

(2.3.3).

Теорема 2.3.2 Измежду всички кубатурни формули SC,β
n от квазичеби-

шов тип най-добрата в класа W 1,1
2 (∆) се достига при β∗ =

2

n
.

При това,

|E[SB,β∗
n ]| ≤ 2

n

(
1− 1

2n

)
‖f (1,1)‖1, (2.3.8)

|E[SB,β∗
n ]| ≤ 2

√
2

3n

(
1− 1

2n2

)1/2

‖f (1,1)‖2, (2.3.9)

|E[SB,β∗
n ]| < 40

27n

(
1 +

27

40n
− 2

5n2

)
‖f (1,1)‖∞. (2.3.10)
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Забележка 2.3.2 Тук под „най-добра“ се разбира следното: Не съществува
кубатурна формула от квазичебишов тип SC,β

n , която да има константа
на Пеано c(1,1),2(S

C,β
n ) по-малка от тази в дясната страна на оценката

(2.3.9).
Константата от неравенство (2.3.8) е точна. Въпреки, че констан-

тата в оценката (2.3.10) не е точна, нейният главен член
40

27n
е точен.

Сега разглеждаме кубатурната формула от общия вид (2.3.1), където
Cn е кубатурна формула от тип произведение от вида (2.3.2), породена от
кваратурна формула Qn с АСТ (Qn) ≥ 1.

Като следствие от Теорема 2.2.1 и Теорема 2.2.3 получаваме след-
ната

Теорема 2.3.3 (i) Ако Qn е положителна и отрицателно дефинитна
квадратурна формула от ред 2, то Sn е положително дефинитна моди-
фицирана кубатурна формула от тип произведение от ред (2, 2).

(ii) Ако Qn е положително дефинитна от ред 2, то Sn е отрицателно
дефинитна модифицирана кубатурна формула от тип произведение от
ред (2, 2).

Ако изберем Qn да бъде съставната квадратурна формула на трапеците,
то получаваме следната кубатурна формула

Sn[f ] = `[f(t0, ·)] + `[f(tn, ·)] + `[f(·, τ0)] + `[f(·, τn)] +
4

n2

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

fij

−2n− 1

n2
[f00 + f0n + fn0 + fnn]− 2n− 2

n2

n−1∑

k=1

[f0k + fnk + fk0 + fkn],

(2.3.13)

където `[g] =

1∫

−1

g(x) dx, а fij := f(ti, τj).

Всъщност поради факта, че (f − Bf)|∂I2 ≡ 0, кубатурната формула
(2.3.13) съвпада с формулата SC,β∗

n от Теорема 2.3.2, т.е. за нея имаме
допълнително и някои екстремални свойства.

Следващата теорема ни дава още свойства на кубатурната формула
(2.3.13).
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Теорема 2.3.4 Кубатурната формула (2.3.13) е положително дефинитна
от ред (2, 2). При това ако f (2,2) ≥ 0 в ∆, то имаме

I[f ] ≥ S2n[f ] ≥ Sn[f ]. (2.3.14)

Валидни са следните оценки за грешката на МКФТП Sn:

|E[Sn; f ]| < 1

2n2
‖f (2,2)‖1, (2.3.15)

|E[Sn; f ]| ≤ 2

45n2

(
122− 100

n2
+

14

n4

)1/2

‖f (2,2)‖2, (2.3.16)

|E[Sn; f ]| ≤ 8

9n2

(
1− 1

2n2

)
‖f (2,2)‖∞. (2.3.17)

В раздел 2.1 на Глава 2 (Теорема 2.1.3) е указан метод за построяване
на асимптотично оптимални квадратурни формули в пространствата на Со-
болев W 2

2 [−1, 1] (формула (2.1.6)), W∞
2 [−1, 1] (формула (2.1.7)), и на асим-

птотично оптимални полжително дефинитни квадратурни формули от ред
2 (формула (2.1.8)). Смисълът на асимптотичната оптималност е, че при
нарастване на броя н авъзлите на тези квадратурни формули, константите
на грешките им клонят към възможно най-добрите константи за съответ-
ните класове на Соболев. Допълнително предимство на тези квадратурни
формули е факта, че те използват възли върху равномерна мрежа.

Ако формулата Sn от (2.3.1) е зададена чрез кубатурна формула от тип
произведение от вида Cn (2.3.2), където Cn е определена от квадратурната
формула Q+

n от равенство (2.1.8), то Sn се представя по следния начин:

Sn[f ]= `[f(t0, ·)] + `[f(tn, ·)] + `[f(·, τ0)] + `[f(·, τn)] +
4

n2

n−3∑
i=3

n−3∑
j=3

fij

− 15

4n
[f01 + f10 + f0,n−1 + fn−1,0 + f1n + fn1 + fn−1,n + fn,n−1]

− 5

4n
[f02 + f20 + f0,n−2 + fn−2,0 + f2n + fn2 + fn−2,n + fn,n−2]

+
75

16n2
[f12 + f21 + f1,n−2 + fn−2,1 + f2,n−1 + fn−1,2 + fn−2,n−1 + fn−1,n−2]

+
15

2n2

n−3∑

k=3

[f1k + fk1 + fn−1,k + fk,n−1] +
5

2n2

n−3∑

k=3

[f2k + fk2 + fn−2,k + fk,n−2]
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− 2

n

n−3∑

k=3

[f0k + fnk + fk0 + fkn] +
25

16n2
[f22 + f2,n−2 + fn−2,2 + fn−2,n−2]

+
225

16n2
[f11 + f1,n−1 + fn−1,1 + fn−1,n−1].

(2.3.18)

Теорема 2.3.5 Кубатурната формула (2.3.18) е отрицателно дефинитна
от ред (2, 2), т.е ако f (2,2) ≥ 0 в ∆, то I[f ] ≤ Sn[f ].
При това

|E[Sn; f ]| ≤ 1

2n2

(
1 +

1

2n2

)
‖f (2,2)‖1, (2.3.19)

|E[Sn; f ]| < 1

n2

(
158

2025
+

56

15n
+

410

81n2
− 80

27n3
+

7004

27n4

)1/2

‖f (2,2)‖2, (2.3.20)

|E[Sn; f ]| ≤ 4

9n2

(
1 +

15

n

) (
1 +

1

4n2
+

15

4n3

)
‖f (2,2)‖∞. (2.3.21)

Теореми 2.3.6 и 2.3.7 са аналози съответно на Теореми 2.3.1 и 2.3.3
за случая, когато блендинг мрежата се състои от двете отсечки върху ко-
ординатните оси, свързващи съответно двойките точки {(−1, 0), (1, 0)} и
{(0,−1), (0, 1)}.

При блендинг интерполация върху тази мрежа, ако се избере Qn да
бъде съставната квадратурна формула на трапеците, се получава следната
модифицирана кубатурна формула от тип произведение

Sn[f ] = 2`[f(tn
2
, ·)] + 2`[f(·, τn

2
)] +

1

n2
[f00 + f0n + fn0 + fnn]

+
2

n2

n−1∑

k=1

[f0k + fnk + fk0 + fkn] +
4

n2

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

fij

− 2

n
[fn

2
,0 + fn

2
,n + f0, n

2
+ fn, n

2
]− 4

n

n−1∑

k=1

[fn
2

,k + fk, n
2
].

(2.3.31)

За тази кубатурна формула е доказана следната

Теорема 2.3.8 Кубатурната формула (2.3.31) е отрицателно дефинитна
от ред (2, 2). Като при това, ако f (2,2) ≥ 0 в ∆, то

L[f ] ≤ S2n ≤ Sn[f ]. (2.3.32)
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Валидни са следните оценки за грешката на МКФТП Sn:

|E[Sn; f ]| ≤ 1

2n2

(
1 +

1

2n2

)
‖f (2,2)‖1, (2.3.33)

|E[Sn; f ]| ≤ 1

45n2

(
158 +

275

n2
+

1873

8n4

)1/2

‖f (2,2)‖2, (2.3.34)

|E[Sn; f ]| ≤ 4

9n2

(
1 +

1

n2

)
‖f (2,2)‖∞. (2.3.35)

Изведени са оценки за грешките на МКФТП, породени от блендинг ин-
терполационни оператори върху мрежата, състояща се от контура на ∆
или от отсечките от координатните оси, намираши се в ∆, в случаите ко-
гато Qn е асимптотично оптималната дефинитна квадратурна формула от
ред 2 (Теорема 2.3.9). На базата на Твърдение 2.2.1 е направен анализ
за това кога МКФТП от Теореми 2.3.4, 2.3.5, 2.3.8 и 2.3.9 са с по-малка
големина на грешката тази в съответстващите им стандартни кубатурни
формули от тип произведение (Теорема 2.3.10).

В подраздел 2.3.3 с помощта на Теорема 2.2.3 и подходящ избор на
квадратурните формули Q′, Q′′, Q1 и Q2 са конструирани редици от дефи-
нитни МКФТП от по-висок ред за пресмятане на интеграла

I[f ] :=

∫∫

∆

f(x, y) dxdy,

ако за подинтегралната функция имаме представянето f(x, y) = g(x · y),
където g(t) е функция на една променлива и за нея може да бъде приложена
теоремата на Лайбниц и Нютон.

Тези редици от дефинитни МКФТП и съответните им кубатурни фор-
мули от тип произведение са приложени към интеграла от следните две
функции

f1(x, y) = exy, f2(x, y) = cos xy.

Нека отбележим, че Di,jf1(x, y) ≥ 0 за всеки i, j и (x, y) ∈ ∆, докато
D4,2f2(x, y) и D4,4f2(x, y) си менят знака в [0, 1]2.

Чрез подходяща смяна на променливите (напр. u = xy, v = y) двойните
интеграли от f1 и f2 върху [0, 1]2 могат да се сведат до едномерни, така
имаме

I[f1] =

1∫

0

eu − 1

u
du, I[f2] =

1∫

0

sin u

u
du.
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След като развием в ред на Маклорен подинтегралните функции и оце-
ним подходящо остатъчния член можем да получим истинските стойности
на I[f1] и I[f2]

I[f1] = 1.317902151454403 . . . , I[f2] = 0.946083070367183 . . . .

С помощта на продукта Mathematica 6.0 на Wolfram Research са извър-
шени някои числени експерименти с тези дефинитни МКФТП, приложени
върху функциите f1 и f2. Получените резултати са приложени в съответни
таблици.

Изведени са също и теоретични оценки за грешките на съответните ре-
дици от дефинитни МКФТП при p = ∞.

Въпреки, че теоретичните оценки обикновено дават стойности много
по-големи от истинската стойност на грешката, в горния случай се наблю-
дава забележителна стабилност (по отношение на n) и приемливо малко
отношение на преоценяване (отношението между теоретичната оценка и
истинската стойност на грешката).

Резултатите показват, че за функциите f1 и f2 употребата на МКФТП
Sn дава значително по-добри резултати от тези на Cn.

Трябва да отбележим обаче, че за други подинтегрални функции е въз-
можно числените експерименти да покажат, че е кубатурната формула от
тип произведение Cn е по-добра от нейната съответна МКФТП Sn.

Глава 3 е посветена на намирането на кубатурни формули с максимална
алгебрична степен на точност за пресмятане на интеграл от функция на d
променливи върху единичната сфера Sd−1 в Rd.

В едномерния случай квадратурни формули, при които свободните въз-
ли са избрани така, че да осигуряват максимална алгебрична степен на
точност, се наричат квадратурни формули от Гаусов тип. За тези квадра-
турни формули съществува пълна характеризация: за всяко n съществува
единствена квадратурна формула от Гаусов тип, чиито възли са нулите на
n-тия ортогонален в интервала [a, b] със съответното тегло полином.

Подобен резултат следва и за интегрирането на тригонометричните по-
линоми (вж. напр. [18]).

Отчитайки, че проекцията на всеки алгебричен полином на две промен-
ливи от тотална степен n върху единичната окръжност е тригонометричен
полином от ред n, то можем да формулираме резултата от твърдението за
тригонометрични полиноми в следния вид.
Следствие 3.1.1 Квадратурната формула

2π∫

0

P (cos θ, sin θ) dθ =
2π

n + 1

n∑

k=0

P (cos θk, sin θk), θk :=
2kπ

n + 1
,
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е точна за всеки алгебричен полином на две променливи P от тотална
степен n.

За съжаление не съществува директен аналог на последния резултат
в тримерния случай. По-точно казано не е известен отговорът на следния
въпрос: За всяко фиксирано n ∈ N какво е разположението на точки-
те X1, . . . , Xn върху единичната сфера така, че съответната формула
за приближаване на повърхнинния интеграл върху сферата, използваща
стойностите на подинтегралната функция в {Xk}n

k=1 да има максимал-
ната възможна степен на точност по отношение на пространството
от алгебрични полиноми на три променливи?

Подобни екстремални формули за конкретни малки стойности на n съ-
ществуват (вж. напр. [29]), но въпреки просторните изследвания на общия
случай през последните сто години, все още не е известна конфигурация от
n възела, която за всяко n да поражда оптимална kубатурна формула от
Гаусов тип върху сферата в d-мерното пространство Rd. Този въпрос е пря-
ко свързан с теорията на ортогоналните полиноми на повече променливи
(вж. [20]).

Kато е използвана нестандартна информация за подинтегралната функ-
ция е представено едно естествено обобщение на класическата квадратурна
формула на Гаус в многомерния случай (вж. [15]).

Подобно обобщение - Гаусова кубатурна формула чрез използване на
неточкова информация (стойностите на n интеграла по сеченията на еди-
ничното кълбо с n хиперравнини) за интеграла върху единичното кълбо в
Rd е получено в [16] и [17] от Боянов и Петрова, то се отнася за кубатурни
формули, които приближават интеграла върху единичното кълбо от вида

∫

B

f ≈
n∑

k=1

Ak

∫

Bk

f, (3.1.2)

където B е единичното кълбо в Rd, a {Bk}n
k=1 са сеченията на на B с n

хиперравнини.

Теорема 3.1.3 (Боянов, Петрова) За всяко естествено число n и раз-
мерност d съществува единствена (с точност до ротация) кубатурна
формула от вида (3.1.2), която интегрира точно всички полиноми на d
променливи от тотална степен 2n− 1.

При това всички хиперравнини са перпендикулярни на някоя от коор-
динатните оси (т.е. те са успоредни помежду си) и минават съответно
през нулите на n-тия полином на Гегенбауер с тегло (1− t2)

d−1
2 .

В тази глава са разгледани кубатурни формули за пресмятане на ин-
теграла по единичната сфера, използващи като информация интеграли по
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сеченията на сферата с n хиперравнини. За да стане по-ясно ще формули-
раме задачата в най-простия случай при d = 3.

Разглеждаме кубатурни формули за приближаване на интеграла върху
единичната сфера от вида

∫

S

f ≈
n∑

k=1

Ak

∮

Ck

f, (3.1.3)

където S е единичната сфера в R3, а {Ck}n
k=1 са окръжности върху S.

Намерени са явни представяния за коефициентите {Ak}n
k=1 и е описано

разположението на окръжностите {Ck}n
k=1 така, че кубатурната формула

(3.1.3) да има максималната възможна алгебрична степен на точност 2n−1.
На всяка двойка (t, ξ) от число t ∈ (−1, 1) и вектор ξ ∈ Sd−1 съответства

хиперравнина `(t, ξ) която е перпендикулярна на вектора ξ и минава през
точката tξ. Така множествата C(t, ξ) := Sd−1 ∩ `(t, ξ) , се наричат сферични
ивици.

Следващата теорема гарантира съществуването на кубатурна формула
с максималната възможна АСТ, като при това тази формула е от специален
вид - сферичните ивици са избрани така, че лежат в успоредни помежду
си хиперравнини.

Теорема 3.2.1 За всяко ξ ∈ Sd−1, кубатурната формула
∫

Sd−1

F (x) dσ(x) ≈
n∑

k=1

αk

∫

C(λk,ξ)

F (x) dσk(x) , (3.2.2)

където
αk =

α̃k

(1− λ2
k)

d−2
2

, k = 1, . . . , n ,

интегрира точно всички алгебрични полиноми F на d променливи от то-
тална степен 2n− 1.

Тук сме означили съответно с α̃1, . . . , α̃n коефициентите, а с λ1, . . . , λn

възлите на едномерната квадратурна формула на Гаус за интервала [−1, 1]
с тегло

µd(t) := (1− t2)
d−3
2 .

Дадени са още и някои частични характеризации на гореописаната ку-
батурна формула от нестандартен тип. Въпросът за единсвеността (с точ-
ност до ротация) на формула с максимална алгебрична степен на точност
в общия случай остава открит.
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В глава 4 са разгледани някои формули за приближаване на нормал-
ната вероятност.

За нормално разпределената случайна величина X вероятността за това
X да принадлежи на интервала(0, x) се задава с

P (x) =
1√
2π

x∫

0

e−t2/2dt.

Интегралът в P (x) е може би най-известният пример за интеграл, който
не може да се пресметне чрез теоремата на Лайбниц и Нютон.

Сродна на P (x) е функцията на грешката

erf(x) =
2√
π

x∫

0

e−t2dt = 2P (
√

2x). (4.1.1)

Като част от стандартните учебници по математическа статистика обик-
новено се включват четири или петзначни таблици със изчислени стойнос-
ти на P (x). Повечето математически справочници (вж., напр. [22, 24, 25])
предоставят подробна информация за P (x) и erf(x).

Някои редове (напр. формули (7.1.5) и (7.1.6) в [22]) са бързо сходящи
и могат да бъдат използвани за ефективно пресмятане на erf(x).

Ние обаче бихме искали да разполагаме с формула за приближаване на
erf(x) (или на P (x)) от затворен тип, която да притежава добра равномерна
(т.е. независеща от x) оценка за грешката.

Всяка формула от този тип би могла да се разглежда като кодираща
функция за информацията относно erf(x) (или P (x)) и би могла да служи за
бързото възстановяване на стойностите на функциите в произволна точка
x, 0 < x < ∞.

В [22] са дадени някои формули за приближение на erf(x), които имат
оценки за грешката между 5× 10−4 и 1.5× 10−7.

В тази глава са представени някои нови формули за приближаване на
P (x) (вж. [21]). В основата на тяхното извеждане стои представянето

P 2(x) =
1

2π

x∫

0

x∫

0

e−
1
2
(t2+u2)du dt =

1

π

x∫

0

t∫

0

e−
1
2
(t2+u2)du dt.

След преминаване към полярни координати получаваме

P 2(x) =
1

π

π
4∫

0

x
cos ϕ∫

0

e−
1
2
r2

rdr dϕ =
1

4
− 1

π

π
4∫

0

e−
1
2
( x
cos ϕ

)2dϕ , (4.1.4)
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така пресмятането на P (x) се свежда до пресмятането на последния интег-
рал.

Квадратурни формули за приближено пресмятане на този интеграл за-
едно с оценки за грешката, получени с помощта на съответните ядра на
Пеано са дадени в раздел 4.3.

В раздел 4.2 са представени нашите формули {Fi(x)}13
i=1 за приближа-

ване на интеграла на нормалната вероятност P (x), които са получени от
(4.1.4), чрез заместване на интеграла

π
4∫

0

g(ϕ) dϕ, g(ϕ) = e
− x2

2 cos2 ϕ ,

с някоя квадратурните формули от раздел 4.3 (при a = 0 и b =
π

4
). Тези

формули са:

F1(x) =
1

2

[
1− 1

2

(
e−

x2

2 +
(
1 +

πx2

12

)
e−x2

)] 1
2
,

F2(x) =
1

2

[
1− 1

4

(
e−

x2

2 + 2e−(2−√2)x2

+
(
1 +

πx2

24

)
e−x2

)] 1
2
,

F3(x) =
1

2

[
1− 1

6

(
e−

x2

2 + 2e−2(2−√3)x2

+ 2e−
2x2

3 +
(
1 +

πx2

36

)
e−x2

)] 1
2
,

F4(x) =
1

2

[
1− 1

6

(
e−

x2

2 + 4e−(2−√2)x2

+ e−x2
)] 1

2
,

F5(x) =
1

2

[
1− 1

30

(
7e−

x2

2 + 16e−(2−√2)x2

+
(
7 +

πx2

4

)
e−x2

)] 1
2
,

F6(x) =
1

2

[
1− 1

2

(
e−

x2

2 +
(
1 +

πx2

12
− π3(x6 − 6x4 + 5x2)

2880

)
e−x2

)] 1
2
,

F7(x) =
1

2

[
1− 1

4

(
e−

x2

2 + 2e−(2−√2)x2

+
(
1 +

πx2

24
− π3(x6 − 6x4 + 5x2)

23040

)
e−x2

)] 1
2
,

F8(x) =
1

2

[
1− 1

6

(
e−

x2

2 + 2e−2(2−√3)x2

+ 2e−
2x2

3

+
(
1 +

πx2

36
− π3(x6 − 6x4 + 5x2)

77760

)
e−x2

)] 1
2
,

F9(x) =
1

2

[
1− 1

70

((
19− π2x2

192

)
e−

x2

2 + 32e−(2−√2)x2

+
(
19 + πx2 +

π2(x4 − 2x2)

48

)
e−x2

)] 1
2
,
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F10(x) =
1

2

[
1− 1

630

((
187− 3π2x2

32

)
e−

x2

2 + 256e−(2−√2)x2

+
(
187 +

47πx2

4
+

3π2(x4 − 2x2)

8
+

π3(x6 − 6x4 + 5x2)

192

)
e−x2

)] 1
2
,

F11(x) =
1

2

[
1− 1

8

(
e−

x2

2 + 3e−2(2−√3)x2

+ 3e−
2x2

3 + e−x2
)] 1

2
,

F12(x) =
1

2

[
1− 1

80

(
13e−x2/2 + 27e−2(2−√3)x2

+ 27e−
2x2

3

+
(
13 +

πx2

12

)
e−x2

)] 1
2
,

F13(x) =
1

2

[
1− 1

2240

((
391− π2x2

24

)
e−

x2

2 + 729e−2(2−√3)x2

+ 729e−
2x2

3

+
(
391 + 13πx2 +

π2(x4 − 2x2)

6

)
e−x2

)] 1
2
.

В раздел 4.4 са намерени някои оценки за равномерната норма на g′′,
g(4) и g(6) като тези оценки са използвани в раздел 4.5 за получаване на
теоретични оценки за грешката на нашите формули.

Въпреки, че получените оценки са много по-големи от истинските стой-
ности на грешката, те са ценни сами по себе си защото важат за целия
интервал (0,∞) и не се базират на сравнение с никои от табулираните стой-
ности на P (x).
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Глава 2

Кубатурни формули, използващи
информация от смесен тип

2.1 Предварителни сведения
В едномерния случай съществува добре развита теория за оценка на греш-
ката на квадратурни формули, в случаите когато подинтегралната фукция
принадлежи в накой от класовете на Соболев. Тя се базира на интеграл-
ното представяне на специален клас от линейни функционали с ядра на
Пеано, с чиято помощ могат да се получат точни оценки за грешката на
съответната квадратурна формула.

2.1.1 Приложение на интегралното представяне с ядра
на Пеано за оценка на грешката на квадратурни
формули

Ще започнем с въвеждането на някои означения и основни понятия.
С πm ще отбелязваме класа от всички алгебрични полиноми на една

променлива с реални коефициенти от степен по-малка или равна на m

πm =

{
m∑

k=0

akt
m−k, ak ∈ R

}
.

Определение 2.1.1 Квадратурна формула Q[f ] се нарича линеен функ-
ционал от вида

Q[f ] =
n∑

ν=1

aνf(xν), (2.1.1)
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където a ≤ x1 < · · · < xn ≤ b и aν ∈ R за ν = 1, . . . , n, който служи за

приближено пресмятане на определения интеграл
b∫

a

f(t) dt, т.е.

`[f ] :=

b∫

a

f(t) dt ≈ Q[f ].

Числата {xν}n
ν=1 се наричат възли, а {aν}n

ν=1 - коефициенти (тегла) на
квадратурната формула Q[f ].

Определение 2.1.2 За квадратурната формула Q[f ] се казва, че има ал-
гебрична степен на точност m (АСТ (Q) = m), ako `[f ] = Q[f ] за всеки по-
лином f(t) ∈ πm и съществува полином g(t) ∈ πm+1 такъв, че `[g] 6= Q[g].

Така за функционала на грешката R[Q; f ] := `[f ] − Q[f ] на квадратур-
ната формула имаме

R[Q; f ] = 0, ако f ∈ πm, и R[Q; f ] 6= 0, ако f ∈ πm+1 \ πm.

Определение 2.1.3 За всяко r ∈ N0 отсечена степенна функция от ред r
се нарича функцията

xr
+ = (max{x, 0})r, когато r ∈ N и x0

+ =





0, ако x < 0
1
2
, ако x = 0

1, ако x > 0
, за r = 0.

Пространствата от функции

Lp[a, b] :=

{
f : [a, b] → R,

∫ b

a

|f(x)|pdx < ∞
}

,

където 1 ≤ p < ∞ и

L∞[a, b] :=

{
f : [a, b] → R : esssup

x∈[a,b]

|f(x)| < ∞
}

притежават съответни Lp[a, b]−норми

‖f‖Lp[a,b] :=




b∫

a

|f(x)|pdx




1
p

и ‖f‖L∞[a,b] = esssup
x∈[a,b]

|f(x)|.
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Определение 2.1.4 Пространствата от функции

W r
p [a, b] :=

{
f ∈ Cr−1[a, b] : f (r−1)абс. непр. в (a, b), ‖f (r)‖Lp[a,b] < ∞}

,

където r ∈ N, a 1 ≤ p ≤ ∞ се наричат класове на Соболев.

Следващата теорема представя един класически резултат на Пеано (вж.
напр. [3], [12], [11] или [4]).

Теорема 2.1.1 (Пеано) Нека L е произволен линеен функционал, дефи-
ниран върху пространството W r

1 [a, b], който се анулира върху множест-
вото πr−1. Тогава за L е в сила следното представяне

L[f ] =

∫ b

a

Kr(t)f
(r)(t)dt,

където

Kr(t) = L
[(· − t)r−1

+

(r − 1)!

]
.

Като приложим Теоремата на Пеано към грешката R[Q; f ] = `[f ]−Q[f ]
на квадратурна формула Q и получаваме следното

Следствие 2.1.1 Нека Q е квадратурна формула от вида (2.1.1) с АСТ (Q) =
m, където m ≥ r − 1. Ако f ∈ W r

1 [a, b] , то имаме следното представяне
за грешката на квадратурната формула Q:

R[Q; f ] =

b∫

a

Kr(Q; t)f (r)(t) dt, (2.1.2)

където

Kr(Q; t) = R
[(· − t)r−1

+

(r − 1)!

]
. (2.1.3)

Следват още няколко определения, свързани с квадратурните формули.

Определение 2.1.5 Функцията Kr(Q; t) от вида (2.1.3) се нарича r-то
ядро на Пеано за квадратурната формула Q.

Определение 2.1.6 Квадратурната формула Q от вида (2.1.1) се нарича
положително дефинитна (определена) от ред r ако Kr(Q; t) ≥ 0 за t ∈ [a, b],
съответно отрицателно дефинитна (определена) от ред r ако Kr(Q; t) ≤ 0
за t ∈ [a, b].
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Като използваме равенство (2.1.3) ще потърсим представяне за ядрото
Kr(Q; t) на квадратурна формула Q в явен вид.

Нека първо докажем едно просто свойство на отсечената степенна фун-
кция.

Лема 2.1.1 За отсечената степенна функция е в сила следното тъж-
дество

(x− t)r−1
+ = (x− t)r−1 + (−1)r(t− x)r−1

+ .

Док а з а т е л с т в о. Ще разгледаме поотделно случаите x ≥ t и x < t.
Нека x ≥ t тогава от Определение 2.1.3 имаме (x− t)r−1

+ = (x− t)r−1

и (t− x)r−1
+ = 0, т.е. двете страни на тъждеството съвпадат.

Ако x < t, то (x− t)r−1
+ = 0 и (t− x)r−1

+ = (t− x)r−1 = (−1)r−1(x− t)r−1,
тогава след заместване получаваме верността на исканото тъждество и във
втория случай.

¤
Следващата теорема ни дава явно представяне на Kr(Q; t) по два раз-

лични начина.

Теорема 2.1.2 Нека Q е квадратурна формула от вида (2.1.1) с АСТ (Q) =
m, тогава за всяко 1 ≤ r ≤ m+1 и t ∈ [a, b] ядрата на Пеано Kr(Q; t) могат
да бъдат записани в следния вид

Kr(Q; t) =
(b− t)r

r!
− 1

(r − 1)!

n∑
ν=1

aν(xν − t)r−1
+

и

Kr(Q; t) = (−1)r
[(t− a)r

r!
− 1

(r − 1)!

n∑
ν=1

aν(t− xν)
r−1
+

]
.

Док а з а т е л с т в о. Като се възползваме от представянето в равенство
(2.1.3) и от Определение 2.1.3 имаме

Kr(Q; t) =

∫ b

a

(x− t)r−1
+

(r − 1)!
dx−

n∑
ν=1

aν
(xν − t)r−1

+

(r − 1)!

=

∫ b

t

(x− t)r−1

(r − 1)!
dx−

n∑
ν=1

aν
(xν − t)r−1

+

(r − 1)!

или

Kr(Q; t) =
(b− t)r

r!
− 1

(r − 1)!

n∑
ν=1

aν(xν − t)r−1
+ ,

33



с което валидността на първия запис е доказана.
За да покажем, че и второто представяне е в сила ще се възползваме

от Лема 2.1.1 и факта, че АСТ (Q) = m ≥ r − 1, т.е. за функцията

f(x) =
(x− t)r−1

(r − 1)!
∈ πr−1 формулата Q е точна, така последователно имаме

Kr(Q; t) =

∫ b

a

(x− t)r−1 + (−1)r(t− x)r−1
+

(r − 1)!
dx−Q

[
(· − t)r−1 + (−1)r(t− ·)r−1

+

(r − 1)!

]

=

∫ b

a

(−1)r(t− x)r−1
+

(r − 1)!
dx−Q

[
(−1)r(t− ·)r−1

+

(r − 1)!

]
,

или окончателно

Kr(Q; t) = (−1)r
[(t− a)r

r!
− 1

(r − 1)!

n∑
ν=1

aν(t− xν)
r−1
+

]
.

¤
Сега ще покажем как може да бъде оценена грешката на на квадратур-

ната формула Q от вида (2.1.1) с АСТ (Q) ≥ r − 1 за функции f от класа
на Соболев W r

p [a, b].
След като приложим неравенството на Хьолдер към интегралното пред-

ставяне от равенство (2.1.2) получаваме следната точна оценка на грешка-
та (константата в тази оценка не може са бъде подобрена)

|R[Q; f ]| ≤ cr,p(Q)‖f (r)‖Lp[a,b], (2.1.4)

където
cr,p(Q) = ‖Kr(Q; ·)‖Lq [a,b],

1

p
+

1

q
= 1.

Трябва да отбележим, че в общия случай не е лесно да бъдат пресметна-
ти точните стойности на константите на Пеано cr,p(Q) дори в най-простите
и по тази причина най-често използвани случаи p = 1, 2 и ∞.

Изключение при p = ∞ прави случаят, когато квадратурната формула
има ядро на Пеано с постоянен знак за t ∈ [a, b], т.е. когато Q е дефинитна
квадратурна формула от ред r. Тогава след прилагане на теоремата за
средните стойности в равенство (2.1.2) достигаме до

R[Q; f ] = f (r)(ξ)`[Kr(Q; ·)], където ξ ∈ (a, b) (2.1.5)

или в частност след сравняване с (2.1.4) получаваме cr,∞(Q) =

∣∣∣∣R
[
Q;

(·)r

r!

]∣∣∣∣ .
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Така от (2.1.5) получаваме още, че знакът на грешката R[Q; f ] би бил
постоянен ако освен знакът на Kr(Q; t) и знакът на f (r) също е постоянен
в (a, b), т.е. дефинитните квадратурни формули при постоянен знак на f (r)

в (a, b) осъществявят така наречените едностранни приближения на стой-
ността на интеграла `[f ]. За да получим интервал, който съдържа точната
му стойност е достатъчно да изберем две дефинитни (от противоположен
тип) квадратурни формули и да ги приложим към функцията f .

2.1.2 Асимптотично оптимални квадратурни формули

В този подраздел ще приведем някои квадратурни формули, които ще ни
бъдат необходими впоследствие за конструиране на специални класове от
кубатурни формули.

Сега ще разгледаме някои асимптотично оптимални квадратурни фор-
мули, т.е. квадратурни формули, чиито константи на Пеано клонят към
най-добрата възможна константа когато n расте неограничено.

Без ограничение на общността ние ще разглеждаме квдратурни форму-
ли за интервала [−1, 1].

Теорема 2.1.3 Нека n ∈ N и tν = −1 +
2ν

n
за ν = 0, . . . , n.

Тогава:

(i) Квадратурната формула

Qn[g] =
5

6n
[g(t0) + g(tn)] +

13

6n
[g(t1) + g(tn−1)] +

2

n

n−2∑
ν=2

g(tν) (2.1.6)

е асимптотично оптимална в W 2
2 [−1, 1], и

|R[Qn; g]| ≤
(

2

45n4
+

4

27n5

)1/2

‖g′′‖2.

(ii) Квадратурната формула

Qn[g] =
13

16n
[g(t0) + g(tn)] +

35

16n
[g(t1) + g(tn−1)] +

2

n

n−2∑
ν=2

g(tν) (2.1.7)

е асимптотично оптимална в W 2
∞[−1, 1], и

|R[Qn; g]| ≤
(

1

4n2
+

533

1536n3

)
‖g′′‖∞.
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(iii) Квадратурната формула

Q+
n [g] =

15

4n
[g(t1) + g(tn−1)] +

5

4n
[g(t2) + g(tn−2)] +

2

n

n−3∑
ν=3

g(tν) (2.1.8)

(n ≥ 5) е асимптотично оптимална положително дефинитна квадратур-
на формула от ред 2. Ако g ∈ C2[−1, 1], то

R[Q+
n ; g] =

(
1

3n2
+

5

n3

)
g′′(ξ) за някое ξ ∈ [−1, 1].

Док а з а т е л с т в о. Между всеки два последователни възела xν и xν+1

на квадратурната формула Q, която е точна за полиномите от π1, ядрото

ѝ на Пеано K2(Q; ·) е полином от втора степен със старши коефициент
1

2
така, че Lq-отклонението на K2(Q; ·) в интервала [xν , xν+1] е по- голямо или
равно от Lq-нормата на съответния полином от степен 2, който най-малко
се отклонява от нулата.

За q = 2 и q = 1 това са полиномите на Льожандър и на Чебишов от
втори род, съответно зададени с

P2,ν(x) =
1

2

[(
x− xν + xν+1

2

)2

− (xν+1 − xν)
2

12

]

и

U2,ν(x) =
1

2

[(
x− xν + xν+1

2

)2

− (xν+1 − xν)
2

16

]
.

Следователно имаме

‖K2(Q; ·)‖2
L2[xν ,xν+1]

≥ (xν+1 − xν)
5

720
, ‖K2(Q; ·)‖L1[xν ,xν+1] ≥

(xν+1 − xν)
3

32
.

Ако x1 < . . . < xm (m ≤ n) са възлите на Q, лежащи в (−1, 1). След като
сумираме и използваме неравенството между средно степенните

N∑
ν=1

αr
ν ≥ N−r+1

(
N∑

ν=1

αν

)r

,

приложено за N = m + 1, r = 3, 5 и αν = xν − xν−1 (x0 := −1, xm+1 = 1),
получаваме оценки отдолу, които показват асимптитичната оптималност
на формулите от (i) и (ii):

‖K2(Q; ·)‖2
2 ≥

25

720(m + 1)4
≥ 2

45(n + 1)4
,
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‖K2(Q; ·)‖1 ≥ 23

32(m + 1)2
≥ 1

4(n + 1)2
.

Равенство бихме имали ако m = n, възлите {xν}n+1
0 са равноотдалечени

и K2(Q; ·)|[xν ,xν+1] съвпада с P2,ν (съответно с U2,ν) за ν = 0, . . . , n. Тази цел
обаче не може да бъде постигната в крайните интервали [x0, x1] и [xn, xn+1],
понеже K2(Q;±1) = 0.

Така след прости изчисления виждаме, че ако точките {tν}n
0 се изберат

за възли, то чрез подходящ избор на коефициентите пред g(t0) и g(t1) ще

имаме K2(Q; ·)|[t1,t2] = P2,1 (или = U2,1). Изборът на
2

n
за коефициент пред

{g(tν)}n−2
ν=2 ни гарантира K2(Q; ·)|[tν ,tν+1] = P2,ν (или = U2,ν) за ν = 2, . . . , n−2.

Накрая симетрично избираме коефициентите пред g(tn−1) и g(tn).
Тази процедура дава резултат при формули (2.1.6) и (2.1.7) и съответ-

ните константи на Пеано са лесни за пресмятане.
Същите аргументи използваме и за да получим (2.1.8).
Този път сравняваме K2(Q; ·)|[xν ,xν+1] с U+

2,ν-неотрицателният полином с
най-малко L1-отклонение от нулата в [xν , xν+1] ,

U+
2,ν(x) =

1

2

(
x− xν + xν+1

2

)2

.

Така получаваме оценка отдолу, която показва, че Q+
n е асимптотично

оптимална дефинитна квадратурна формула от ред 2:

‖K2(Q; ·)‖1 ≥
m∑

ν=0

‖U+
2,ν‖L1[xν ,xν+1] =

1

24

m∑
ν=0

(xν+1 − xν)
3 ≥ 1

3(n + 1)2
.

Избираме числата {tν}n−1
1 за възли и подбираме подходящи коефици-

енти пред g(t1) и g(t2) (и съответно симетрично равни коефициенти пред
g(tn−1) и g(tn−2)) за да постигнем K2(Q

+
n ; ·) ≥ 0 в [t0, t2] и K2(Q

+
n ; ·)|[t2,t3] =

U+
2,2. Тогава изборът на

2

n
за коефициент пред {g(tν)}n−3

ν=3 ни осигурява

K2(Q
+
n ; ·)|[tν ,tν+1] = U+

2,ν (ν = 3, . . . , n− 3). От симетрията имаме още
K2(Q

+
n ; ·) ≥ 0 в [tn−2, tn].

С намирането на ‖K2(Q
+
n ; ·)‖1 завършваме доказателството на (iii).

¤
Квадратурните формули (2.1.6) и (2.1.8), поради тяхната асимптотична

оптималност са известни в литературата. Първата се нарича квадратурна
формула на Дюран (вж. [3, стр. 22]), а втората е изведена от Шмайсер [13].
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Забележка 2.1.1 Ще отбележим още, че съставната формула на тра-
пеците

Qtr
n [g] =

1

n
[g(t0) + g(tn)] +

2

n

n−1∑
ν=1

g(tν) (2.1.9)

е оптимална отрицателно дефинитна квадратурна формула от ред 2.

2.1.3 Блендинг интерполация на функции на две про-
менливи

В едномерния случай пространството πn притежава следното характерис-
тично свойство - p(t) е полином от πn тогава и само тогава когато е изпъл-
нено p(n+1)(t) ≡ 0.

Като обобщение на полиномите от πn ще разглеждаме класа от функции
на две променливи, за които производната им от даден ред се анулира.

Kласът, който изпълнява това свойство, не съвпада с пространството
от полиномите на две променливи, както бихме могли грешно да предпо-
ложим.

Сега по-подробно ще се спрем на свойствата на този специален клас от
функции (вж. напр. [1] или [2]).

Нека ∆ е правоъгълна област в R2, т.е.

∆ = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}.
Въвеждаме следните означения.
За функция f : ∆ → R и фиксирани числа m,n ∈ N с Dm,nf означаваме

смесената частна производна на функцията f от ред (m,n) (диференцираме
m пъти по x и n пъти по y), т.е.

Dm,nf :=
∂m+nf

∂xm∂yn
.

Класа от всички функции с непрекъснати частни производни до ред
(m,n) включително означаваме с Cm,n(∆),

Cm,n(∆) := {f : ∆ → R : Di,jf е непрекъсната , 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n}.
Вече сме готови да дадем и следното определение.

Определение 2.1.7 За всеки m,n ∈ N с Bm,n(∆) означаваме класа от
блендинг функции, където

Bm,n(∆) := {f ∈ Cm,n(∆) : Dm,nf = 0}.
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Нека са дадени две множества от точки

X = {x1, x2, . . . , xm} и Y = {y1, y2, . . . , yn},
където a ≤ x1 < x2 < · · · < xm ≤ b и c ≤ y1 < y2 < · · · < yn ≤ d.

Определение 2.1.8 Множеството от точки в равнината G = G(X,Y),
където

G(X,Y) := {(x, y) ∈ ∆ :
m∏

µ=1

(x− xµ)
n∏

ν=1

(y − yν) = 0}.

се нарича блендинг мрежа, породена от множествата X и Y.

Означаваме съответно с Lx и Ly интерполационните оператори на Лаг-
ранж на променливите x и y, дефинирани за интерполационните възли X
и Y.

Валидна е следната теорема за интерполацията с блендинг функции
(вж. [2]).

Теорема 2.1.4 За всяка функция на две променливи f дефинирана върху
∆ съществува единствена интерполираща блендинг функция на Лагранж
Bf = BGf ∈ Bm,n(∆), която удовлетворява условието Bf|G(X,Y ) = f|G(X,Y ).
Тази блендинг функция притежава представяне във вида

Bf = Lxf + Lyf − LxLyf. (2.1.10)

Нека означим съответно с {lµ}m
µ=1 ⊂ πm−1 и {lν}n

ν=1 ⊂ πn−1 базисните
полиноми на Лагранж, определени с lµ(xj) = δµj (j = 1, . . . , m) и lν(yk) =
δνk (k = 1, . . . , n), където δij е символът на Кронекер.

Вземайки под внимание резултата от равенство (2.1.10) получаваме ди-
ректно следното представяне за интерполиращата блендинг функция на
Лагранж

Bf(x, y) =
m∑

µ=1

lµ(x)f(xµ, y) +
n∑

ν=1

lν(y)f(x, yν)−
m∑

µ=1

n∑
ν=1

lµ(x)lν(y)f(xµ, yν).

Нека числата r, s ∈ N са такива, че r ≤ m и s ≤ n и функцията f
принадлежи на класа Cr,s(∆). Тогава за разликата f −Bf е валидно пред-
ставянето

f −Bf = (Id− Lx)(Id− Ly)f, (2.1.11)

където с Id е означен идентитета.
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Интерполационните оператори на Лагранж Lx и Ly запазват съответно
полиномите от класовете πr−1 и πs−1. Така след като приложим в равенство
(2.1.11) теоремата на Пеано (Теорема 2.1.1) към функционалите (Id−Lx)
и (Id− Ly) за всяка точка (x, y) ∈ ∆ получаваме

f(x, y)−Bf(x, y) =

∫∫

∆

Kr(x, t)Ks(y, τ)Dr,sf(t, τ) dtdτ, (2.1.12)

където

Kr(x, t) =
1

(r − 1)!

[
(x− t)r−1

+ −
m∑

µ=1

lµ(x)(xµ − t)r−1
+

]

и

Ks(y, τ) =
1

(s− 1)!

[
(y − τ)s−1

+ −
n∑

ν=1

lν(y)(yν − τ)s−1
+

]
.

Описаната дотук схема за блендинг интерполация на Лагранж може да
бъде обобщена по естествен начин за случаите, в които блендинг мрежата
G(X,Y) съдържа кратни линии, т.е. когато множествата X и Y съдържат
не непременно различни точки. В тези случаи интерполационните опера-
тори на Лагранж Lx и Ly трябва да бъдат заменени със съответните ин-
терполационните оператори на Ермит. Тогава в Bf ще се включат не само
проекциите на f върху линиите от мрежата, а и проекциии на някои частни
производни на f .

2.2 Модифицирани кубатурни формули от тип
произведение

В този раздел ще разгледаме задачата за пресмятане на двоен интеграл
от дадена функция на две променливи върху правоъгълна област ∆ =
{(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d},

I[f ] :=

∫∫

∆

f(x, y) dxdy.
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2.2.1 Кубатурни формули от тип произведение и тех-
ните блендинг модификации.

Един стандартен начин за приближаване на I[f ] е с помощта на кубатурна
формула C[f ],

I[f ] ≈ C[f ] =

n1∑
i=1

n2∑
j=1

aijf(ti, τj),

където за точките {(ti, τj)} обикновено се предполага, че лежат в областта
на интегриране.

В случая на правоъгълна област е възможна употребата на кубатурни
формули от тип произведение, които се получават след последователното
прилагане на две квадратурни формули по всяко от направленията (вж.
напр. [22], [5])

C[f ] = C(Q1, Q2)[f ] :=

n1∑
i=1

n2∑
j=1

cidjf(ti, τj), (2.2.1)

където Q1[g] =

n1∑
i=1

cig(ti) и Q2[g] =

n2∑
j=1

djg(τj) са квадратурни формули за

приближаване съответно на `1[g] :=

b∫

a

g(x) dx и `2[g] :=

d∫

c

g(x) dx.

При употребата на кубатурните формули възникват някои естествени
въпроси, свързани с големината на грешката

E[C; f ] := I[f ]− C[f ] :

Колко малка е величината |E[C; f ]|?
Възможно ли е както в едномерния случай да бъде намерена оценка за

|E[C; f ]|, в която участва дадена норма на само една фиксирана производна
на подинтегралната функция, например Dr,sf?

Можем ли да построим дефинитни кубатурни формули от ред (r, s)?
и т.н.

Отговорът на втория въпрос е отрицателен. Наистина да допуснем, че
съществува оценка за грешката от вида |E[C; f ]| ≤ cr,s(C)‖Dr,sf‖. Това
би означавало, че кубатурната формула C е точна за всички функции от
Br,s(∆) и тогава аналогично на едномерното понятие алгебрична степен
на точност в двумерния случай бихме могли да разглеждаме понятието
блендинг степен на точност.
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Обаче за разлика от едномерния случай линейното пространство от
блендинг функциите Br,s(∆) е безкрайномерно, и не съществува кубатурна
формула, използваща само стойности на функцията в краен брой точки,
която да е точна за всяка функция f ∈ Br,s(∆).

Ние ще покажем обаче, че оценка на грешката от горния вид все пак
е възможно да бъде направена стига кубатурната формула освен стандар-
тната информация - стойности на подинтегралната функция в точки да
съдържа и интеграли от функцията по линии. Построяването на подобни
кубатурни формули се осъществява по следната схема (вж. [9], [10]):

Вместо да търсим приближение на I[f ] с кубатурната формула C[f ], ще
използваме приближението

I[f −Bf ] ≈ C[f −Bf ],

където C е кубатурна формула от обичайния вид, т.е. съдържа само стой-
ности на подинтегралната функция в краен брой точки.

По този начин получаваме една нова кубатурна формула S[f ] за приб-
лижено пресмятане на I[f ],

I[f ] ≈ S[f ], S[f ] := C[f ] + I[Bf ]− C[Bf ]. (2.2.2)

Като съставна част в S участва изразът I[Bf ], който изглежда по раз-
личен начин от обичайните кубатурни формули. От явния вид на Bf(x, y)
получаваме представянето

I[Bf ] =
m∑

µ=1

bµ`2[f(xµ, ·)] +
n∑

ν=1

bν`1[f(·, yν)]

−
m∑

µ=1

n∑
ν=1

bµbνf(xµ, yν) =: CB[f ].

(2.2.3)

Тук

Q′[g] =
m∑

µ=1

bµg(xµ)

е интерполационната квадратурна формула за приближаване на интеграла

`1[g] =

b∫

a

g(x) dx, определена от Lx, а

Q′′[g] =
n∑

ν=1

bνg(yν)
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е интерполационната квадратурна формула за приближаване на интеграла

`2[g] =

d∫

c

g(y) dy, определена от Ly.

Така кубатурната формула CB[f ] се получава, ако вместо функцията
интегрираме нейната интерполираща блендинг функция Bf , използва m+n
едномерни интеграла от функцията по линии от блендинг мрежата G и се
нарича блендинг кубатурна формула.

За приближено пресмятане на I[f ] може да се използва и само блендинг
кубатурната формула CB[f ] вместо кубатурната формула S[f ].

Съществува обаче основателна причина за да предпочетем S пред CB и
тя е изложена по-долу.

Използвайки (2.1.12) получаваме

E[CB; f ] = I[f ]− CB[f ] =

∫∫

∆

Kr(Q
′; t)Ks(Q

′′; τ)Dr,sf(t, τ) dtdτ,

където Kr(Q
′; t) = `1[K(·, t)] и Ks(Q

′′; τ) = `2[K(·, τ)] са съответно r-тото яд-
ро на Пеано за Q′ и s-тото ядро на Пеано за Q′′. Неравенството на Хьолдер
и последното равенство ни водят до следната точна оценка за грешката

|E[CB; f ]| ≤ c(r,s),p(CB)‖Dr,sf‖Lp(∆).

Понеже променливите са разделени, то константата на грешката на
блендинг кубатурната формула CB е просто произведението на констан-
тите на грешката за квадратурните формули Q′ и Q′′, т.е. имаме

c(r,s),p(CB) = cr,p(Q
′)cs,p(Q

′′).

Следователно за блендинг кубатурната формула CB имаме точна тео-
ретична оценка на грешката, в която участва нормата на само една произ-
водна на подинтегралната функция.

От друга страна за практически цели е удобно да разполагаме с редица
от кубатурни формули, за която абсолютната стойност на грешката нама-
лява с нарастването на поредния номер на съответната формула. Така ще
можем да изчисляваме стойността на I[f ] с произволна, отнапред зададена
точност.

Намирането на подобна редица от кубатурни формули може да стане
или чрез увеличаване на броя на линиите от блендинг мрежата, или чрез
използването на съставни блендинг кубатурни формули. Двата подхода,
обаче водят до нарастване на броя на използваните еднимерни интеграли.
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Това е един нежелан ефект, тъй като точното пресмятане на тези интеграли
не е винаги възможно.

Поради тази причина ние ще предпочетем схемата за приближаване
(2.2.2) в следния вариант: блендинг мрежата G остава постоянна, като чис-
лата m и n са сравнително малки. По този начин участващите m + n ин-
теграла по линиите от блендинг мрежата остават непроменени по време на
пресмятанията. За подобряване на приближената стойност на I[f ] ще про-
меняме само кубатурната формула C, като използваме съставни кубатурни
формули от тип произведение с нарастващ брой възли.

До края на настоящата глава ще считаме, че C е кубатурна формула от
тип произведение за приближено пресмятане на I, т.е. C има вида (2.2.1).

Определение 2.2.1 Всяка кубатурна формула S, получена от кубатур-
ната формула от тип произведение C чрез (2.2.2) се нарича модифици-
рана кубатурна формула от тип произведение (МКФТП).

Всяка модифицирана кубатурна формула от тип произведение S се оп-
ределя еднозначно от две двойки квадратурни формули. Първата двойка
(Q′, Q′′) дефинира интерполиращият блендинг оператор B, а другата двой-
ка (Q1, Q2) поражда кубатурната формула от тип произведение C(Q1, Q2).

2.2.2 Ядра на Пеано и оценка за грешката на модифи-
цираната кубатурна формула от тип произведе-
ние

Ще започнем с формулирането на някои общи предположения, при които
са в сила всички твърдения в този раздел.

S е МКФТП от вида (2.2.2), където C = C(Q1, Q2) е кубатурната фор-
мула от тип произведение, дефинирана с равенство (2.2.1), а B е интерполи-
ращият блендинг оператор, породен от блендинг мрежата G(X,Y), където
броят на елементите в множествата X и Y е равен съответно на m и n.

За естествените числа r и s ще предполагаме, че r ≤ АСТ (Q′) + 1 и
s ≤ АСТ (Q′′) + 1, където Q′ и Q′′ са интерполационните квадратурните
формули, които съотвестват на B.

С Kr(Q
′; t) и Ks(Q

′′; τ) ще означаваме съответните ядра на Пеано за
квадратурните формули Q′ и Q′′.

Забележка 2.2.1 За простота, от тук до края на глава 2 ще използваме
едни и същи означения за ядрата на Пеано, съответстващи на определени
интеграли с различни интервали на интегриране (квадратурните форму-
ли Q′ и Q1 приближават интеграла `1, а Q′′ и Q2 - интеграла `2). Същото

44



се отнася и за остатъците и константите на грешката на тези квад-
ратурни формули.

Нека накрая предположим, че подинтегралната функция f е достатъчно
гладка, т.е. производната Dr,sf съществува и е интегруема в областта ∆.

Като използваме (2.1.12) за грешката E[S; f ] на МКФТП S получаваме
следното интегрално представяне

E[S; f ] =

∫∫

∆

Kr,s(S; t, τ)Dr,sf(t, τ) dtdτ, (2.2.4)

където ядрото на Пеано от ред (r, s) за S се задава с равенството

Kr,s(S; t, τ) = Kr(Q
′, t)Ks(Q

′′, τ)−
n1∑
i=1

n2∑
j=1

cidjKr(ti, t)Ks(τj, τ)

= Kr(Q
′, t)Ks(Q

′′, τ)−Q1[Kr(·, t)]Q2[Ks(·, τ)].

(2.2.5)

Следващата теорема ни дава още няколко представяния за Kr,s(S; t, τ).

Теорема 2.2.1 Нека освен общите предположения от началото на раздел
2.2.2 имаме още АСТ (Q1) ≥ m−1 и АСТ (Q2) ≥ n−1. Тогава за (t, τ) ∈ ∆
ядрото на Пеано Kr,s(S; t, τ) притежава следните представяния

Kr,s(S; t, τ) = Kr(Q
′, t)Ks(Q2; τ) + Kr(Q1; t)Q2[Ks(·, τ)], (2.2.6)

Kr,s(S; t, τ) = Ks(Q
′′, τ)Kr(Q1; t) + Ks(Q2; τ)Q1[Kr(·, t)], (2.2.7)

Kr,s(S; t, τ) =Kr(Q
′, t)Ks(Q2; τ) + Kr(Q1; t)Ks(Q

′′; τ)

−Kr(Q1; t)Ks(Q2; τ).
(2.2.8)

Док а з а т е л с т в о. Нека първо проверим верността на следните равен-
ства R[Q2;Ks(·, τ)] = Ks(Q2; τ) и R[Q1;Kr(·, t)] = Kr(Q1; t).

Понеже те са аналогични е достатъчно докажем например второто, за
целта ще отчетем, че АСТ (Q1) ≥ m − 1, т.е. R[Q1; lµ] = 0 за µ = 1, . . . , m,
така последователно пресмятаме

R[Q1;Kr(·, t)] = R
[
Q1;

(· − t)r−1
+

(r − 1)!

]
− 1

(r − 1)!

m∑
µ=1

R[Q1; lµ](xµ − t)r−1
+

= R
[
Q1;

(· − t)r−1
+

(r − 1)!

]
= Kr(Q1; t).
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До равенства (2.2.6) и (2.2.7) ще достигнем като използваме още фор-
мулите Kr(Q

′, t) = `1[Kr(·, t)] и Ks(Q
′′, τ) = `2[Ks(·, τ)].

Сега чрез прибавяне и изваждане на Kr(Q
′; t)Q2[Ks(·, τ)] в дясната стра-

на на равенство (2.2.5) получаваме

Kr,s(S; t, τ) =Kr(Q
′; t)

[
Ks(Q

′′; τ)−Q2[Ks(·, τ)]
]

+ Q2[Ks(·, τ)]
[
Kr(Q

′; t)−Q1[Kr(·; t)]
]

=Kr(Q
′; t)

[
`2[Ks(·, τ)]−Q2[Ks(·, τ)]

]

+ Q2[Ks(·, τ)]
[
`1[Kr(·; t)]−Q1[Kr(·; t)]

]

=Kr(Q
′; t)R[Q2;Ks(·, τ)] + Q2[Ks(·, τ)]R[Q1;Kr(·, t)]

=Kr(Q
′, t)Ks(Q2; τ) + Kr(Q1; t)Q2[Ks(·, τ)].

Абсолютно аналогично за да проверим равенство (2.2.7) в дясната стра-
на на (2.2.5) прибавяме и изваждаме Ks(Q

′′; τ)Q1[Kr(·, t)]. Понеже разсъж-
денията са същите както при доказателството на (2.2.6) ще изпуснем под-
робностите.

За да докажем (2.2.8) и завършим доказателството на теоремата ще
проверим първо, че Q2[Ks(·, τ)] = Ks(Q

′′; τ)−Ks(Q2; τ).
Използвайки, че АСТ (Q2) ≥ n − 1, имаме Q2[lν ] = `2[lν ] = bν за ν =

1, . . . , n. Така получаваме

Q2[Ks(·, τ)] = Q2

[(· − τ)s−1
+

(s− 1)!

]
− 1

(s− 1)!

n∑
ν=1

Q2[lν ](yν − τ)s−1
+

= Q2

[(· − τ)s−1
+

(s− 1)!

]
− 1

(s− 1)!

n∑
ν=1

bν(yν − τ)s−1
+

= Q2

[(· − τ)s−1
+

(s− 1)!

]
−Q′′

[(· − τ)s−1
+

(s− 1)!

]

= R
[
Q′′;

(· − τ)s−1
+

(s− 1)!

]
−R

[
Q2;

(· − τ)s−1
+

(s− 1)!

]

= Ks(Q
′′; τ)−Ks(Q2; τ)

След заместване на Q2[Ks(·, τ)] = Ks(Q
′′; τ) − Ks(Q2; τ) в (2.2.6), полу-

чаваме веднага твърдението от равенство (2.2.8). Теоремата е доказана.
¤

Подобно на едномерния случай и за функциите на две променливи мо-
жем да формулираме следното
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Определение 2.2.2 Пространствата от функции

W r,s
p (∆) := {f : ∆ → R : ‖Dr,sf‖Lp(∆) < ∞},

където r, s ∈ N, a 1 ≤ p ≤ ∞ се наричат класове на Соболев.

Ако функцията f е от класа W r,s
p (∆), то тогава от равенство (2.2.4) и

неравенството на Хьолдер получаваме следната точна оценка за грешката
на S

|E[S; f ]| ≤ c(r,s),p(S)‖Dr,sf‖Lp(∆), (2.2.9)

където
c(r,s),p(S) = ‖Kr,s(S; ·, ·)‖Lq(∆),

1

p
+

1

q
= 1

Ако се окаже, че точното пресмятане на константата на грешката c(r,s),p(S)
не е лесно (какъвто по принцип е общия случай, особено за стойности на p
различни от 1, 2 и ∞), може да се пристъпи към по-нататъшно оценяване.

Използвайки равенство (2.2.8), което ни дава връзка между ядрата на
Пеано за МКФТП S и свързаните с нея квадратурни формули Q′, Q′′, Q1

и Q2, получаваме оценка отгоре за c(r,s),p(S) с помощта на константите на
грешката за тези квадратурни формули.

Следствие 2.2.1 При предположенията от Теорема 2.2.1 за 1 ≤ p ≤ ∞
имаме

c(r,s),p(S) ≤ cr,p(Q
′)cs,p(Q2) + cr,p(Q1)cs,p(Q

′′) + cr,p(Q1)cs,p(Q2). (2.2.10)

Док а з а т е л с т в о. От неравенството на триъгълника, приложено към
ревенство (2.2.8) имаме

c(r,s),p(S) = ‖Kr,s(S; ·, ·)‖Lq(∆)

≤ ‖Kr(Q
′; ·)‖Lq [a,b] · ‖Ks(Q2; ·)‖Lq [c,d]

+ ‖Kr(Q1; ·)‖Lq [a,b] · ‖Ks(Q
′′; ·)‖Lq [c,d]

+ ‖Kr(Q1; ·)‖Lq [a,b] · ‖Ks(Q2; ·)‖Lq [c,d]

= cr,p(Q
′)cs,p(Q2) + cr,p(Q1)cs,p(Q

′′) + cr,p(Q1)cs,p(Q2).

¤
Както вече споменахме, не е възможно да бъде получена оценка за греш-

ката на обикновената кубатурна формула C, в която участва само една
частна производна на подинтегралната функция. Сега ще покажем, че съ-
ществува оценка за грешката, но с участието на норми на три конкретни
частни производни. За целта ще изведем едно друго представяне на моди-
фицираната кубатурна формула от тип произведение S.
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Теорема 2.2.2 При предположенията от Теорема 2.2.1 модифицирана-
та кубатурна формула от тип произведение S притежава следното пред-
ставяне

S[f ] = C[f ] + Q′[R[Q2; f((·)Q′ , (·)R)]
]
+ Q′′[R[Q1; f((·)R, (·)Q′′)]

]
. (2.2.11)

Ако подинтегралната функция f лежи в класа W r,s
p (∆), то за грешка-

та на кубатурната формула от тип произведение C е изпълнено

|E[C; f ]| ≤c(r,s),p(S) · ‖Dr,sf‖Lp(∆) + cs,p(Q2) · ‖Q′‖ · ‖D0,sf‖Lp(∆)

+ cr,p(Q1) · ‖Q′′‖ · ‖Dr,0f‖Lp(∆).
(2.2.12)

Тук с ||Q′|| и ||Q′′|| сме означили съответно сумата от абсолютните стой-

ности на коефициентите на Q′ и Q′′, т.е. ‖Q′‖ =

n1∑
i=1

|ci| и ‖Q′′‖ =

n2∑
i=1

|di|.

Док а з а т е л с т в о. Понеже АСТ (Q1) ≥ m−1 и АСТ (Q2) ≥ n−1 имаме
Q1[lµ] = `1[lµ] = bµ за µ = 1, . . . , m и Q2[lν ] = `2[lν ] = bν за ν = 1, . . . , n.

Следователно

C[Bf ] =
m∑

µ=1

Q1[lµ]Q2[f(xµ, ·)] +
n∑

ν=1

Q2[lν ]Q1[f(·, yν)]

−
m∑

µ=1

n∑
ν=1

Q1[lµ]Q2[lν ]f(xµ, yν)

=
m∑

µ=1

bµQ2[f(xµ, ·)] +
n∑

ν=1

bνQ1[f(·, yν)]−
m∑

µ=1

n∑
ν=1

bµbνf(xµ, yν)

=Q′[Q2[f(xµ, ·)]
]
+ Q′′[Q1[f(·, yν)]

]−
m∑

µ=1

n∑
ν=1

bµbνf(xµ, yν).

От друга страна от равенство (2.2.3) имаме

I[Bf ] =
m∑

µ=1

bµ`2[f(xµ, ·)] +
n∑

ν=1

bν`1[f(·, yν)]−
m∑

µ=1

n∑
ν=1

bµbνf(xµ, yν)

= Q′[`2[f(xµ, ·)]
]
+ Q′′[`1[f(·, yν)]

]−
m∑

µ=1

n∑
ν=1

bµbνf(xµ, yν).

Понеже S[f ] = C[f ]+I[Bf ]−C[Bf ] и са в сила горните формули за C[Bf ] и
I[Bf ] непосредствено достигаме до търсения в равенство (2.2.11) резултат

S[f ] = C[f ] + Q′[`2[f(xµ, ·)]−Q2[f(xµ, ·)]
]
+ Q′′[`1[f(·, yν)]−Q1[f(·, yν)]

]

= C[f ] + Q′[R[Q2; f((·)Q′ , (·)R)]
]
+ Q′′[R[Q1; f((·)R, (·)Q′′)]

]
.
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Сега неравенството (2.2.12) следва от (2.2.11) и (2.2.9):

|E[C; f ]| ≤ |E[S; f ]|+
∣∣Q′[R[Q2; f((·)Q′ , (·)R)]

]∣∣ +
∣∣Q′′[R[Q1; f((·)R, (·)Q′′)]

]∣∣
≤ |E[S; f ]|+ ‖Q′‖ max

x∈[a,b]

∣∣R[Q2; f(x, ·)]
∣∣ + ‖Q′′‖ max

y∈[c,d]

∣∣R[Q1; f(·, y)]
∣∣

≤ c(r,s),p(S) · ‖Dr,sf‖Lp(∆) + cs,p(Q2) · ‖Q′‖ · ‖D0,sf‖Lp(∆)

+ cr,p(Q1) · ‖Q′′‖ · ‖Dr,0f‖Lp(∆).

Теоремата е доказана.
¤

Забележка 2.2.2 Всъщност по същия начин може да се изведе и следна-
та по-обща оценка за грешката на |E[C; f ]|

|E[C; f ]| ≤c(r,s),p1(S) · ‖Dr,sf‖Lp1 (∆) + cµ,p2(Q2)‖Q′‖ · ‖D0,µf‖Lp2 (∆)

+ cν,p3(Q1) · ‖Q′′‖ · ‖Dν,0f‖Lp3 (∆),

при условие, че 1 ≤ pi ≤ ∞ (i = 1, 2, 3), µ ≤ АСТ (Q2)− 1, ν ≤ АСТ (Q1)−
1 и производните на подинтегралната функция, намиращи се в дясната
страна на неравенството съществуват заедно със съответните си норми.

Струва си да отбележим, че извеждането на оценки за грешката на ку-
батурни формули е нетривиален процес. Повечето изследвания се съсредо-
точават върху построяването на кубатурни формули с дадена алгебрична
степен на точност, което по същество е друга, също трудна задача (вж.,
напр. [29]).

В литературата се срещат и други оценки за грешката на обикновената
кубатурна формула C с помощта на производни, всички те обаче използват
повече на брой норми на производни на подинтегралната функция (напр.
оценката в [22, Глава 5] използва всички частни производни на подинтег-
ралната функция до даден ред включително).

2.2.3 Дефинитни модифицирани кубатурни формули
от тип произведение

Нека първо припомним едно определение, отнасящо се до квадратурните
формули.

Определение 2.2.3 Квадратурната формула Q се нарича положителна,
ако всички нейни коефициенти са положителни числа.

По аналогия с квадратурните формули ще дадем и следното
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Определение 2.2.4 Mодифицираната кубатурна формула от тип про-
изведение S се нарича положително дефинитна (определена) от ред (r, s)
ако Kr,s(S; t, τ) ≥ 0 в ∆, съответно отрицателно дефинитна (определена)
от ред (r, s) ако K(r,s)(S; t, τ) ≤ 0 в ∆.

По същество проверката за дефинитност на една кубатурна формула е
доста тежка задача. Сега ние ще се възползваме от резултатата на Тео-
рема 2.2.1, за да получим някои достатъчни условия за дефинитност на
модифицираната кубатурна формула от тип произведение.

Теорема 2.2.3 Следните условия са достатъчни за това модифицирана-
та кубатурна формула от тип произведение S да бъде положително де-
финитна от ред (r, s):

(i) Q1 и Q′ са положително дефинитни от ред r, Q2 е положителна
и положително дефинитна от ред s, и Ks ≥ 0 в ∆;

(ii) Q1 и Q′ са отрицателно дефинитни от ред r, Q2 е положителна
и отрицателно дефинитна от ред s, и Ks ≤ 0 в ∆;

(iii) Q2 и Q′′ са положително дефинитни от ред s, Q1 е положителна
и положително дефинитна от ред r, и Kr ≥ 0 в ∆;

(iv) Q2 и Q′′ са отрицателно дефинитни от ред s, Q1 е положителна
и отрицателно дефинитна от ред r, и Kr ≤ 0 в ∆;

(v) Q1 и Q′ са дефинитни от противоположен тип от ред r, Q2 и Q′′

са дефинитни от противоположен тип от ред s, Q1 и Q2 са дефинитни
от противоположен тип.

Следните условия са достатъчни за това модифицираната кубатурна
формула от тип произведение S да бъде отрицателно дефинитна от ред
(r, s):

(i′) Q1 и Q′ са положително дефинитни r, Q2 е положителна и от-
рицателно дефинитна от ред s, и Ks ≤ 0 в ∆;

(ii′) Q1 и Q′ са отрицателно дефинитни от ред r, Q2 е положителна
и положително дефинитна от ред s, и Ks ≥ 0 в ∆;

(iii′) Q2 и Q′′ са положително дефинитни от ред s, Q1 е положителна
и отрицателно дефинитна от ред r, и Kr ≤ 0 в ∆;

(iv′) Q2 и Q′′ са отрицателно дефинитни от ред s, Q1 е положителна
и положително дефинтна от ред r, и Kr ≥ 0 в ∆;

(v′) Q1 и Q′ са дефинитни от противоположен тип от ред r, Q2 и Q′′

са дефинитни от противоположен тип от ред s, Q1 и Q2 са дефинитни
от един и същи тип.
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Док а з а т е л с т в о. Всяко от предположения (i) или (ii) осигурява на
двете събираеми в дясната страна на (2.2.6) положителен знак в ∆, а знакът
на същите тези събираеми е отрицателен при някое от предположения (i′)
или (ii′).

Аналогично, за двете събираеми от дясната страна на равенство (2.2.7)
следва, че техния знак е положителен в ∆ ако е изпълнено някое от пред-
положенията (iii) или (iv), и съответно отрицателен при някое от предпо-
ложенията (iii′) или (iv′).

Накрая за всички събираеми от дясната страна на равенство (2.2.8) са
съответно положителни или отрицателни в ∆ при предположения (v) или
(v′).

Така предположения (i) - (v′) гарантират, че всички събираеми в дясна-
та страна на някоя от формулите (2.2.6), (2.2.7) или (2.2.8) имат еднакъв
постоянен знак в ∆, т.е. и за Kr,s(S; t, τ) получаваме съответния постоянен
знак в ∆.

Теоремата е доказана.
¤

Забележка 2.2.3 Понеже е в сила равенството Kr(Q
′; t) = `1[Kr(·, t)],

то предположението, че Kr(x, t) не си мени знака в ∆ означава, че квад-
ратурната формула Q′ е дефинитна от ред r.

Аналогично изискването Ks(y, τ) да не си мени знака в ∆ води до фак-
та, че квадратурната формула Q′′ е дефинитна от ред s.

От друга страна ако ядрото Kr(x, t) (съответно Ks(y, τ)) не си мени
знака във вътрешността на ∆, то това означава, че всяка от различните
вътрешни точки на множеството X (съответно Y) се среща четен брой
пъти, т.е. интерполацинния блендинг оператор е от Ермитов тип.

Тъй като в Bf и съответно в S[f ] не участват производни на f , то
вътрешните линии на блендинг мрежата G(X,Y) трябва да са двойни и
да минават през възлите на някоя квадратурна формула от Гаусов тип.

Следователно за построяването на дефинитна МКФТП S е достатъч-
но квадратурните формули Q′ и Q′′ да бъдат квадратурни формули от
Гаусов тип.

В общия случай влиянието на „коригиращия член“ I[Bf ]−C[Bf ], който
се прибавя към кубатурната формула от тип произведение C[f ] за да се
получи нейната блендинг модификация S[f ] е неопределено. В зависимост
от B, C и f той може да намалява или увеличава големината на грешката.
В някои случаи обаче равенство (2.2.11) може да се използва за сравняване
на грешките на кубатурните формули S и C.
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За да опишем случаите, в които това е възможно, да разгледаме равен-
ство (2.2.11) и да забележим, че

E[S; f ] = E[C; f ]−Q′[R[Q2; f((·)Q′ , (·)R)]
]−Q′′[R[Q1; f((·)R, (·)Q′′)]

]
,

Нека сега предположим, че знака на E[S; f ] е известен, т.е. можем да
мислим, че E[S; f ] ≥ 0. Такъв например е случаят когато S е положител-
но дефинитна от ред (r, s) и Dr,sf ≥ 0 в ∆ или когато S е отрицателно
дефинитна от ред (r, s) и Dr,sf ≤ 0 в ∆.

Сега ако

Q′[R[Q2; f((·)Q′ , (·)R)]
] ≥ 0 и Q′′[R[Q1; f((·)R, (·)Q′′)]

] ≥ 0, (2.2.13)

то
0 ≤ E[S; f ] ≤ E[C; f ],

т.е. грешката на S е по-малка от грешката на C.
Неравенства (2.2.13) са изпълнени например когато Q′ и Q′′ са положи-

телни квадратурни формули, Q1 и Q2 са дефинитни квадратурни формули
съответно от ред r и s и Dr,0f и D0,sf имат подходящи постоянни знаци в
∆ (или поне върху линиите от блендинг мрежата G).

Останалите изисквания към Q′, Q′′, Q1 и Q2 са свързани с предполо-
женията на Теорема 2.2.3, които гарантират дефинитност на МКФТП
S.

Следващото твърдение обединява множеството условия, от които след-
ва, че дефинитната модифицирана кубатурна формула от тип произведение
S е по-добра от съответната на нея кубатурна формула от тип произведение
C. За простота ще въведем някои означения. Ако квадратурната формула Q
е положително (отрицателно) дефинитна от ред m ще пишем Q е ПД (m)
(ОД (m)). Ако освен това Q е и положителна ще пишем Q е ППД (m)
(съответно ПОД (m)).

Твърдение 2.2.1 Нека C = C(Q1, Q2) е кубатурна формула от тип про-
изведение, определена от Q1 и Q2, и нека МКФТП S е породена от квад-
ратурните формули Q′, Q′′, Q1 и Q2.

Нека предположим, че подинтегралната функция f принадлежи на
класа Cr,s(∆) и нейните производни Dr,sf , Dr,0f и D0,sf не си менят знака
в ∆.

Тогава изискванията, зададени с всеки от редовете на Таблица 2.1 га-
рантират верността на неравенствата 0 ≤ E[S; f ] ≤ E[C; f ].

Ако обърнем посоката на неравенствата в последните три стълба на
Таблица 2.1, то изискванията на всеки ред ще гарантират верността на
обратните неравенства 0 ≥ E[S; f ] ≥ E[C; f ].
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Таблица 2.1: Достатъчни условия за 0 ≤ E[S; f ] ≤ E[C; f ]

Q′ Q′′ Q1 Q2 Dr,sf Dr,0f D0,sf
ППД (r) ППД (s) ПД (r) ППД (s) ≥ 0 ≥ 0 ≥ 0

Ks ≥ 0
ПОД (r) ПОД (s) ОД (r) ПОД (s) ≥ 0 ≤ 0 ≤ 0

Ks ≤ 0
ППД (r) ППД (s) ППД (r) ПД (s) ≥ 0 ≥ 0 ≥ 0
Kr ≥ 0

ПОД (r) ПОД (s) ПОД (r) ОД (s) ≥ 0 ≤ 0 ≤ 0
Kr ≤ 0

ППД (r) ПОД (s) ОД (r) ПД (s) ≥ 0 ≤ 0 ≥ 0
ПОД (r) ППД (s) ПД (r) ОД (s) ≥ 0 ≥ 0 ≤ 0
ППД (r) ПОД (s) ПД (r) ПОД (s) ≤ 0 ≥ 0 ≤ 0

Ks ≤ 0
ПОД (r) ППД (s) ОД (r) ППД (s) ≤ 0 ≤ 0 ≥ 0

Ks ≥ 0
ПОД (r) ППД (s) ПОД (r) ПД (s) ≤ 0 ≤ 0 ≥ 0
Kr ≤ 0

ППД (r) ПОД (s) ППД (r) ОД (s) ≤ 0 ≥ 0 ≤ 0
Kr ≥ 0

ППД (r) ППД (s) ОД (r) ОД (s) ≤ 0 ≤ 0 ≤ 0
ПОД (r) ПОД (s) ПД (r) ПД (s) ≤ 0 ≥ 0 ≥ 0

2.3 Приложения
В този раздел ще разгледаме някои приложения на гореизложената тео-
рията при намиране на редици от кубатурни формули за приближеното
пресмятане на двоен интеграл от функция на две променливи върху пра-
воъгълна област ∆ = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} с произволна
точност.

Така ние ще трябва да получим редици от кубатурни формули {Sn}∞n=1

със следните свойства:
1. Кубатурните формули {Sn}∞n=1 притежават интегрално представяне

на грешката.
2. Кубатурните формули {Sn}∞n=1 използват като информация малък

брой интеграли по линии.
3. Редицата от стойностите на съответните кубатурни формули {Sn[f ]}∞n=1
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клони към точната стойност на интеграла I[f ], когато n расте неограниче-
но.

За целта ще използваме модифицирани кубатурни формули от тип про-
изведение от вида (2.2.2), където броя на интегралите по линии от блендинг
мрежата G ще бъде сравнително малък, а квадратурните формули Q′, Q′′,
Q1 и Q2 ще бъдат подбрани подходящо за да имат някои от кубатурните
формули и други специални свойства като дефинитност или квазичебишо-
вост.

2.3.1 Кубатурни формули, използващи интеграли по
границата на областта на интегриране ∂∆

В този и в следващия подраздел ще резглеждаме интеграла

I[f ] :=

∫∫

∆

f(x, y) dxdy,

където за област на интегриране е избран за удобство и поради симетрията
квадрата ∆ = [−1, 1] × [−1, 1] (този избор на област на интегриране ни
най-малко не ограничава общността).

Тук ние ще приближаваме I[f ] с редици от модифицирани кубатурни
формули от тип произведение от вида

Sn[f ] = I[Bf ] + Cn[f ]− Cn[Bf ], (2.3.1)

където Sn е породена от четирите квадратурни формули Q′, Q′′, Q1 и Q2,
всички приближаващи определени интеграли върху интервала [−1, 1], т.е.

`1[g] = `2[g] = `[g] =

1∫

−1

g(x) dx.

За квадратурните формули Q1 и Q2, които пораждат кубатурната фор-
мула от тип произведение Cn ще считаме, че Q1 ≡ Q2 ≡ Qn, където квадра-

турната формула Qn[g] =
n∑

i=0

aig(xi) е с равноотдалечени възли в интервала

[−1, 1], т.е.

Cn[f ] := C(Qn, Qn)[f ] =
n∑

i=0

n∑
j=0

aiajf(ti, τj), (2.3.2)

където възлите ti = τi = −1 +
2i

n
за i = 0, . . . , n.
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Квадратурните формули Q′ и Q′′ ще бъдат избрани така, че да използват
възможно най-малко стойности, т.е. блендинг кубатурната формула CB[f ]
да съдържа най-малък брой интеграли по линии.

Нека блендинг функцията Bf интерполира f по границата ∂∆ на об-
ластта на интегриране ∆, т.е. имаме X = Y = {−1, 1} и Q′[g] ≡ Q′′[g] =
g(−1) + g(1).

По аналогия с едномерния случай ще дадем следното определение

Определение 2.3.1 Казваме, че модифицираната кубатурна формула от
тип произведение (2.3.1) е от квазичебишов тип и я означаваме с SC,β

n , ако
Cn[f ] = β2

∑n
i=0

∑n
j=0 f(ti, τj).

С други думи МКФТП SC,β
n е от квазичебишов тип, ако квадратурната

формула Qn е от Чебишов тип, т.е. всичките ѝ коефициенти са равни на β

или Qn[g] = β

n∑
i=0

g(xi).

Теорема 2.3.1 Измежду всички кубатурни формули SC,β
n от квазичеби-

шов тип най-добрата в класа W 1,1
1 (∆) се достига при β2

∗ =
4

n2
+

4

n2(n− 1)2
.

Като при това,

|E[SB,β∗
n ]| ≤ 2

n

(
1− 1

n

)
‖f (1,1)‖1, (2.3.3)

Забележка 2.3.1 Тук под „най-добра“ се разбира следното: Не съществу-
ва кубатурна формула от квазичебишов тип SC,β

n , която да има констан-
та на Пеано c(1,1),1(S

C,β
n ) по-малка от тази в дясната страна на оценката

(2.3.3).

Док а з а т е л с т в о. За (t, τ) ∈ ∆ имаме

K1,1(S
C,β
n ; t, τ) = tτ − β2

n∑
i=0

K1(ti, t)
n∑

j=0

K1(τj, τ), (2.3.4)

където K1(x, t) = (x− t)0
+ −

(1 + x)

2
.

Сега трябва да сравним L∞-нормите на K1,1(S
C,β
n ; ·, ·) за различните

стойности на β.
За µ, ν ∈ {0, . . . , n− 1} дефинираме

∆µν := {(t, τ) : tµ < t < tµ+1, τν < τ < τν+1}. (2.3.5)
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Ако (t, τ) ∈ ∆µ,ν , то от равенство (2.3.4) за (u, v) ∈ ∆ имаме

K1,1

(
SC,β

n ; t, τ
)

= K1,1

(
SC,β

n ; tµ +
1 + u

n
, τν +

1 + v

n

)
=

4− n2β2

4n2
(n− 2µ− 1)(n− 2ν − 1) +

1

n2
[uv − (n− 2ν − 1)u− (n− 2µ− 1)v].

(2.3.6)

От представянето (2.3.6) следва, че ако |β| <
2

n
, то независимо от зна-

ците на (n − 2µ − 1) и (n − 2ν − 1) максимумът на |K1,1(S
C,β
n ; ·, ·)| в ∆ се

достига във всеки от четирите ъгъла на ∆, т.е. в точките (t0 + 0, τ0 + 0),
(tn − 0, τ0 + 0), (t0 + 0, τn − 0) и (tn − 0, τn − 0) и този максимум е

||K1,1(S
C,β
n ; ·, ·)||∞ =

4− n2β2

4n2
(n− 1)2 +

2n− 1

n2
,

като при това в точките (t0 + 0, τ0 + 0) и (tn − 0, τn − 0) стойността на
K1,1(S

C,β
n ; ·, ·) е положителна, а в точките (tn − 0, τ0 + 0) и (t0 + 0, τn − 0) -

отрицателна.

Като най-малка стойност на ||K1,1(S
C,β
n ; ·, ·)||∞ за |β| ≤ 2

n
имаме при

β̃ =
2

n
и тя е

||K1,1(S
C,eβ
n ; ·, ·)||∞ =

2n− 1

n2
. (2.3.7)

Сега стои въпросът дали при |β| >
2

n
можем да намерим такова β, че

||K1,1(S
C,β
n ; ·, ·)||∞ <

2n− 1

n2
.

От представянето (2.3.6) следва, че за |β| > 2

n
в зависимост от знаците

на (n−2µ−1) и (n−2ν−1) и числата u и v получаваме следното представяне
за ||K1,1(S

C,β
n ; ·, ·)||∞

||K1,1(S
C,β
n ; ·, ·)||∞ = max{4− n2β2

4n2
(n−1)2+

2n− 1

n2
,
n2β2 − 4

4n2
(n−1)2+

2n− 3

n2
}.

Сега ако
4

n2
< β2 <

4

n2
+

4

n2(n− 1)2
имаме

||K1,1(S
C,β
n ; ·, ·)||∞ =

4− n2β2

4n2
(n− 1)2 +

2n− 1

n2
,
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а при β2 >
4

n2
+

4

n2(n− 1)2

||K1,1(S
C,β
n ; ·, ·)||∞ =

n2β2 − 4

4n2
(n− 1)2 +

2n− 3

n2
.

Така получаваме, че inf
β
||K1,1(S

C,β
n ; ·, ·)||∞ = ||K1,1(S

C,β∗
n ; ·, ·)||∞ =

2n− 2

n2
,

където β2
∗ =

4

n2
+

4

n2(n− 1)2
. Теоремата е доказана.

¤

Теорема 2.3.2 Измежду всички кубатурни формули SC,β
n от квазичеби-

шов тип най-добрата в класа W 1,1
2 (∆) се достига при β∗ =

2

n
.

Като при това,

|E[SB,β∗
n ]| ≤ 2

n

(
1− 1

2n

)
‖f (1,1)‖1, (2.3.8)

|E[SB,β∗
n ]| ≤ 2

√
2

3n

(
1− 1

2n2

)1/2

‖f (1,1)‖2, (2.3.9)

|E[SB,β∗
n ]| < 40

27n

(
1 +

27

40n
− 2

5n2

)
‖f (1,1)‖∞. (2.3.10)

Забележка 2.3.2 Тук под „най-добра“ се разбира следното: Не съществу-
ва кубатурна формула от квазичебишов тип SC,β

n , която да има констан-
та на Пеано c(1,1),2(S

C,β
n ) по-малка от тази в дясната страна на оценката

(2.3.9).
Константата от неравенство (2.3.8) е точна и въпреки, че констан-

тата в оценката (2.3.10) не е точна, то нейния главен член
40

27n
е точен.

Док а з а т е л с т в о.
Оценката (2.3.8) следва директно от равенство (2.3.7).
Сега от равенство (2.3.6) имаме
∫∫

∆µν

[K1,1(S
C,β
n ; t, τ)]2dt dτ =

1

n2

∫∫

∆

[
4− n2β2

4n2
(n− 2µ− 1)(n− 2ν − 1)

+
1

n2
[uv − (n− 2ν − 1)u− (n− 2µ− 1)v]

]2

du dv.
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Двете събираеми, участващи във втория интеграл са ортогонални в ∆
и следователно

∫∫

∆µν

[K1,1(S
C,β
n ; t, τ)]2dt dτ ≥

∫∫

∆µν

[K1,1(S
C,β∗
n ; t, τ)]2dt dτ,

или ‖K1,1(S
C,β
n ; ·, ·)‖2 ≥ ‖K1,1(S

C,β∗
n ; ·, ·)‖2, като равенство се достига точно

тогава когато |β| = |β∗|. Пресмятанията за стойността на нормата
‖K1,1(S

C,β∗
n ; ·, ·)‖2 са директни и затова са изпуснати.

За да докажем (2.3.10) оценяваме
∫∫

∆µν

|K1,1(S
C,β∗
n ; t, τ)| dt dτ чрез

1

n4

∫∫

∆

[|(n− 2ν − 1)u + (n− 2µ− 1)v| ± |uv|] du dv,

и пресмятаме получения интеграл с помощта на следната проста лема.

Лема 2.3.1 Ако a ≥ b > 0, то
∫∫

∆

|au + bv| du dv = 2a +
2b2

3a
.

При доказателството на лемата и пресмятането на интегралите няма осо-
бени трудности и затова изпускаме подробностите. Теоремата е доказана.

¤
Сега да разгледаме кубатурна формула от общия вид (2.3.1), където

Cn е кубатурна формула от тип произведение от вида (2.3.2), породена от
кваратурна формула Qn с АСТ (Qn) ≥ 1.

Като следствие от Теорема 2.2.1 имаме

K2,2(Sn; t, τ) =
τ 2 − 1

2
K2(Qn; t) + K2(Qn; τ)Qn[K2(· , t)], (2.3.11)

K2,2(Sn; t, τ) =
t2 − 1

2
K2(Qn; τ) +

τ 2 − 1

2
K2(Qn; t)

−K2(Qn; t)K2(Qn; τ),

(2.3.12)

където K2(x, t) = (x− t)+ − (1 + x)(1− t)

2
.

Сега от представянията (2.3.11) и (2.3.12), факта, че K2(x, t) ≤ 0 в ∆ и
Теорема 2.2.3 (ii) и (v′) получаваме следната
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Теорема 2.3.3 (i) Ако Qn е положителна и отрицателно дефинитна
квадратурна формула от ред 2, то Sn е положително дефинитна моди-
фицирана кубатурна формула от тип произведение от ред (2, 2).

(ii) Ако Qn е положително дефинитна от ред 2, то Sn е отрицателно
дефинитна модифицирана кубатурна формула от тип произведение от
ред (2, 2).

Ако изберем Qn да бъде квадратурната формула на трапеците (2.1.9),
то получаваме следната кубатурна формула

Sn[f ] = `[f(t0, ·)] + `[f(tn, ·)] + `[f(·, τ0)] + `[f(·, τn)] +
4

n2

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

fij

−2n− 1

n2
[f00 + f0n + fn0 + fnn]− 2n− 2

n2

n−1∑

k=1

[f0k + fnk + fk0 + fkn],

(2.3.13)
където fij := f(ti, τj).

Всъщност поради факта, че (f − Bf)|∂I2 ≡ 0 кубатурната формула
(2.3.13) съвпада с формулата SC,β∗

n от Теорема 2.3.2, т.е. за нея имаме
допълнително и някои екстремални свойства.

Следващата теорема ни дава още свойства на кубатурната формула
(2.3.13).

Теорема 2.3.4 Кубатурната формула (2.3.13) е положително дефинит-
на от ред (2, 2). Като при това ако f (2,2) ≥ 0 в ∆, то

I[f ] ≥ S2n[f ] ≥ Sn[f ]. (2.3.14)

Валидни са следните оценки за грешката на МКФТП Sn:

|E[Sn; f ]| < 1

2n2
‖f (2,2)‖1, (2.3.15)

|E[Sn; f ]| ≤ 2

45n2

(
122− 100

n2
+

14

n4

)1/2

‖f (2,2)‖2, (2.3.16)

|E[Sn; f ]| ≤ 8

9n2

(
1− 1

2n2

)
‖f (2,2)‖∞. (2.3.17)

Док а з а т е л с т в о.
От Теорема 2.3.3 (i) следва положителната дефинитност на Sn.
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За да получим второто неавенство в (2.3.14) първо ще проверим, че
K2,2(Sn; t, τ) ≥ K2,2(S2n; t, τ) в ∆.

Нека (t, τ) ∈ ∆2µ,2ν , където 0 ≤ µ, ν ≤ n− 1 и ti = τi := −1 +
i

n
.

Имаме

K2,2(Sn; t, τ) =
1

4

[
(t2 − 1)(τ − τ2ν)(τ − τ2ν+2) + (τ 2 − 1)(t− t2µ)(t− t2µ+2)

−(t− t2µ)(t− t2µ+2)(τ − τ2ν)(τ − τ2ν+2)] ,

K2,2(S2n; t, τ) =
1

4

[
(t2 − 1)(τ − τ2ν)(τ − τ2ν+1) + (τ 2 − 1)(t− t2µ)(t− t2µ+1)

− (t− t2µ)(t− t2µ+1)(τ − τ2ν)(τ − τ2ν+1)] .

Полагаме

ψ(u, v) := K2,2(Sn; t2µ +
u

n
, τ2ν +

v

n
)−K2,2(S2n; t2µ +

u

n
, τ2ν +

v

n
)

където u, v ∈ [0, 1], тогава

ψ(u, v) =
1

4n4
{4ν(n− ν)u + 4µ(n− µ)v − [2(2µ− n) + 2(2ν − n) + 3]uv}

≥ uv

2n4
[2(µ + 1)(n− µ) + 2(ν + 1)(n− ν)− 2n− 2] ≥ 0.

Случаите когато (t, τ) лежи в ∆2µ+1,2ν , ∆2µ,2ν+1 и ∆2µ+1,2ν+1 се разглеж-
дат по подобен начин и водят до същото заключение.

След като приложим неравенството на триъгълника към (2.3.12) полу-
чаваме (2.3.15):

‖K2,2(Sn; ·, ·)‖∞ ≤ ‖K2(Q
tr
n ; ·)‖∞ =

1

2n2
.

Лесно се вижда, че тази оценка е асимптотично точна, например като
изчислим K2,2(Sn; 0, 0) за нечетно n.

Доказателството на (2.3.16) и (2.3.17) се свежда до изчисляването на
‖K2,2(Sn; ·, ·)‖q за q = 2 и q = 1. Като използваме (2.3.12) и факта, че
K2,2(Sn; ·, ·) ≥ 0 достигаме до (2.3.17):

‖K2,2(Sn; ·, ·)‖1 =
4

3
c2,∞(Qtr

n )− [c2,∞(Qtr
n )]2 =

8

9n2

(
1− 1

2n2

)
.

За да определим ‖K2,2(Sn; ·, ·)‖2 се нуждаем от числата c2,2(Q
tr
n ) и dtr

n :=
‖((·)2 − 1)K2(Q

tr
n ; ·)‖1 . След кратки пресмятания имаме

dtr
n =

1

2

n−1∑
ν=0

∫ tν+1

tν

(t2 − 1)(t− tν)(t− tν+1) dt =
4

9n2
+

4

45n4
,
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понеже [c2,2(Q
tr
n )]2 =

4

15n2
, то от равенство (2.3.12) получаваме

‖K2,2(Sn; ·, ·)‖2
2 =

8

15
[c2,2(Q

tr
n )]2 + [c2,2(Q

tr
n )]4 +

1

2
[dtr

n ]2 − 2dtr
n [c2,2(Q

tr
n )]2

=
4

452n4

(
122− 100

n2
+

14

n4

)
.

Теоремата е доказана.
¤

Ако формулата Sn от (2.3.1) е зададена чрез кубатурна формула от тип
произведение от вида Cn (2.3.2), където Cn е определена от квадратурната
формула Q+

n от равенство (2.1.8), то Sn се представя по следния начин:

Sn[f ]= `[f(t0, ·)] + `[f(tn, ·)] + `[f(·, τ0)] + `[f(·, τn)] +
4

n2

n−3∑
i=3

n−3∑
j=3

fij

− 15

4n
[f01 + f10 + f0,n−1 + fn−1,0 + f1n + fn1 + fn−1,n + fn,n−1]

− 5

4n
[f02 + f20 + f0,n−2 + fn−2,0 + f2n + fn2 + fn−2,n + fn,n−2]

+
75

16n2
[f12 + f21 + f1,n−2 + fn−2,1 + f2,n−1 + fn−1,2 + fn−2,n−1 + fn−1,n−2]

+
15

2n2

n−3∑

k=3

[f1k + fk1 + fn−1,k + fk,n−1] +
5

2n2

n−3∑

k=3

[f2k + fk2 + fn−2,k + fk,n−2]

− 2

n

n−3∑

k=3

[f0k + fnk + fk0 + fkn] +
25

16n2
[f22 + f2,n−2 + fn−2,2 + fn−2,n−2]

+
225

16n2
[f11 + f1,n−1 + fn−1,1 + fn−1,n−1].

(2.3.18)

Теорема 2.3.5 Кубатурната формула (2.3.18) е отрицателно дефинитна
от ред (2, 2), т.е ако f (2,2) ≥ 0 в ∆, то I[f ] ≤ Sn[f ].
Като при това

|E[Sn; f ]| ≤ 1

2n2

(
1 +

1

2n2

)
‖f (2,2)‖1, (2.3.19)

|E[Sn; f ]| < 1

n2

(
158

2025
+

56

15n
+

410

81n2
− 80

27n3
+

7004

27n4

)1/2

‖f (2,2)‖2, (2.3.20)
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|E[Sn; f ]| ≤ 4

9n2

(
1 +

15

n

) (
1 +

1

4n2
+

15

4n3

)
‖f (2,2)‖∞. (2.3.21)

Док а з а т е л с т в о. Отрицателната дефинитност на кубатурната фор-
мула (2.3.18) се установява от Следствие 2.3.3 (ii).

За да докажем неравенствата (2.3.19), (2.3.20) и (2.3.21), трябва да наме-
рим ‖K2,2(Sn; ·, ·)‖q за q = ∞, 2 и 1, след което да използваме представянето
(2.3.12).

От Теорема 2.1.3 (i) имаме, че c2,∞(Q+
n ) =

1

3n2
+

5

n3
, а чрез директни

пресмятания достигаме до [c2,2(Q
+
n )]2 =

1

10n4
+

7

n5
и

d+
n :=

1∫

−1

(1− t2)K2(Qn; t) dt =
2

9n2
+

1016

45n4
− 82

3n5
.

Имаме ‖K2,2(Sn; ·, ·)‖1 =
4

3
c2,∞(Q+

n ) + [c2,∞(Q+
n )]2 и след заместване на

стойността на c2,∞(Q+
n ) получаваме (2.3.21).

Точната константа в (2.3.20) е:

‖K2,2(Sn; ·, ·)‖2
2 =

8

15
[c2,2(Q

+
n )]2 + [c2,2(Q

+
n )]4 +

1

2
[d+

n ]2 − 2d+
n [c2,2(Q

+
n )]2

=
158

2025n4
+

56

15n5
+

410

81n6
− 80

27n7
+

2101169

8100n8
− 41189

135n9
+

359

9n10
.

Въпреки, че ‖K2(Q
+
n ; ·)‖∞ = K2(Q

+
n ;±t2) =

2

n2
, то за n ≥ 5, |t2 − 1| и

|τ 2 − 1| са малки в близост до ∂∆ и K2,2(Sn; t, τ) достига максимума на
нормата си в или около началото на координатната система.

Понеже ‖K2(Q
+
n ; ·)‖C[t2,tn−2] =

1

2n2
, то получаваме неравенството

‖K2,2(Sn; ·, ·)‖∞ ≤ ‖K2(Q
+
n ; ·)‖C[t2,tn−2] +

[‖K2(Q
+
n ; ·)‖C[t2,tn−2]

]2
,

откъдето следва (2.3.19).
¤

2.3.2 Кубатурни формули, използващи интеграли по
координатните оси

Да разгледаме първо блендинг функцията B0f ∈ B1,1(∆), зададена с

B0f(x, y) = f(0, y) + f(x, 0)− f(0, 0), (2.3.22)
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т.е. B0f е блендинг интерполанта от Теорема 2.1.4, който интерполира f
върху отсечките от координатните оси, които лежат в ∆.

Тогава съответните на B0f квадратурни формули Q′ и Q′′ съвпадат с
квадратурната формула на централния правоъгълник Q[g] = 2g(0).

Следващата теорема представлява аналог на Теорема 2.3.1 за най-
добра кубатурна формула от квазичебишов тип, съответстваща на B0f от
вида (2.3.22). Трябва да отбележим, че тези кубатурни формули са с ниско
качество, понеже те са конструирани предимно за функции от класовете
W

(1,1)
p (∆), т.е. такива с ниска гладкост.

Теорема 2.3.6 (a) Измежду всички кубатурни формули SC,β
n от квази-

чебишов тип, получени от блендинг функцията (2.3.22) най-добрата в

класа W 1,1
1 (∆) се достига за β2

∗ =
4(n2 − 2n + 2)

n4
, ако n е четно и за

β2
∗ =

4(n− 1)2

n2(n2 + 3)
, ако n ≥ 5 е нечетно.

При това,

|E[SB,β∗
n ]| ≤ 2

n

(
1− 1

n

)
‖f (1,1)‖1, ако n е четно, (2.3.23)

и

|E[SB,β∗
n ]| ≤ 2(n− 1)2(n + 1)

n2(n2 + 3)
‖f (1,1)‖1, ако n ≥ 5 е нечетно. (2.3.24)

(b) Измежду всички кубатурни формули SC,β
n от квазичебишов тип, по-

лучени от блендинг функцията (2.3.22) най-добрата в класа W 1,1
2 (∆) се

достига за β∗ =
2n− 1

n(n + 1)
, ако n е четно и за β∗ =

2n + 1

n2 + 2n + 3
, ако n е

нечетно.
При това,

|E[SB,β∗
n ]| ≤ [(7n− 2)(8n3 + 8n2 − 7n + 2)]

1/2

6n2(n + 1)
‖f (1,1)‖2, ако n е четно,

(2.3.25)
и

|E[SB,β∗
n ]| ≤ [(7n− 1)(8n3 + 16n2 + 17n + 1)]

1/2

6n(n2 + 2n + 3)
‖f (1,1)‖2, ако n е нечетно.

(2.3.26)
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Док а з а т е л с т в о. Разглеждаме случая когато n е четно.
Понеже K1,1(S

C,β
n ; ·, ·) е нечетна функция по отношение на всяка от про-

менливите си, можем да разглеждаме само случая на положителни t и τ .
За (t, τ) ∈ ∆µ,ν , където

n

2
≤ µ, ν ≤ n− 1, от равенство (2.2.5) имаме

K1,1(S
C,β
n ; t, τ) = (1− t)(1− τ)− β2(n− µ)(n− ν). (2.3.27)

Като използваме симетрията и равенство (2.3.27), получаваме

||K1,1(S
C,β
n ; t, τ)||22 = 4

n−1∑

µ=n
2

n−1∑

ν=n
2

∫∫

∆µ,ν

[K1,1(S
C,β
n ; t, τ)]2dtdτ =: ϕ(β2),

ϕ(γ) :=
(n + 1)2(n + 2)2

36
γ2 − (n + 2)2(2n− 1)2

18n2
γ +

4

9
.

Минимумът на ϕ се достига за γ∗ =
(2n− 1)2

n2(n + 1)2
= β2

∗ и
√

ϕ(γ∗) е конс-

тантата, участваща в дясната страна на (2.3.25).
За да докажем (2.3.23) от (2.3.27), виждаме, че

sup
0<t,τ<1

K1,1(S
C,β
n ; t, τ) = max

ξ,η∈{1,2,..., n
2
}
ϕ1(ξ, η),

inf
0<t,τ<1

K1,1(S
C,β
n ; t, τ) = min

ξ,η∈{1,2,..., n
2
}
ϕ2(ξ, η),

където ϕ1(ξ, η) := (
4

n2
− β2)ξη, ϕ2(ξ, η) := (

4

n2
− β2)ξη − 4

n2
(ξ + η − 1).

Очевидно, за да минимизираме ||K1,1(S
C,β
n ; ·, ·)||∞ по отношение на β2

трябва да разглеждаме само стойности β2 <
4

n2
. От друга страна, и двете

функции ϕ1 и ϕ2 са намаляващи по отношение на β2. Следователно ние ще
се стремим да намерим подходяща стойност на β2 такава, че максимума на
ϕ1 и минимума на ϕ2 са равни по абсолютна стойност.

Ако
4

n2
> β2 ≥ 4(n− 2)

n3
, то ϕ2 е намаляваща функция на ξ и η и за тези

стойности на β2 максимума на ϕ1 и минимума на ϕ2 се достигат едновре-
менно при ξ = η =

n

2
.

Уравнението
ϕ1(

n

2
,
n

2
) = −ϕ2(

n

2
,
n

2
)

има единствено решение β2
∗ =

4(n2 − 2n + 2)

n4
, което принадлежи в предпо-

ложените граници.
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За β2 = β2
∗ имаме ϕ1(

n

2
,
n

2
) = −ϕ2(

n

2
,
n

2
) =

2(n− 1)

n2
и очевидно нормата

||K1,1(S
C,β
n ; ·, ·)||∞ не може да бъде намалена.

Доказателството на Теорема 2.3.6 в частта n нечетно се основава на
подобни разсъждения, и затова го изпускаме.

¤
Да разгледаме сега вместо B0f от равенство (2.3.22) блендинг функци-

ята Bf ∈ B2,2(∆), зададена с

Bf(x, y) = f(0, y) + xf (1,0)(0, y) + f(x, 0) + yf (0,1)(x, 0)

−f(0, 0)− xf (1,0)(0, 0)− yf (0,1)(0, 0)− xyf (1,1)(0, 0).
(2.3.28)

Ясно е, че B0f и Bf интерполират f върху една и съща мрежа G, по-
родена от множествата X = Y = {0}, но Bf интерполира f във смисъл
на Ермит. При това квадратурните формули Q′ и Q′′, съответстващи на
(2.3.22) и (2.3.28), съвпадат с квадратурната формула на централния пра-
воъгълник. Освен това лесно се вижда, че ако Cn е кубатурната формула от
тип произведение, породена от квадратурната формула Qn с АСТ (Qn) ≥ 1,
то B0f и Bf определят една и съща кубатурна формула Sn (вж. също Те-
орема 2.2.2, равенство (2.2.11)). Следователно Sn не съдържа производни
на f .

За (t, τ) ∈ ∆ Теорема 2.2.1 ни дава

K2,2(Sn; t, τ) =
(1− |t|)2

2
K2(Qn, τ) +

(1− |τ |)2

2
K2(Qn, t)

−K2(Qn, t)K2(Qn, τ),

(2.3.29)

K2,2(Sn; t, τ) =
(1− |t|)2

2
K2(Qn, τ) + K2(Qn, t)Qn[K2(·, τ)], (2.3.30)

където K2(x, t) := (x − t)+ − (−t)+ − x(−t)0
+. Понеже K2(x, t) ≥ 0 в ∆, то

горното представяне на K2,2(Sn; t, τ) непосредствено ни води до

Теорема 2.3.7 (i) Ako Qn е отрицателно дефинитна квадратурна от ред
2, то Sn е отрицателно дефинитна модифицирана кубатурна формула от
тип произведение от ред (2, 2);

(ii) Ако Qn е положителна и положително дефинитна квадратурна
формула от ред 2, то Sn положително дефинитна модифицирана куба-
турна формула от тип произведение от ред (2, 2).

Сега прилагаме Теорема 2.3.7 за да получим дефинитна квадратурна
формула от ред (2,2), в която участват едномерни интеграли по координат-
ните оси. Ако Qn е съставната формула на трапеците (2.1.9), получаваме
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следната кубатурна формула

Sn[f ] = 2`[f(tn
2
, ·)] + 2`[f(·, τn

2
)] +

1

n2
[f00 + f0n + fn0 + fnn]

+
2

n2

n−1∑

k=1

[f0k + fnk + fk0 + fkn] +
4

n2

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

fij

− 2

n
[fn

2
,0 + fn

2
,n + f0, n

2
+ fn, n

2
]− 4

n

n−1∑

k=1

[fn
2

,k + fk, n
2
].

(2.3.31)

Теорема 2.3.8 Кубатурната формула (2.3.31) е отрицателно дефинитна
от ред (2, 2). При това, ако f (2,2) ≥ 0 в ∆, то

L[f ] ≤ S2n ≤ Sn[f ]. (2.3.32)

Валидни са следните оценки за грешката на МКФТП Sn:

|E[Sn; f ]| ≤ 1

2n2

(
1 +

1

2n2

)
‖f (2,2)‖1, (2.3.33)

|E[Sn; f ]| ≤ 1

45n2

(
158 +

275

n2
+

1873

8n4

)1/2

‖f (2,2)‖2, (2.3.34)

|E[Sn; f ]| ≤ 4

9n2

(
1 +

1

n2

)
‖f (2,2)‖∞. (2.3.35)

Теорема 2.3.9 Нека за n ≥ 5, Sn[f ] = Cn[f ] + L[Bf ]− Cn[Bf ] е МКФТП,
където Bf е от вида (2.3.28), а Cn е кубатурна формула от тип произведе-
ние, породена от квадратурната формула Q+

n от равенство (2.1.8). Тогава
Sn е положително дефинитна кубатурна формула от ред (2, 2), т.е. ако
f (2,2) ≥ 0 в ∆, то L[f ] ≥ Sn[f ].
При това

|E[Sn; f ]| < 1

2n2
‖f (2,2)‖1, (2.3.36)

|E[Sn; f ]| < 1

45n2

(
53 +

2835

n
− 25

n2
+

3211

n3

)1/2

‖f (2,2)‖2, (2.3.37)

|E[Sn; f ]| ≤ 2

9n2

(
1 +

15

n

)(
1− 1

2n2
− 15

2n3

)
‖f (2,2)‖∞. (2.3.38)
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Ние ще изпуснем доказателствата на Теорема 2.3.8 и Теорема 2.3.9,
тъй като те се извършват по същия начин както доказателствата на Тео-
рема 2.3.4 и Теорема 2.3.5 като вместо равенството (2.3.12) разглеждаме
(2.3.29). Трябва да отбележим още, че всички оценки, които са зададени
с нестрого неравенство са точни, а тези със строго нервенство са асимпто-
тично точни.

Забележка 2.3.3 Разгледаните досега в подраздели 2.3.1 и 2.3.2 кубатур-
ни формули притежават константи на грешката, които не се отлича-
ват съществено една от друга, но въпреки това те са дефинитни куба-
турни формули от различен тип и/или използват различни интеграли
по линии.

Ние можем да конструираме по познатия начин кубатурни формули,
които използват асимптотично оптималната в W 2

∞[−1, 1] квадратурна фор-
мула Qn от вида (2.1.7) и интеграли съответно по ∂∆ или координатните
оси. Като приложим Следствие 2.2.1 към тези кубатурни формули, по-
лучаваме следните по-добри оценки за грешката

|E[Sn; f ]| ≤ 1

3n2

(
1 +

533

384n

)(
1 +

3

16n2
+

533

2048n2

)
‖f (2,2)‖∞ (2.3.39)

за кубатурната формула, използваща интеграли по ∂∆ и

|E[Sn; f ]| ≤ 1

6n2

(
1 +

533

384n

)(
1 +

3

8n2
+

533

1024n2

)
‖f (2,2)‖∞ (2.3.40)

за кубатурната формула, използваща интеграли по координатните оси в ∆.
Аналогично за получаването на по-добри оценки в W 2,2

2 (∆) може да се
използва квадратурната формула (2.1.6).

От Твърдение 2.2.1 следва, че за дефинитните кубатурни формули
от подраздели 2.3.1 и 2.3.2 при допълнителни изисквания за знаците на
съответната частна производна на подинтегралната функция е възможно
да бъде изведена следната оценка

|E[Cn; f ]| ≥ |E[Sn; f ]|, (2.3.41)

т.е. МКФТП Sn, e по-добрa от съответнaтa кубатурна формула от тип про-
изведение Cn.

Валидна е следната

Теорема 2.3.10 Нека f ∈ W 2,2
1 (∆) и f (2,2) не си мени знака в ∆.
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(i) Ако f (2,0)(x,±1) и f (0,2)(±1, y) имат еднакъв постоянен знак за (x, y) ∈
∆, обратен на sign f (2,2), то за МКФТП Sn от Теорема 2.3.4 и Теорема
2.3.5 и съответните им кубатурните формули от тип произведение Cn

е в сила неравенството (2.3.41).
(ii) Ако f (2,0)(x, 0) и f (2,0)(0, y) имат имат еднакъв постоянен знак,

съвпадащ с този на f (2,2) за (x, y) ∈ ∆, то за МКФТП Sn от Теорема
2.3.8 и Теорема 2.3.9 и съответните им кубатурните формули от тип
произведение Cn е в сила неравенството (2.3.41).

2.3.3 Дефинитни модифицирани кубатурни формули
от тип произведение от по-висок ред

Както вече споменахме прилагането на МКФТП изисква точното пресмята-
не на няколко интеграла по линии, и това е може би единственият аргумент
против тяхното използване.

В предишните два подраздела разгледахме МКФТП, в които участваха
малък брой интеграли върху границата ∂∆ на областта на интегриране или
върху осите на симетрия на ∆, успоредни на координатните оси. При тези
случаи използваме сравнително малък брой интеграли и поради тази при-
чина формулите, които получихме имат оценки за грешката, приложими
само за функции с ниска гладкост.

От друга страна ако подинтегралната функция позволява точното прес-
мятане на участващите интеграли по линии, то си струва да използваме
МКФТП като алтернатива на обичайните кубатурни формули от тип про-
изведение.

Такъв например е случаят когато подинтегралните функции могат да
се представят по следния начин f(x, y) = g(x · y), където към функцията
на една променлива g(t) може да бъде приложена теоремата на Лайбниц и
Нютон.

Понеже за такива функции имаме f(x, y) = g(x · y) = f(−x,−y) и
f(−x, y) = g(−x ·y) = f(x,−y), то за област на интегриране ∆ на интеграла

I[f ] :=

∫∫

∆

f(x, y) dxdy,

ще изберем квадрата ∆ = [0, 1]× [0, 1].
Така ние отново ще строим редици от дефинитни МКФТП, но този път

от по-висок ред. Както вече знаем всяка такава кубатурна формула се зада-
ва с четири квадратурни формули Q′, Q′′, Q1 и Q2 всичките приближаващи
определени интеграли върху интервала [0, 1].
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Положително дефинитни МКФТП от ред (4,2). n-тият член на
редицата {S+

(4,2,n)}∞n=1 от положително дефинитни МКФТП от ред (4, 2) се
получава от квадратурните формули Q′, Q′′, Q1 и Q2, избрани по следния
начин (вж. Теорема 2.2.3 (v)):

- Q′ е простата квадратурна формула на Симпсон;
- Q′′ е простата квадратурна формула на централния правоъгълник;
- Q1 е n-тата съставна квадратурна формула, получена от триточковата

квадратурна формула на Нютон-Коутс от отворен тип

Q[f ] =
1

3

[
2f(1/4)− f(1/2) + 2f(3/4)

]
;

- Q2 е n-тата съставна квадратурна формула на трапеците.

Отрицателно дефинитниМКФТП от ред (4,2). Редицата {S−(4,2,n)}∞n=1

се състои от отрицателно дефинитни МКФТП от ред (4, 2) квадратурните
формули Q′, Q′′, Q1 и Q2, които отределят S−(4,2,n) са избрани както следва
(вж. Теорема 2.2.3 (ii′)):

- Q′ е простата квадратурна формула на Симпсон;
- Q′′ е простата квадратурна формула на централния правоъгълник;
- Q1 е n-тата съставна квадратурна формула на Симпсон;
- Q2 е n-тата съставна квадратурна формула на правоъгълниците.

Положително дефинитниМКФТП от ред (4,4). Редицата {S+
(4,4,n)}∞n=1

се състои от положително дефинитни МКФТП от ред (4, 4), където за
S+

(4,4,n) имаме Q′ ≡ Q′′ е двуточкова квадратурна формула на Гаус

Q′[f ] =
1

2
f
(3−√3

6

)
+

1

2
f
(3 +

√
3

6

)
, (2.3.42)

а Q1 ≡ Q2 е n-тата съставна квадратурна формула, получена от (2.3.42).
Тук Теорема 2.2.3 (i) ни гарантира дефинитност на S+

(4,4,n).

Отрицателно дефинитниМКФТП от ред (4,4). Редицата {S−(4,4,n)}∞n=1

се състои от отрицателно дефинитни МКФТП от ред (4, 4). Тук за S−(4,4,n)

имаме Q′ ≡ Q′′ е двуточковата квадратурна формула на Гаус (2.3.42), а
Q1 ≡ Q2 е n-тата съставна квадратурна формула на Симпсон. Отрицател-
ната дефинитност на S−(4,4,n) е осигурена от Теорема 2.2.3 (v′).

На фигура 2.1 са изобразени графиките на ядрата на Пеано за поло-
жително дефинитните МКФТП съответно от ред (4, 2) и (4, 4) при n = 5.
Съответните графики на ядрата на Пеано за отрицателно дефинитните
МКФТП имат подобен вид и затова не ги поместваме.
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Фигура 2.1: Графики на ядрата на Пеано за дефинитни МКФТП.

Сега ще приложим горните редици от дефинитни МКФТП и съответни-
те им кубатурни формули от тип произведение към интеграла от следните
две функции:

f1(x, y) = exy, f2(x, y) = cos xy.

Нека отбележим, че Di,jf1(x, y) ≥ 0 за всеки i, j и (x, y) ∈ ∆, докато
D4,2f2(x, y) и D4,4f2(x, y) си менят знака в [0, 1]2.

Чрез подходяща смяна на променливите (напр. u = xy, v = y) двойните
интеграли от f1 и f2 върху [0, 1]2 могат да се сведат до едномерни, така
имаме

I[f1] =

1∫

0

eu − 1

u
du, I[f2] =

1∫

0

sin u

u
du.

След като развием в ред на Маклорен подинтегралните функции и оце-
ним подходящо остатъчния член можем да получим истинските стойности
на I[f1] и I[f2],

I[f1] = 1.317902151454403 . . . , I[f2] = 0.946083070367183 . . . .

С помощта на продукта Mathematica 6.0 на Wolfram Research са извър-
шени някои числени експерименти с горните дефинитни МКФТП, прило-
жени върху функциите f1 и f2.

Резултатите са представени в Таблици 2.2 - 2.5.
В случаите S = S+

4,2,n и S = S−4,2,n ние не можем да използваме Твърде-
ние 2.2.1 за да твърдим, че е в сила някое от неравенствата 0 ≤ E[S; fi] ≤
E[Cn; fi] или 0 ≥ E[S; fi] ≥ E[Cn; fi], (i = 1, 2). Причината за функция-
та f2 е, че D4,2f2 няма постоянен знак в [0, 1]2, докато при f1 нито едно
от изискванията в Твърдение 2.2.1 за квадратурните формули Q′, Q′′,
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Таблица 2.2: Грешката на S+
4,2,n и на съответните кубатурни формули от тип

произведение Cn.

n E[Cn; f1] E[S+
4,2,n; f1] E[Cn; f2] E[S+

4,2,n; f2]

5 −1.666× 10−3 8.802× 10−6 1.005× 10−3 3.772× 10−6

10 −4.167× 10−4 2.188× 10−6 2.511× 10−4 9.324× 10−7

15 −1.852× 10−4 9.714× 10−7 1.116× 10−4 4.136× 10−7

20 −1.042× 10−4 5.462× 10−7 6.275× 10−5 2.325× 10−7

25 −6.667× 10−5 3.496× 10−7 4.016× 10−5 1.488× 10−7

30 −4.630× 10−5 2.428× 10−7 2.789× 10−5 1.033× 10−7

Таблица 2.3: Грешката на S−4,2,n и на съответните кубатурни формули от тип
произведение Cn.

n E[Cn; f1] E[S−4,2,n; f1] E[Cn; f2] E[S−4,2,n; f2]

5 8.326× 10−4 −4.438× 10−6 −5.024× 10−4 −1.915× 10−6

10 2.083× 10−4 −1.097× 10−6 −1.256× 10−4 −4.683× 10−7

15 9.259× 10−5 −4.863× 10−7 −5.578× 10−5 −2.073× 10−7

20 5.209× 10−5 −2.733× 10−7 −3.138× 10−5 −1.164× 10−7

25 3.334× 10−5 −1.749× 10−7 −2.008× 10−5 −7.443× 10−8

30 2.315× 10−5 −1.214× 10−7 −1.395× 10−5 −5.167× 10−8

Q1 и Q2, определящи S, не съвпада с модела на знаците на производните
D4,2f1, D4,0f1 и D0,2f1 от Таблица 2.1. Въпреки това, Таблици 2.2 и 2.3 ясно
показват, че при използването на S вместо Cn големината на грешката се
намалява приблизително 188 пъти за f1 и 270 пъти за f2. Трябва да отбе-
лежим, че това намаление е за сметка на допълнителното изчисляване на
четири линейни интеграла.

Понеже в [0, 1]2 sign D4,4f1 = sign D4,0f1 = sign D0,4f1 = 1, то предполо-
женията на Твърдение 2.2.1 са изпълнени (по-специално тези от втори
и дванадесети ред на Таблица 2.1). Следователно имаме 0 < E[S; f1] <
E[Cn; f1] в Таблица 2.4 и обратните неравенства в Таблица 2.5. Същото по-
ведение се наблюдава и при E[S; f2] и E[Cn; f2] макар, че D4,4f2 си мени
знака в [0, 1]2. Тук отново при използването на S вместо Cn грешката се
намалява приблизително 17.5 пъти за f1 и 84 пъти за f2. Това намаление
на грешката е за сметка на пресмятането на четири ( за случая на S+

4,4,n)
или на пет (за случая на S−4,4,n) допълнителни интеграли по линии.

Забелязва се също, че за всички n, E[S+
4,2,n; f1] и E[S+

4,4,n; f1] са положи-
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Таблица 2.4: Грешката на S+
4,4,n и на съответните кубатурни формули от тип

произведение Cn.

n E[Cn; f1] E[S+
4,4,n; f1] E[Cn; f2] E[S+

4,4,n; f2]

5 2.320× 10−7 1.319× 10−8 1.314× 10−7 1.572× 10−9

10 1.451× 10−8 8.267× 10−10 8.201× 10−9 9.753× 10−11

15 2.867× 10−9 1.634× 10−10 1.620× 10−9 1.924× 10−11

20 9.069× 10−10 5.170× 10−11 5.125× 10−10 6.085× 10−12

25 3.715× 10−10 2.118× 10−11 2.100× 10−10 2.492× 10−12

30 1.792× 10−10 1.022× 10−11 1.013× 10−10 1.202× 10−12

Таблица 2.5: Грешката на S−4,4,n и на съответните кубатурни формули от тип
произведение Cn.

n E[Cn; f1] E[S−4,4,n; f1] E[Cn; f2] E[S−4,4,n; f2]

5 −3.480× 10−7 −1.983× 10−8 −1.970× 10−7 −2.360× 10−9

10 −2.177× 10−8 −1.241× 10−9 −1.231× 10−8 −1.463× 10−10

15 −4.300× 10−9 −2.451× 10−10 −2.430× 10−9 −2.886× 10−11

20 −1.361× 10−9 −7.756× 10−11 −7.687× 10−10 −9.126× 10−12

25 −5.573× 10−10 −3.177× 10−11 −3.149× 10−10 −3.738× 10−12

30 −2.688× 10−10 −1.533× 10−11 −1.519× 10−10 −1.803× 10−12

телни, а E[S−4,2,n; f1] и E[S−4,4,n; f1] са отрицателни, както би трябвало да се
очаква от теорията.

Ако за една МКФТП S с помощта на Теорема 2.2.3 сме показали, че е
дефинитна от ред (r, s), то нейната константа на грешката c(r,s),∞(S) може
да бъде изразена чрез константите на грешката за четирите квадратурни
формули Q′, Q′′, Q1 и Q2, пораждащи S. След като интегрираме равенство
(2.2.8) върху ∆ получаваме

c(r,s),∞(S) = |c̃r,∞(Q′)c̃s,∞(Q2) + c̃r,∞(Q1)c̃s,∞(Q′′)− c̃r,∞(Q1)c̃s,∞(Q2)|,
където c̃m,∞(Q) := `1[Km(Q; ·)] или c̃m,∞(Q) := `2[Km(Q; ·)] в зависимост
от това дали квадратурната формула Q приближава `1 или `2. В случаи-
те когато Q е положително или отрицателно дефинитна от ред m имаме
c̃m,∞(Q) = cm,∞(Q) или съответно c̃m,∞(Q) = −cm,∞(Q).

Това наблюдение и факта, че константите на грешката за квадратурните
формули на Нютон-Коутс с един, два или три възела и на квадратурната
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формула на Гаус с два възела са известни, ни дава

c(4,2),∞(S+
4,2,n) =

1

34560n2

(
1 +

7

16n2
+

7

8n4

)
,

c(4,2),∞(S−4,2,n) =
1

69120n2

(
1 +

1

n2
− 1

n4

)
,

c(4,4),∞(S+
4,4,n) =

1

9331200n4

(
1− 1

2n4

)
,

c(4,4),∞(S−4,4,n) =
1

6220800n4

(
1 +

3

4n4

)
.

Като използваме, че

‖D4,2f1‖C(∆) = 21e, ‖D4,4f1‖C(∆) = 209e, ‖D4,2f2‖C(∆) = 12, ‖D4,4f2‖C(∆) < 92.8

и горните константи на грешката можем да сравним стойностите на истин-
ските грешки от Таблици 2.2 - 2.5 (втора и четвърта колона) с теоретични-
те оценки, получени с помощта на ядра на Пеано от формула (2.2.9) при
p = ∞.

Въпреки, че теоретичните оценки обикновено са много по-големи от ис-
тинската стойност на грешката, то в нашия случай се наблюдава забеле-
жителна стабилност (по отношение на n) и приемливо малко отношение
на преоценяване (отношението между теоретичната оценка и истинската
стойност на грешката).

Например при използването на S±4,2,n това отношение е между 7.56 и 7.74
за функцията f1 и между 3.73 и 3.77 за f2. За S±4,4,n (дефинитна МКФТП от
ред (4, 4)) отношението на преоценяване е между 7.35 и 7.38 за f1 и между
10.1 и 10.22 за f2.

Ние можем също да получим горни граници за |E[Cn; fi]|, i = 1, 2, където
Cn са кубатурните формули от тип произведение участващи в S±4,2,n и S±4,4,n.

Затова ще се възползваме от Теорема 2.2.2 ( неравенство (2.2.12) при
p = ∞) и от горните константи на грешката c(4,2),∞(S±4,2,n) и c(4,4),∞(S±4,4,n).

Нека отбележим, че ‖Q′‖ = ‖Q′′‖ = 1, а Q′ и Q′′ са положителни (ка-
къвто винаги е случаят при разглежданите в този подраздел дефинитни
МКФТП).

Виждаме, че

‖D4,0f1‖C(∆) = ‖D0,2f1‖C(∆) = ‖D0,4f1‖C(∆) = e

и
‖D4,0f2‖C(∆) = ‖D0,2f2‖C(∆) = ‖D0,4f2‖C(∆) = 1.
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Сравнението между точните стойности на грешката |E[Cn; fi] от Таб-
лици 2.2 и 2.3 (първа и трета колона) с оценките на грешката, получени
чрез Теорема 2.2.2 показва отношение на преоценяване в границите меж-
ду 5.47 и 5.49 за f1 и отношение на преоценяване приблизително равно на
3.33 за f2.

Подобно за съответните константи, получени от Теорема 2.2.2 и ис-
тинските стойности на грешката |E[Cn; fi] от първата и третата колона на
Таблица 2.4 и 2.5 имаме отношение на преоценяване ненадминаващо 9.1 за
f1 и 5.77 за f2.

Нека още веднъж да отбележим, че за други подинтегрални функции е
възможно числените експерименти да покажат, че е кубатурната формула
от тип произведение C е по-добра от нейната съответна МКФТП S.

Нашата основна цел е да покажем, че с подходящо прилагане на теория-
та за оценка на грешките с ядра на Пеано могат да бъдат оценени грешките
и на двете кубатурни формули S и C.
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Глава 3

Кубатурна формула от Гаусов
тип върху сферата

3.1 Предварителни сведения
Ще започнем с припомнянето на някои понятия от численото интегриране,
отнасящи се до квадратурни формули с възможно най-голяма алгебрична
степен на точност.

Нека приближаваме интеграла
b∫

a

µ(t)f(t) dt, където за тегловата фун-

кция (теглото) µ(t) е изпълнено µ(t) ≥ 0 в интервала [a, b] и
b∫

a

µ(t) dt > 0,

с квадратурни формули

b∫

a

µ(t)f(t) dt ≈
n∑

k=1

αkf(λk), a ≤ λ1 < · · · < λn ≤ b, αk ∈ R. (3.1.1)

Определение 3.1.1 Квадратурни формули от вида (3.1.1), при които
свободните възли са избрани така, че да осигуряват максимална алгеб-
рична степен на точност, се наричат квадратурни формули от Гаусов
тип.

Пълна характеризация на квадратурните формули от Гаусов тип дава
следната теорема
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Теорема 3.1.1 (Гаус) Квадратурната формула (3.1.1) има алгебрична сте-
пен на точност АСТ (3.1.1)= 2n − 1 тогава и само тогава, когато са из-
пълнени едновременно условията:

1. формулата е интерполационна;

2.
b∫

a

µ(t)ω(t)p(t)dt = 0, за всеки полином p ∈ πn−1,

където ω(t) = (t− λ1)(t− λ2) . . . (t− λn).

Забележка 3.1.1 От Теорема 3.1.1 следва, че за всяко n съществува
единствена квадратурна формула от Гаусов тип, чиито възли са нулите
на n-тия ортогонален в интервала [a, b] с тегло µ(t) полином.

В частност при µ(x) ≡ 1 получаваме, класическата формула на Гаус

1∫

−1

f(t) dt ≈
n∑

k=1

akf(xk),

с възли {xk}n
k=1, съвпадащи с нулите на полинома на Льожандър от степен

n.
Подобен резултат следва и за интегрирането на тригонометричните по-

линоми (вж. напр. [18]).

Теорема 3.1.2 За всеки тригонометричен полином

τ(θ) = a0 +
n∑

j=1

(aj cos jθ + bj sin jθ) от ред n.

Имаме
2π∫

0

τ(θ) dθ =
2π

n + 1

n∑

k=0

τ

(
2kπ

n + 1

)
.

Като вземем предвид, че проекцията на всеки алгебричен полином на
две променливи

P (x1, x2) =
∑

0≤i+j≤n

aijx
i
1x

j
2

от тотална степен n върху единичната окръжност {(x1, x2) : x2
1 + x2

2 = 1} е
тригонометричен полином от ред n, то можем да формулираме твърдението
от Теорема 3.1.2 в следния вид.
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Следствие 3.1.1 Квадратурната формула
2π∫

0

P (cos θ, sin θ) dθ =
2π

n + 1

n∑

k=0

P (cos θk, sin θk), θk :=
2kπ

n + 1
,

е точна за всеки алгебричен полином на две променливи P от тотална
степен n.

Забележка 3.1.2 Това е максималната степен на точност, която може
да бъде постигната с помощта на n + 1 стойности на полинома.

При това, формулата от Следствие 3.1.1 е единствената (с точ-
ност до ротация на системата от възли) с това екстремално свойство.

Не съществува директен аналог на последния резултат в тримерния
случай. По-точно казано, не е известен отговорът на следния въпрос: За
всяко фиксирано n ∈ N какво е разположението на точките X1, . . . , Xn

върху единичната сфера така, че съответната формула за приближава-
не на повърхнинния интеграл върху сферата, използваща стойностите
на подинтегралната функция в {Xk}n

k=1 да има максималната възмож-
на степен на точност по отношение на пространството от алгебрични
полиноми на три променливи?

Подобни екстремални формули за конкретни малки стойности на n съ-
ществуват (вж. напр. [29]), но въпреки просторните изследвания на общия
случай през последните сто години, все още не е известна конфигурация от
n възела, която за всяко n да поражда оптимална kубатурна формула от
Гаусов тип върху сферата в d-мерното пространство Rd. Този въпрос е пря-
ко свързан с теорията на ортогоналните полиноми на повече променливи
(вж. [20]).

Нашата цел е, като използваме нестандартна информация за подинтег-
ралната функция, да предствим едно естествено обобщение на класическата
квадратурна формула на Гаус в многомерния случай (вж. [15]).

Гаусова кубатурна формула чрез използване на неточкова информация
(стойностите на n интеграла по сеченията на единичното кълбо с n хипер-
равнини) за интеграла върху единичното кълбо в Rd е построена от Боянов
и Петрова през 1998 г.(вж. [16]), а през 2000 г. същите автори доказват и
единственост (с точност до ротация) на съответната кубатурна формула
(вж. [17]), т.е. за кубатурни формули, които приближават интеграла върху
единичното кълбо от вида

∫

B

f ≈
n∑

k=1

Ak

∫

Bk

f, (3.1.2)
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където B е единичното кълбо в Rd, a {Bk}n
k=1 са сеченията на на B с n

хиперравнини е валидна следната

Теорема 3.1.3 (Боянов, Петрова) За всяко естествено число n и раз-
мерност d съществува единствена (с точност до ротация) кубатурна
формула от вида (3.1.2), която интегрира точно всички полиноми на d
променливи от тотална степен 2n− 1.

При това, всички хиперравнини са перпендикулярни на някоя от коор-
динатните оси (т.е. те са успоредни помежду си) и минават съответно
през нулите на n-тия полином на Гегенбауер с тегло (1− t2)

d−1
2 .

В тази глава ще разглеждаме кубатурни формули за пресмятане на ин-
теграла по единичната сфера, използващи като информация интеграли по
сеченията на сферата с n хиперравнини. За да стане по-ясно ще формули-
раме задачата в най-простия случай при d = 3.

Разглеждаме кубатурни формули за приближаване на интеграла върху
единичната сфера от вида

∫

S

f ≈
n∑

k=1

Ak

∮

Ck

f, (3.1.3)

където S е единичната сфера в R3, а {Ck}n
k=1 са окръжности върху S.

Ние ще намерим явни представяния за коефициентите {Ak}n
k=1 и ще

опишем разположението на окръжностите {Ck}n
k=1 така, че кубатурната

формула (3.1.3) да има максималната възможна алгебрична степен на точ-
ност 2n− 1.

На фигура 3.1 е изобразено разположението на окръжностите {Ck}n
k=1

на кубатурната формула от Гаусов тип при d = 3 и n = 7.
Ние ще дадем още и някои частични характеризации на гореописаната

кубатурна формула от нестандартен тип. Въпросът за единсвеността (с точ-
ност до ротация) на формула с максимална алгебрична степен на точност
в общия случай остава открит.

3.2 Построяване на формулата
Ще разглеждаме задачата в общия d-мерен случай.

В Евклидовото пространство Rd от d-мерни реални вектори x = (x1, . . . , xd)
T

имаме нормата
‖x‖ :=

(
x2

1 + · · ·+ x2
d

) 1
2 ,

и скаларното произведение < x · y >:= x1y1 + · · ·+ xdyd.

78



Фигура 3.1: Разположение на окръжностите {Ck}7
k=1 при d = 3

(d− 1)-мерната единична сфера Sd−1 в Rd е определена с

Sd−1 :=
{
x ∈ Rd : ‖x‖ = 1

}
.

Както обикновено, с πn(Rd) ще означаваме линейното пространство от
алгебричните полиноми на d променливи от тотална степен n. По-точно

πn(Rd) :=





∑

0≤|m|≤n

cmxm



 ,

където m = (m1, . . . , md), m1 ≥ 0, . . . ,md ≥ 0,

|m| := m1 + · · ·+ md,

xm := xm1
1 · · ·xmd

d ,

и {cm}0≤|m|≤n са реални коефициенти.

Размерността на пространството πn(Rd) е
(

n + d

d

)
.

Всяка наредена двойка (t, ξ) от число t ∈ (−1, 1) и вектор ξ ∈ Sd−1

задава хиперравнина

`(t, ξ) : `(t, ξ;x) :=< (x− tξ) · ξ >= 0,

която е перпендикулярна на вектора ξ и минава през точката tξ.
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Определение 3.2.1 Множествата

C(t, ξ) := Sd−1 ∩ `(t, ξ) ,

се наричат сферични ивици.

Забележка 3.2.1 Сферичните ивици C(t, ξ) всъщност представляват
(d− 2)-мерни сфери, които се превръщат в окръжности при d = 3.

При това една и съща сферична ивица се задава от двойките (t, ξ) и
(−t,−ξ).

Нащата цел ще бъде да построим кубатурна формула от вида
∫

Sd−1

f(x) dσ(x) ≈
n∑

k=1

Ak

∫

C(tk,ξk)

f(x) dσk(x) (3.2.1)

с максималната възможна алгебрична степен на точност в пространството
от алгебрични полиноми на d променливи.

Забележка 3.2.2 Тук с σ(x) сме означили обичайната (инвариантна от-
носно ротацията) (d−1)-мерна повърхнинна мярка на сферата Sd−1 в Rd,
а съответно с σk(x) – (d − 2)-мерната повърхнинна мярка на сферата
C(tk, ξk).

Също така ще използваме означението
∫

S

f(x) dσ(x) за повърхнинен

интеграл върху сфера с произволна, подразбираща се от контекста раз-
мерност.

По аналогия с едномерния случай ще дадем следното

Определение 3.2.2 За кубатурната формула (3.2.1) се казва, че има ал-
гебрична степен на точност m (АСТ (3.2.1) = m), ako тя е точна (пресмя-
та точно интеграла) за всеки полином от πm(Rd) и съществува полином
от πm+1(Rd), за който тя не е точна.

Нека отбележим първо, че АСТ (3.2.1) може да бъде равна най-много
на 2n − 1. Наистина за произволен набор от коефициенти и {Ak}n

k=1 и па-
раметри {(tk, ξk)}n

k=1 да разгледаме алгебричния полином

ω(x) =
n∏

k=1

`(tk, ξk;x).
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Очевидно ω2(x) е полином от π2n(Rd) и

n∑

k=1

Ak

∫

C(tk,ξk)

ω2(x) dσk(x) = 0,

докато ∫

Sd−1

ω2(x) dσ(x) > 0.

Така формулата (3.2.1) не е точна за ω2 или АСТ (3.2.1)< 2n. Следова-
телно възможно най-голямата АСТ, която можем да очакваме от кубатурна
формула от типа (3.2.1) е 2n− 1.

Нашата следваща задача е да построим кубатурна формула с макси-
малната възможна АСТ равна 2n− 1, съществуването на която обаче не е
ясно предварително. Затова ще дадем някои необходими условия.

Ако АСТ (3.2.1) = 2n−1, то формулата (3.2.1) притежава някои основни
свойства на класическата квадратурна формула на Гаус.

Свойство 3.2.1 Ако АСТ (3.2.1) = 2n− 1, то Ak > 0 за k = 1, . . . , n.

Док а з а т е л с т в о. Разглеждаме полинома

ωk(x) :=
n∏

j=1
j 6=k

`(tj, ξj;x).

Понеже ω2
k(x) ∈ π2n−2(Rd), то от (3.2.1) последователно получаваме

0 <

∫

Sd−1

ω2
k(x) dσ(x)

=
n∑

j=1

Aj

∫

C(tj ,ξj)

ω2
k(x) dσj(x)

= Ak

∫

C(tk,ξk)

ω2
k(x) dσk(x).

Следователно Ak > 0.
¤
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Свойство 3.2.2 Ако АСТ (3.2.1) = 2n− 1, то полиномът ω(x) е ортого-
нален върху Sd−1 на всеки полином от πn−1(Rd), т.е.

∫

Sd−1

ω(x)Q(x) dσ(x) = 0, за всяко Q ∈ πn−1(Rd).

Док а з а т е л с т в о. Нека Q ∈ πn−1(Rd). Тогава ω(x)Q(x) е полином от
степен 2n− 1, който се анулира върху {C(tk, ξk)}n

k=1 и за него формулата е
точна, следователно имаме

∫

Sd−1

ω(x)Q(x) dσ(x) =
n∑

k=1

Ak

∫

C(tk,ξk)

ω(x)Q(x) dσk(x) = 0.

¤
Формулата, която искаме да построим е тясно свързана с едномерната

квадратурна формула на Гаус за интервала [−1, 1] с тегло

µd(t) := (1− t2)
d−3
2 .

Ние ще означим съответно с α̃1, . . . , α̃n коефициентите, а с λ1, . . . , λn

възлите на тази квадратурна формула . От Забележка 3.1.1 следва, че
възлите {λk}n

k=1 са нулите на полинома на Гегенбауер Gn, d(t), ортогона-
лен в [−1, 1] с тегло µd(t) на всични еднимерни полиноми от степен n − 1.
Квадратурната формула

1∫

−1

µd(t)f(t) dt ≈
n∑

k=1

α̃k f(λk)

е точна за всеки полином на една променлива f от степен 2n− 1.
Следващата теорема гарантира съществуването на кубатурна формула

с максималната възможна АСТ, като при това тази формула е от специален
вид - сферичните ивици са избрани така, че лежат в успоредни помежду
си хиперравнини.

Теорема 3.2.1 За всяко ξ ∈ Sd−1, кубатурната формула
∫

Sd−1

F (x) dσ(x) ≈
n∑

k=1

αk

∫

C(λk,ξ)

F (x) dσk(x) , (3.2.2)
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където
αk =

α̃k

(1− λ2
k)

d−2
2

, k = 1, . . . , n ,

интегрира точно всички алгебрични полиноми F на d променливи от то-
тална степен 2n− 1.

Док а з а т е л с т в о. Без ограничение на общността можем да считаме,
че ξ е единичният вектор, съответстващ на оста x1, т.е. ξ = (1, 0, . . . , 0)T .

Тогава сферичните ивици {C(λk, ξ)}n
k=1 се получават от пресичането на

единичната сфера Sd−1 с успоредни помежду си хиперравнини, всички пер-
пендикулярни на оста x1.

За всяко t ∈ (−1, 1) разглеждаме проектиращият оператор P(f ; t, ξ),
определен с равенството

P(f ; t, ξ) :=

∫

C(t,ξ)

f(x) dσ(t;x),

където C(t, ξ) е сферичната ивица, лежаща в хиперравнината `(t, ξ), т.е.
C(t, ξ) = Sd−1 ∩ `(t, ξ), а σ(t;x) е (d − 2)-мерната повърхнинна мярка на
C(t, ξ).

Сега ще изследваме действието на този проектиращ оператор върху
пространството от алгебрични полиноми на d променливи.

В сила е следното твърдение

Лема 3.2.1 За всеки вектор ξ ∈ Sd−1 и всеки полином на d променливи
Q ∈ πn(Rd) съществува полином на една променлива q от степен ненад-
минаваща n такъв, че

P(Q; t, ξ) =
√

1− t2µd(t)q(t). (3.2.3)

Док а з а т е л с т в о. (Лема 3.2.1) Както вече споменахме поради симет-
рията можем да си мислим, че ξ = (1, 0, . . . , 0)T . Понеже P(f ; t, ξ) е линеен
функционал, то е достатъчно да докажем лемата само за едночлените от
вида xm, m = (m1, . . . , md).

За всяко x от сферата C(t, ξ) имаме < x·ξ >= t, т.е. първата координата
на всички точки от C(t, ξ) е равна на t.

Тогава при x ∈ C(t, ξ) за едночлена xm имаме

xm = tm1x̃em,

където x̃ := (x2, . . . , xd)
T , а m̃ := (m2, . . . , md).
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Освен това променливата x ∈ C(t, ξ) може да бъде представена във вида

x = tξ +
√

1− t2y където y ⊥ ξ, y ∈ Sd−1.

След като отчетем горните факти и извършим смяна на променливите

x̃ =
√

1− t2 z, z ∈ Sd−2 в интеграла
∫

C(t,ξ)

tm1x̃em dσ(t;x), получаваме

P(xm; t, ξ) =

∫

C(t,ξ)

tm1x̃em dσ(t;x)

= tm1
(
1− t2

) d−2
2

∫

Sd−2

(√
1− t2 z

)em
dσ(z)

= tm1
(
1− t2

) d−2
2

(
1− t2

) | em|
2

∫

Sd−2

zem dσ(z).

За да завършим доказателството на Лема 3.2.1, ще се възползваме от
следната

Лема 3.2.2 Интегралът

M :=

∫

Sd−2

zem dσ(z)

е равен на нула за нечетни |m̃|.

Док а з а т е л с т в о. (Лема 3.2.2) Действително ако |m̃| е нечетно, то
поне един от компонентите на мултииндекса m̃ = (m2, . . . , md) е нечетен.

Нека за конкретност да имаме, че md е нечетно число.
Твърдението на лемата ще получим като използваме сферични коорди-

нати. За целта въвеждаме следните означения

Ω := [0, π]d−3 × [0, 2π)

Πd−2(ϕ) :=
d−2∏
j=1

(
sin ϕj

)d−2−j

dϕ := dϕ1 · · · dϕd−2,
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z(ϕ) := (z1(ϕ), . . . , zd−1(ϕ))T

zj(ϕ) := sin ϕ1 · · · sin ϕj−1 cos ϕj, j = 1, . . . , d− 2,

zd−1(ϕ) := sin ϕ1 · · · sin ϕd−2.

В сферични координати интеграла M може да бъде записан във вида

M =

∫

Ω

(z(ϕ))emΠd−2(ϕ) dϕ(2) = const.
2π∫

0

(sin ϕd−2)
md (cos ϕd−2)

md−1 dϕd−2.

Тогава понеже md е нечетно, то за последния интеграл получаваме

2π∫

0

(sin θ)md (cos θ)md−1 dθ = −
2π∫

0

(
1− cos2 θ

)md−1

2 (cos θ)md−1 d(cos θ)

= P (cos θ)|2π
0 = P (1)− P (1) = 0,

където P (t) ∈ πmd+md−1
(R).

С това доказателството на Лема 3.2.2 е завършено.
¤

Така ако |m̃| е нечетно, то P(xm; t, ξ) е нула за всяко t и твърдението на
Лема 3.2.1 е изпълнено например за q(t) ≡ 0.

Ако |m̃| е четно число, то числото
|m̃|
2

е цяло и следователно изразът
P(xm; t, ξ) е произведение от алгебричен полином на t от степен най-много
|m| и функцията

√
1− t2µd(t).

Така завършихме и доказателството на Лема 3.2.1.
¤

Сега ще покажем още едно свойство на проектиращият оператор P(f ; t, ξ).

Лема 3.2.3 За всеки вектор ξ ∈ Sd−1 е в сила следното представяне
∫

Sd−1

f(x) dσ(x) =

∫ 1

−1

1√
1− t2

P(f ; t, ξ) dt. (3.2.4)

Док а з а т е л с т в о. (Лема 3.2.3) Нека за удобство ξ = (1, 0, . . . , 0)T .
Верносттта на представянето (3.2.4) може да се получи по много начини,
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но ние отново ще използваме сферични координати. Да въведем следните
означения

Ωk := [0, π]d−1−k × [0, 2π)

Πd−1
k (ϕ) :=

d−1∏

j=k

(
sin ϕj

)d−1−j

dϕ(k) := dϕk · · · dϕd−1, за k = 1, 2 ,

x(ϕ) := (x1(ϕ), . . . , xd(ϕ))T

xj(ϕ) := sin ϕ1 · · · sin ϕj−1 cos ϕj, j = 1, . . . , d− 1,

xd(ϕ) := sin ϕ1 · · · sin ϕd−1.

Интегралът върху сферата Sd−1(r) с радиус r с помощта на сферични
координати се записва по следния начин

∫

Sd−1(r)

f(x) dσ(x) =

∫

Ω1

f(x(ϕ))rd−1Πd−1
1 (ϕ) dϕ(1).

Като използваме този факт, извършим смяна на променливите t = cos ϕ1

и въведем означението r :=
√

1− t2, последователно получаваме

∫

Sd−1

f(x) dσ(x) =

π∫

0





∫

Ω2

f(x(ϕ))
(

sin ϕ1

)d−2

Πd−1
2 (ϕ) dϕ(2)



 dϕ1

=

1∫

−1

1

r





∫

Ω2

f(t, x2(ϕ), . . . , xd(ϕ))rd−2Πd−1
2 (ϕ) dϕ(2)



 dt

=

1∫

−1

1

r

∫

C(t,ξ)

f(t, z) dσ(z) dt

=

1∫

−1

1√
1− t2

P(f ; t, ξ) dt.
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Така исканото в Лема 3.2.3 представяне е доказано.
¤

Сега с помощта на (3.2.4), (3.2.3) и свойствата на едномерната Гаусова
квадратурна формула с тегло µd твърдението от Теорема 3.2.1 следва
лесно.

Ако F е произволен полином на d променливи от степен 2n−1, то имаме

∫

Sd−1

F (x)dσ(x) =

1∫

−1

1√
1− t2

P(F ; t, ξ) dt

=

1∫

−1

µd(t)f(t) dt =
n∑

k=1

α̃kf(λk)

=
n∑

k=1

αk

∫

C(λk,ξ)

F (x) dσk(x)

С това теоремата е доказана.
¤

3.3 Характеризация на Гаусовите кубатурни фор-
мули

Ще започнем с едно определение.

Определение 3.3.1 Кубатурна формула от вида (3.2.1) с АСТ (3.2.1) =
2n− 1 се нарича Гаусова кубатурна формула.

В предишния раздел ние посочихме конфигурация от n на брой (d− 2)-
мерни сфери {C(tk)}n

k=1, която ни води до Гаусова кубатурна формула.
Все още обаче не е ясно дали построената кубатурна формула от Гаусов

тип (3.2.2) е единствената (с точност до ротация) измежду всички формули
от типа (3.2.1), която има максималната възможна алгебрична степен на
точност 2n− 1.

В този раздел ще дадем частична характеризация на Гаусовите куба-
турни формули от разглеждания тип (3.2.1).

Както вече споменахме (Свойство 3.2.2) ако кубатурната (3.2.1) има
АСТ = 2n− 1, то полинома

ω(x) :=
n∏

k=1

`(tk, ξk;x)
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е ортогонален на всеки полимном Q на d променливи от тотална степен
n − 1 върху сферата Sd−1. Следователно характеризацията на Гаусовите
кубатурни формули е свързана с характеризацията на ортогоналните по-
линоми ω(x), които могат да се разлагат на линейни множители.

Следващото твърдение, което може да се разглежда като аналог на ре-
зултата на Мар (вж. [19]), дава явно представяне за проектиращият опера-
тор P(f ; t, ξ) на всеки ортогонален полином.

Нека означим γd := dπd/2Γ(d/2 + 1) и да припомним, че с Gn,d(t) сме
означили полиномите на Гегенбауер, ортогонални в [−1, 1] с тегло µd(t) :=

(1− t2)
d−3
2 .

Твърдение 3.3.1 Нека ω(x) е полином от πn(Rd), ортогонален на всички
полиноми Q ∈ πn−1(Rd) върху единичната сфера Sd−1. Тогава

∫

C(t,ξ)

ω(x) dσ(x) =
γd−1

Gn,d(1)

√
1− t2µd(t)Gn,d(t)ω(ξ).

Док а з а т е л с т в о. От Лема 3.2.1 имаме, че за фиксирана посока ξ
и за полином F ∈ πn(Rd) съществува полином на една променлива f(ξ; t)
такъв, че проекцията на F се изразява чрез f(ξ; t). Настоящото твърдение
гласи, че когато става дума за ортогонален полином съответният полином
на една променлива f(ξ; t) не зависи от ξ, като при това той е един и същ
за всяко ξ и съвпада с полинома на Гегенбауер Gn,d.

За да докажем твърдението фиксираме произволно множество от раз-
лични точки −1 < t1 < · · · < tn < 1 и разглеждаме полиномите

v(t) := (t− t1) · · · (t− tn), vk(t) :=
v(t)

(t− tk)
.

Ясно е, че v1, . . . , vn образуват базис в πn−1(R). Имаме
∫

C(t,ξ)

ω(x)vk(< x · ξ >) dσ(x) = vk(t)

∫

C(t,ξ)

ω(x) dσ(x) = vk(t)P(ω; t, ξ)

= vk(t)
√

1− t2µd(t)w(t)

където w(t) е полиномът на една промемлива от равенство (3.2.3), съответен
на ω. Сега от ортогоналността на ω имаме

0 =

∫

Sd−1

ω(x)vk(< x · ξ >) dσ(x) =

1∫

−1

µd(t)w(t)vk(t) dt.
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В доказателството на последното равенство сме използвали хребетната струк-
тура на функцията < x · ξ > и равенство (3.2.4).

От тук получаваме, че w(t) е ортогонален на v1, . . . , vn в [−1, 1] с тегло
µd(t). Така w е ортогонален на всеки полином на една променлива от степен
n−1 и следователно той може да се запише във вида w(t) = β Gn,d(t), където
β е подходящя константа.

За да намерим β ще пуснем t да клони към 1 в равенството
∫

C(t,ξ)

ω(x) dσ(x) = β
√

1− t2µd(t)Gn,d(t).

Нека означим с Sm(r) m-мерната сфера с радиус r =
√

1− t2.
От теоремата за средните стойности имаме

∫

C(t,ξ)

ω(x) dσ(x) = ω(ξ̃)

∫

Sd−2(r)

dσ(x) = γd−1r
d−2 ω(ξ̃),

където ξ̃ клони към ξ, когато t → 1, сега след извършване на граничния
преход t → 1 получаваме

γd−1ω(ξ) = β Gn,d(1).

Така намираме константата β и завършваме доказателството.
¤

Следствие 3.3.1 Нека (3.2.1) е Гаусова кубатурна формула, а

ω(x) :=
n∏

j=1

`(tj, ξj;x).

Тогава ако съществува естествено число k ∈ {1, . . . , n}, за което ω(ξk) 6=
0, то tk = λi за някое i ∈ {1, . . . , n}.

Док а з а т е л с т в о. Нека кубатурната формула (3.2.1) е Гаусова.
Понеже ω(x) = 0 за x ∈ C(tk, ξk) очевидно имаме

P(ω; tk, ξk) = 0.

От друга страна Твърдение 3.3.1 ни дава още представянето

P(ω; tk, ξk) = const. Gn,d(tk)ω(ξk).
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Следователно tk трябва да бъде сред нулите на полинома Gn,d, т.е.

tk ∈ {λ1, . . . , λn}.

¤
Нека отбележим още едно наблюдение.

Следствие 3.3.2 Измежду всички кубатурни формули от вида
∫

Sd−1

f(x) dσ(x) ≈
n∑

k=1

Ak

∫

C(tk,ξ)

f(x) dσk(x),

където ξ ∈ Sd−1, единствената Гаусова кубатурна формула е (3.2.2).

Док а з а т е л с т в о. В този случай имаме ω(ξ) 6= 0. Така директно от
предишното следствие полуваме исканото твърдение.

¤

Твърдение 3.3.2 Нека (3.2.1) е Гаусова кубатурна формула и

C(tk, ξk) ∩




n⋃
j=1
j 6=k

C(tj, ξj)


 ≡ ∅

за някое k ∈ {1, . . . , n}. Тогава tk = λi и Ak = αi за някое i ∈ {1, . . . , n} .

Док а з а т е л с т в о. Допускаме противното, т.е.

tk 6= λj, j = 1, . . . , n.

Да разгледаме полинома

ϕk(x) =
n∏

j=1
j 6=k

`(tj, ξj;x)
n∏

j=1

`(λj, ξk;x) ∈ π2n−1(Rd).

И двете кубатурни формули (3.2.1) и (3.2.2) за ξ = ξk, са точни за ϕk(x).
Така по формулата от Теорема 3.2.1 имаме

∫

Sd−1

ϕk(x)dσ(x) =
n∑

j=1

αj

∫

C(λj ,ξk)

ϕk(x)dσj(x) = 0.
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От друга страна по Гаусовата кубатурна формула (3.2.1) имаме

∫

Sd−1

ϕk(x)dσ(x) =
n∑

j=1

Aj

∫

C(tj ,ξj)

ϕk(x)dσj(x)

= Ak

∫

C(tk,ξk)

ϕk(x)dσk(x).

По условие C(tk, ξk) не пресича никоя от останалите сферични иви-
ци (сфери) от множеството {C(tj, ξj)}n

j=1
j 6=k

, но от предположението tk 6=
λj, j = 1, . . . , n имаме още, че C(tk, ξk) също не пресича никоя от сферите
{C(λj, ξk)}n

j=1.
Тогава ∫

C(tk,ξk)

ϕk(x)dσk(x) 6= 0,

и така достигаме до Ak = 0, т.е. достигнахме до противоречие с Свойство
3.2.1. Следователно нашето допускане не е вярно и tk = λi за някое i ∈
{1, . . . , n}.

Остава само да докажем, че Ak = αi. За целта да приложим кубатурната
формула (3.2.1) и формула (3.2.2) за ξ = ξk към полинома

ϕk(x) =
n∏

j=1
j 6=k

`(tj, ξj;x)`(λj, ξk;x) ∈ π2n−2(Rd).

Понеже C(tk, ξk) ≡ C(λi, ξk) и
∫

Sd−1

ϕk(x) dσ(x) = Ak

∫

C(tk,ξk)

= αi

∫

C(λi,ξk)

,

то получаваме Ak = αi, с което завършваме доказателството.
¤
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Глава 4

Формули за пресмятане на
нормалната вероятност

4.1 Предварителни сведения
Нека X е случайната величина , с нормално разпределение, тогава вероят-
ността за това X да принадлежи на интервала(0, x) се задава с

P (x) =
1√
2π

x∫

0

e−t2/2dt.

Интегралът в P (x) е може би най-известният пример за интеграл, който
не може да се пресметне чрез теоремата на Лайбниц и Нютон.

Сродна на P (x) е функцията на грешката

erf(x) =
2√
π

x∫

0

e−t2dt = 2P (
√

2x). (4.1.1)

Като част от стандартните учебници по математическа статистика обик-
новено се включват четири или петзначни таблици със изчислени стойнос-
ти на P (x). Повечето математически справочници (вж., напр. [22, 24, 25])
предоставят подробна информация за P (x) и erf(x).

Имайки предвид връзката (4.1.1), получаваме, че следващите две пред-
ставяния на erf(x) с помощта на редове (формули (7.1.5) и (7.1.6) в [22])
очевидно имат отношение към P (x):

erf(x) =
2√
π

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

n!(2n + 1)
, (4.1.2)
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erf(x) =
2√
π

e−x2
∞∑

n=0

2nx2n+1

(2n + 1)!!
. (4.1.3)

Редовете в (4.1.2) и (4.1.3) са бързо сходящи и могат да бъдат използвани
за ефективно пресмятане на erf(x).

Ние обаче бихме искали да разполагаме с формула за приближаване на
erf(x) (или на P (x)) от затворен тип, която притежава добра равномерна
(т.е. независеща от x) оценка за грешката.

Всяка формула от този тип би могла да се разглежда като кодираща
функция за информацията относно erf(x) (или P (x)) и би могла да служи за
бързото възстановяване на стойностите на функциите в произволна точка
x, 0 < x < ∞.

В [22] са дадени някои формули за приближение на erf(x), които имат
оценки за грешката между 5× 10−4 и 1.5× 10−7.

В тази глава ще представим някои нови формули за приближаване на
P (x) (вж. [21]). В основата на тяхното извеждане стои следното представяне

P 2(x) =
1

2π

x∫

0

x∫

0

e−
1
2
(t2+u2)du dt =

1

π

x∫

0

t∫

0

e−
1
2
(t2+u2)du dt.

След преминаване към полярни координати получаваме

P 2(x) =
1

π

π
4∫

0

x
cos ϕ∫

0

e−
1
2
r2

rdr dϕ =
1

4
− 1

π

π
4∫

0

e−
1
2
( x
cos ϕ

)2dϕ , (4.1.4)

така пресмятането на P (x) се свежда до пресмятането на последния интег-
рал.

Подинтегралната функция

g(ϕ) := e
− x2

2 cos2 ϕ , (4.1.5)

притежава следното полезно свойство

g(k)(ϕ) = g(ϕ)pk(t), (4.1.6)

където pk е алгебричен полином на променливата t = tg ϕ, рекурентно
определен с равенството

p0(t) ≡ 1, pk+1(t) = (t2 + 1)[p′k(t)− a2tpk(t)], k = 0, 1, . . . (4.1.7)
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Това представяне показва, че квадратурните формули с един или два
вътрешни възела и кратни възли в краищата на интервала ще бъдат под-

ходящо средство за приближено пресмятане на

π
4∫

0

g(ϕ)dϕ.

Такива квадратурни формули заедно с оценки за грешката, получени с
помощта на съответните ядра на Пеано са дадени в раздел 4.3.

Съответните формули за приближаване на P (x) са дадени в следващия
раздел.

В раздел 4.4 са намерни някои оценки за равномерната норма на g′′,
g(4) и g(6) като тези оценки са използвани в раздел 4.5 за получаване на
теоретични оценки за грешката на нашите формули.

Въпреки, че получените оценки са много по-големи от истинските стой-
ности на грешката, те са ценни сами по себе си, защото важат за целия
интервал (0,∞), и не се базират на сравнение с никои от табулираните
стойности на P (x).

4.2 Формули за приближаване на P (x)

Този раздел съдържа някои формули за приближаване на нормалната ве-
роятност. За яснота сме ги означили с Fi(x), i = 1, . . . , 13.

F1(x) =
1

2

[
1− 1

2

(
e−

x2

2 +
(
1 +

πx2

12

)
e−x2

)] 1
2
,

F2(x) =
1

2

[
1− 1

4

(
e−

x2

2 + 2e−(2−√2)x2

+
(
1 +

πx2

24

)
e−x2

)] 1
2
,

F3(x) =
1

2

[
1− 1

6

(
e−

x2

2 + 2e−2(2−√3)x2

+ 2e−
2x2

3 +
(
1 +

πx2

36

)
e−x2

)] 1
2
,

F4(x) =
1

2

[
1− 1

6

(
e−

x2

2 + 4e−(2−√2)x2

+ e−x2
)] 1

2
,

F5(x) =
1

2

[
1− 1

30

(
7e−

x2

2 + 16e−(2−√2)x2

+
(
7 +

πx2

4

)
e−x2

)] 1
2
,

F6(x) =
1

2

[
1− 1

2

(
e−

x2

2 +
(
1 +

πx2

12
− π3(x6 − 6x4 + 5x2)

2880

)
e−x2

)] 1
2
,

F7(x) =
1

2

[
1− 1

4

(
e−

x2

2 + 2e−(2−√2)x2

+
(
1 +

πx2

24
− π3(x6 − 6x4 + 5x2)

23040

)
e−x2

)] 1
2
,
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F8(x) =
1

2

[
1− 1

6

(
e−

x2

2 + 2e−2(2−√3)x2

+ 2e−
2x2

3

+
(
1 +

πx2

36
− π3(x6 − 6x4 + 5x2)

77760

)
e−x2

)] 1
2
,

F9(x) =
1

2

[
1− 1

70

((
19− π2x2

192

)
e−

x2

2 + 32e−(2−√2)x2

+
(
19 + πx2 +

π2(x4 − 2x2)

48

)
e−x2

)] 1
2
,

F10(x) =
1

2

[
1− 1

630

((
187− 3π2x2

32

)
e−

x2

2 + 256e−(2−√2)x2

+
(
187 +

47πx2

4
+

3π2(x4 − 2x2)

8
+

π3(x6 − 6x4 + 5x2)

192

)
e−x2

)] 1
2
,

F11(x) =
1

2

[
1− 1

8

(
e−

x2

2 + 3e−2(2−√3)x2

+ 3e−
2x2

3 + e−x2
)] 1

2
,

F12(x) =
1

2

[
1− 1

80

(
13e−x2/2 + 27e−2(2−√3)x2

+ 27e−
2x2

3

+
(
13 +

πx2

12

)
e−x2

)] 1
2
,

F13(x) =
1

2

[
1− 1

2240

((
391− π2x2

24

)
e−

x2

2 + 729e−2(2−√3)x2

+ 729e−
2x2

3

+
(
391 + 13πx2 +

π2(x4 − 2x2)

6

)
e−x2

)] 1
2
.

По схемата, описана в следващия раздел чрез използването на подходя-
щи квадратурни формули могат да се получат и много други формули за
приближаване на P (x).

4.3 Квадратурни формули
Сега ще припомним някои основни понятия от подраздел 2.1.1, свързани с
квадратурните формули.

За разлика от квадратурните формули, използвани в предишните две
глави тук ще ни се наложи да прилагаме за приближеното пресмятане на
интеграла

I[f ] =

b∫

a

f(x) dx
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квадратурни формули Q, в които участват и производни на подинтеграл-
ната функция от вида

Q[f ] =
n∑

i=1

νi−1∑
j=0

aijf
(j)(xi), (1.1.1)

където {xi}n
i=1 са възлите на Q, естествените числа {νi}n

i=1 определят тех-
ните кратности , а {aij} са коефициентите на Q. Обичайно предполагаме,
че a ≤ x1 < x2 < · · · < xn ≤ b.

Както знаем алгебричната степен на точност на квадратурната форму-
ла Q (АСТ (Q)) е най-голямото цяло и неотрицателно число m, за което
формулата е точна (пресмята точно интеграла I[f ]) за всички полиноми от
степен ненадминаваща m.

Така за функционала на грешката R[Q; f ] := I[f ] − Q[f ] на квадратур-
ната формула имаме

R[Q; f ] = 0, ако f ∈ πm, и R[Q; f ] 6= 0, ако f ∈ πm+1 \ πm.

Нека АСТ (Q) = m ≥ 0 и max
i
{νi} = ν. Ако f (r) е интегруема в [a, b], то

за всяко r ∈ N, ν ≤ r ≤ m+1 отТеорема 2.1.1 имаме следното представяне
за грешката R[Q; f ] на формулата Q

R[Q; f ] =

b∫

a

Kr[Q; t]f (r)(t) dt,

където Kr[Q; t] = R
[
Q;

(· − t)r−1
+

(r − 1)!

]
е r-тото ядро на Пеано за квадратурната

формула Q, а x+ е отсечената степенна функция от Определение 2.1.3.
В частност ако f ∈ Cr[a, b] и max

x∈[a,b]
|f (r)(x)| =: Mr[f ], то

|R[Q; f ]| ≤ Mr[f ]

b∫

a

|Kr[Q; t]| dt. (4.3.1)

Нека Q(n) е съставна квадратурна формула, получена чрез прилагането
на Q върху всеки от n-те подинтервала [ai, ai+1] (i = 0, . . . , n − 1), където

ai = a+ i
b− a

n
и сумиране на резултатите. Тогава имаме (вж. напр. [3, 26])

|R[Q(n); f ]| ≤ Mr[f ]

nr

b∫

a

|Kr[Q; t]| dt. (4.3.2)
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Сега ще приведем квадратурните формули, които сме използвали за
получаването на формулите за приближаване {Fi(x)} заедно със съответ-
ните оценки за грешката, получени от (4.3.1) и (4.3.2), които ще ни бъдат
необходими (вж. напр. [28]).

Започваме с две класически формули на Нютон-Коутс: квадратурната
формула на Симпсон

Q1[f ] =
b− a

6

[
f(a) + 4f

(a + b

2

)
+ f(b)

]
, |R[Q1; f ]| ≤ (b− a)5

2880
M4[f ],

и квадратурната формула известна като „
3

8
“-правило за интегриране

Q2[f ] =
b− a

8

[
f(a) + 3f

(2a + b

3

)
+ 3f

(a + 2b

3

)
+ f(b)

]
,

|R[Q2; f ]| ≤ (b− a)5

6480
M4[f ].

Следващите две квадратурни формули са частични суми на сумацион-
ната формула на Ойлер-Маклорен.

Q3[f ] =
b− a

2
[f(a) + f(b)] +

(b− a)2

12
[f ′(a)− f ′(b)],

|R[Q3; f ]| ≤ (b− a)5

720
M4[f ],

Q4[f ] =
b− a

2
[f(a)+f(b)] +

(b− a)2

12
[f ′(a)− f ′(b)]− (b− a)4

720
[f ′′′(a)−f ′′′(b)],

|R[Q4; f ]| ≤ 8.16× 10−4(b− a)5M4[f ].

Останалите квадратурни формули са от интерполационен тип с равно-
отдалечени вътрешни възли и с кратни възли в краищата. Ще отбележим,
че квадратурната формула Q5 е използвана от Багби [23] за получаването
на формула F5(x).

Q5[f ] =
b− a

30

[
7f(a) + 16f

(a + b

2

)
+ 7f(b)

]
+

(b− a)2

60
[f ′(a)− f ′(b)],

|R[Q5; f ]| ≤ (b− a)5

14580
M4[f ],

Q6[f ] =
b− a

70

[
19f(a) + 32f

(a + b

2

)
+ 19f(b)

]
+

(b− a)2

35
[f ′(a)− f ′(b)]

+
(b− a)3

840
[f ′′(a) + f ′′(b)],

|R[Q6 ; f ]| ≤ 2.38× 10−7(b− a)7M6[f ],
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Q7[f ] =
b− a

630

[
187f(a) + 256f

(a + b

2

)
+ 187f(b)

]

+
47(b− a)2

1260
[f ′(a)− f ′(b)] +

(b− a)3

420
[f ′′(a) + f ′′(b)]

+
(b− a)4

15120
[f ′′′(a)− f ′′′(b)],

|R[Q7 ; f ]| ≤ 8.55× 10−8(b− a)7M6[f ],

Q8[f ] =
b− a

80

[
13f(a) + 27f

(2a + b

3

)
+ 27f

(a + 2b

3

)
+ 13f(b)

]

+
(b− a)2

120
[f ′(a)− f ′(b)],

|R[Q8 ; f ]| = (b− a)5

73728
M4[f ],

Q9[f ] =
b− a

2240

[
391f(a) + 729f

(2a + b

3

)
+ 729f

(a + 2b

3

)
+ 391f(b)

]

+
13(b− a)2

1120
[f ′(a)− f ′(b)] +

(b− a)3

3360
[f ′′(a) + f ′′(b)],

|R[Q9 ; f ]| ≤ 2.77× 10−8(b− a)7M6[f ].

Забележка 4.3.1 Трябва да подчертаем факта, че оценките за грешка-
та на квадратурните формули Q4, Q6, Q7 и Q9 са получени числено, по-
неже няма явно представяне за нулите на съответните ядра на Пеано.
Въпреки, че някои от горните квадратурни формули притежават ядра
на Пеано от по-висок ред техните оценки за грешката са получени само
с помощта на ядрата им на Пеано от ред 4 и 6. Причината за това е
факта, че за k > 6 изразите за g(k) са доста сложни и е трудно да бъдат
намерени добри оценки за Mk[g].

Нашите формули {Fi(x)}13
i=1 за приближаване на интеграла на нормал-

ната вероятност P (x) са получени от (4.1.4), чрез заместване на интеграла

π
4∫

0

g(ϕ) dϕ, g(ϕ) = e
− x2

2 cos2 ϕ ,

с някоя от горните квадратурни формули (при a = 0 и b =
π

4
).

Съответствието между {Fi} и {Qj} е показано в Таблица 4.1.

98



Таблица 4.1: Съответствие между {Fi} и {Qj}
F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9 F10 F11 F12 F13

Q3 Q3(2) Q3(3) Q1 Q5 Q4 Q4(2) Q4(3) Q6 Q7 Q2 Q8 Q9

4.4 Оценки за Mk[g]

Понеже искаме да приложим оценките за грешката на квадратурните фор-
мули от предишния раздел, налага се да разполагаме с оценки за големи-
ната на производните на g. Затова полагаме

c := x2 (c ≥ 0), u := t2 + 1 =
1

cos2 ϕ
(1 ≤ u ≤ 2).

Чрез използването на формули (4.1.5), (4.1.6) и (4.1.7) получаваме за
k = 2, 4, 6 представянето

g(k)(ϕ) = e−
cu
2 hk(c, u), където hk(c, u) =

k∑
i=1

(−1)kdik(u)(cu)k.

Коефициентите {dik(u)} са полиноми на u и всеки един от тях е моно-
тонно растящ за u ∈ [1, 2]. Сега ще опишем начина, по който ще оценяваме
g(k).

4.4.1 Случаят k = 2

В този случай имаме

g′′(ϕ) = e−
cu
2 [(u−1)(cu)2− (3u−2)cu], т.е. d12(u) = 3u−2, d22(u) = u−1.

Нека uj = 1 +
j

10
, j = 0, . . . , 10, тогава за u ∈ [uj, uj+1] (j = 0, 1, . . . , 9)

имаме

e−
cu
2 [d22(uj)(cu)2 − d12(uj+1)cu] ≤ g′′(ϕ) ≤ e−

cu
2 [d22(uj+1)(cu)2 − d12(uj)cu].

Следователно имаме

M2[g] ≤ max
0≤j≤9

{
max
τ≥0

{e− τ
2 [d22(uj+1)τ

2 − d12(uj)τ ]},

−min
τ≥0

{e− τ
2 [d22(uj)τ

2 − d12(uj+1)τ ]}
}

,
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където τ = cu.
От неравенството τ = x2u ≤ 2x2 получаваме също

M2[g] ≤ 2x2 max
0≤j≤9

{
max
τ≥0

{e− τ
2 [d22(uj+1)τ − d12(uj)]},

−min
τ≥0

{e− τ
2 [d22(uj)τ − d12(uj+1)]}

}
.

Изследването на функциите на една променлива от десните страни на
горните неравенства ни води до оценките

M2[g] ≤ 1.93 и M2[g] ≤ 8x2.

4.4.2 Случаят k = 4

Коефициентите {di4(u)} са: d44(u) = (u− 1)2, d34(u) = 6(3u2 − 5u + 2),
d24(u) = 75u2 − 100u + 28 и d14(u) = 60u2 − 60u + 8.

Сега разделяме интервала [1, 2] на четиридесет подинтервала [uj, uj+1],

където uj = 1 +
j

40
(j = 0, . . . , 39).

Като използваме монотонността на коефициентите {di4(u)} получаваме
неравенството

M4[g]

≤ max
0≤j≤39

{
max
τ≥0

{e− τ
2 [d44(uj+1)τ

4 − d34(uj)τ
3 + d24(uj+1)τ

2 − d14(uj)τ ]},

−min
τ≥0

{e− τ
2 [d44(uj)τ

4 − d34(uj+1)τ
3 + d24(uj)τ

2 − d14(uj+1)τ ]}
}

.

Понеже τ = x2u ≤ 2x2, то получаваме още

M4[g] ≤ 2x2

× max
0≤j≤39

{
max
τ≥0

{e− τ
2 [d44(uj+1)τ

3 − d34(uj)τ
2 + d24(uj+1)τ − d14(uj)]},

−min
τ≥0

{e− τ
2 [d44(uj)τ

3 − d34(uj+1)τ
2 + d24(uj)τ − d14(uj+1)]}

}
.

След изследването на функциите на една променлива от десните страни
на горните неравенства получаваме оценките

M4[g] ≤ 54.3 и M4[g] ≤ 256x2.
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4.4.3 Случаят k = 6

В този случай коефициентите {di6(u)}6
i=1 са

d66(u) = (u− 1)3, d56(u) = 15(u− 1)2(3u− 2),

d46 = 5(u− 1)(129u2 − 172u + 52), d36(u) = 15(231u3 − 462u2 + 280u− 48,

d26 = 4(1575u3− 2625u2 + 1204u− 124, d16(u) = 8(315u3− 420u2 +126u− 4).

Разделяме интервала [1, 2] на двеста подинтервала с еднаква дължина и
прилагаме идеята от предишните случаи за да сведем оценяването на M6[g]
до изследване на функции на една променлива. Така получаваме оценките

M6[g] ≤ 4183 and M6[g] ≤ 17408x2.

4.5 Оценки за грешката
За да получим оценки за грешката, независещи от x, ще приложим и двата
типа оценки за Mk[g] от предишния раздел.

Главното наблюдение, което ще ни помогне е , че
P (x)

x
и

Fi(x)

x
, i =

1, . . . , 13 са намаляващи функции на x при x ≥ 0. Този факт се проверява
директно и затова доказателството му не е поместено.

Сега ще демонстрираме начина, по който се получават оценките за греш-
ката върху няколко от нашите формули за приближаване на P (x).

Разглеждаме формулата F1(x). За нея имаме

|P (x)− F1(x)| = |R[Q3; g]|
π(P (x) + F1(x))

≤ π4 ×M4[g]

45 × 720× (P (x) + F1(x))
.

Ще разгледаме поотделно два случая. Ако 0 < x < 0.461, то прилагаме
оценката M4[g] ≤ 256x2 за да получим

|P (x)− F1(x)| ≤ π4 × 256× 0.4612

45 × 720× (P (0.461) + F1(0.461))
< 2.04× 10−2.

Ако x ≥ 0.461, то възползвайки се от оценката M4[g] ≤ 54.3 получаваме

|P (x)− F1(x)| ≤ π4 × 54.3

45 × 720× (P (0.461) + F1(0.461))
< 2.03× 10−2.

Следователно получихме следната оценка |P (x) − F1(x)| < 2.04 × 10−2,
която е в сила за всяко x ≥ 0.
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Наблюдаваният максимум на |P (x)−F1(x)| е приблизително 1.82×10−3,
т.е. имаме отношение на преоценяване (отношението между теоретичната
оценка на грешката и наблюдаваната максимална грешка) около 11 пъти .

Следващата оценка за грешката, която ще получим е за формулата
F3(x). В този случай имаме

|P (x)− F3(x)| = |R[Q3(3); g]|
π(P (x) + F3(x))

≤ π4 ×M4[g]

45 × 34 × 720× (P (x) + F3(x))
.

Ако 0 < x < 0.461, то

|P (x)− F3(x)| ≤ π4 × 256× 0.4612

45 × 34 × 720× (P (0.461) + F3(0.461))
< 2.5× 10−4.

Същата оценка получаваме и когато x ≥ 0.461, така в този случай имаме

|P (x)− F3(x)| ≤ π4 × 54.3

45 × 34 × 720× (P (0.461) + F3(0.461))
< 2.5× 10−4.

Наблюдаваният максимум на |P (x)−F3(x)| е приблизително 2.9× 10−5,
така отношението на преоценяване е по-малко от 9.

1 2 3 4

-2·10-7

2·10-7

4·10-7

Фигура 4.1: Графики на P (x)−F10(x) (тънката крива) и P (x)−F13(x) (плътната
крива).

Накрая ще получим оценка за грешката и за формулата F13(x). Имаме

|P (x)− F13(x)| = |R[Q9; g]|
π(P (x) + F13(x))

≤ π6 × 2.77× 10−8M6[g]

47 × (P (x) + F13(x))
.
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Ако 0 < x < 0.49, то

|P (x)− F13(x)| ≤ π6 × 2.77× 10−8 × 17408× 0.492

47 × (P (0.49) + F13(0.49))
< 1.81× 10−5.

Същата оценка имаме и при x ≥ 0.49, понеже

|P (x)− F13(x)| ≤ π6 × 2.77× 10−8 × 4183

47 × (P (0.49) + F13(0.49))
< 1.81× 10−5.

Наблюдаваният максимум на |P (x)− F13(x)| не надвишава 8.97× 10−8,
следователно отношението на преоценяване е около 200.

Таблица 4.2: Оценки за грешката и наблюдавани максимални грешки на {Fi}.
Формула F1 F2 F3 F4 F5

Оценка за грешката 2.04× 10−2 1.27× 10−3 2.5× 10−4 5.06× 10−3 1.0× 10−3

max |P (x)− Fi(x)| 1.82× 10−3 1.4× 10−4 2.9× 10−5 4.2× 10−4 3.04× 10−5

Формула F6 F7 F8 F9 F10

Оценка за грешката 1.2× 10−2 7.44× 10−4 1.47× 10−4 1.56× 10−4 5.59× 10−5

max |P (x)− Fi(x)| 7.11× 10−4 1.63× 10−5 1.59× 10−6 3.24× 10−6 4.26× 10−7

Формула F11 F12 F13 (F10 + 5F13)/6 —
Оценка за грешката 2.25× 10−3 1.98× 10−4 1.81× 10−5 — —
max |P (x)− Fi(x)| 1.95× 10−4 7.33× 10−6 8.97× 10−8 9.1× 10−9 —

Оценките за грешката за останалите формули за приближаване на P (x)
са получени по същия начин. Тези оценки, както и наблюдаваните макси-
мални грешки са дадени в Таблица 4.2. Трябва да се отбележи, че всички
формули {Fi(x)}13

i=1 клонят към истинската стойност на P (x) когато x → 0
или x → ∞. На Фигура 4.1 е изобразена истинската грешка на формули
F10 и F13. От нея се вижда, че повечето стойности на x двете функции на
грешката са с противоположни знаци. Така опитно получаваме формула-

та F14(x) =
1

6

(
F10(x) + 5F13(x)

)
, за която имаме наблюдавана максимална

грешка 9.1× 10−9.
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