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Óâîä.

Òåîðèÿòà íà àïðîêñèìàöèèòå (ÒÀ) å åäíà îò îñíîâíèòå ÷àñòè íà ñúâðåìåííàòà ìàòå-

ìàòèêà. Íåîáõîäèìîñòòà äà ñå ïðåäñòàâÿò ñëîæíè ìàòåìàòè÷åñêè îáåêòè ÷ðåç ïî-ïðîñòè

å ïðîáëåì íå ñàìî íà ÷èñòî òåîðåòè÷åñêàòà ìàòåìàòèêà, íî è íà íÿêîè êîíêðåòíè ìàòå-

ìàòè÷åñêè èç÷èñëåíèÿ. Íåùî ïîâå÷å, ÒÀ èìà îñîáåíî çíà÷åíèå íå ñàìî êàòî îñíîâà íà

÷èñëåíèÿ àíàëèç, íî ñúùî òàêà â ìàòåìàòè÷åñêîòî ïðîãðàìèðàíå, òåîðèÿòà íà óïðàâëå-

íèåòî è äðóãè ðàçäåëè íà ìàòåìàòèêàòà è íåéíèòå ïðèëîæåíèÿ.

Èñòîðè÷åñêè íà÷àëîòî íà ÒÀ ïîñòàâÿ çàäà÷àòà íà ðóñêèÿ ìàòåìàòèê Ï. Ë. ×åáèøîâ

çà ðàâíîìåðíîòî ïðèáëèæåíèå íà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè ñ àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè. Ìíî-

æåñòâîòî C(∆) íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè â äàäåí èíòåðâàë ∆ ñòàâà ìåòðè÷íî êàòî ñå

âçåìå ìåòðèêàòà

‖f − g‖ = max
x∈∆

{|f(x)− g(x)|} .

Êàòî àïàðàò çà ïðèáëèæåíèå ñå èçïîëçâà Hn ⊂ C(∆), koeòo å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè

àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè îò ñòåïåí, íå íàäâèøàâàùà n. "Áëèçîñòòà"ìåæäó ôóíêöèÿòà f îò

C(∆) è ïðèáëèæàâàùèÿ ÿ ïîëèíîì P îò Hn ñå äàâà ñ ‖f − P‖. Òàêà, àêî ‖f − P‖ < ε, òî

ïî ñòîéíîñòòà íà P (x) ìîæåì äà âúçñòàíîâèì f(x) ñ ãðåøêà, êîÿòî íå íàäâèøàâà ε.

Oò äðóãà ñòðàíà, ñúãëàñíî êëàñè÷åñêàòà òåîðåìà íà Ê. Âàéåðùðàñ çà âñÿêà f ∈ C(∆)

è âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâàò n è P ∈ Hn òakèâà, ÷å ‖f − P‖ < ε. Åäíî îò íàé-êðàñèâèòå

äîêàçàòåëñòâà íà òîçè ôàêò å ñ ïîìîùòà íà ïîëèíîìèòå íà Ñ. Ì. Áåðíùàéí

Bn(f, x)
def
=

n∑
k=0

f

(
k

n

)
Pn,k(x),

êúäåòî PPn,k(x)
def
=
(
n
k

)
xk(1− x)n−k, à ∆ = [0, 1].

Íà îñíîâàòà íà òåçè ïîëèíîìè ïî-êúñíî ñå ïîÿâÿâàò ìíîãî òåõíè ìîäèôèêàöèè,

êîèòî çàïàçâàò íÿêîè ñâîéñòâà íà Bn, a äðóãè ïîäîáðÿâàò. Òàêà ñúîòâåòñòâèåòî ìåæäó

ôóíêöèÿòà è ïîñòðîåíèÿ ïî íåÿ ïîëèíîì ïîðàæäà îïåðàòîð (â ïîâå÷åòî ñëó÷àè ëèíååí

è ïîëîæèòåëåí), èçñëåäâàíåòî íà êîéòî å çàäà÷à íà ÒÀ. Íàé-âàæíèÿò ìîìåíò â òåçè

èçñëåäâàíèÿ å îöåíêàòà íà ãðåøêàòà íà ïðèáëèæåíèåòî.
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Â ãëàâà ïúðâà ñå ðàçãëåæäà èìåííî òàêúâ îïåðàòîð Un, äåôèíèðàí çà ðåàëíî çíà÷íè

ôóíêöèè îò êëàñà L∞[0, 1] ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

Un(f, x) = f(0)Pn,0(x) + f(1)Pn,n(x) +
n−1∑
k=1

Pn,k(x)

∫ 1

0

(n− 1)Pn−2,k−1(t)f(t)dt,

êúäåòî Pn,k(x) ñà ñúùèòå áàçèñíè ïîëèíîìè.

Îïåðàòîðúò Un å âúâåäåí è èçñëåäâàí îò T. N. T. Goodman è A. Sharma â [5] è [6].

Â òåçè ñòàòèè ñà äîêàçàíè ðåäèöà íåãîâè ñâîéñòâà.

H. Berens è Y. Xu ðàçãëåæäàò â [2] ôàìèëèÿòà îò îïåðàòîðè

Mα,β
n (f, x) =

n∑
k=0

Pn,k(x)

∫ 1

0
µα,β(t)Pn,k(t)f(t)dt∫ 1

0
µα,β(t)Pn,k(t)dt

,

êúäåòî µα,β(t) = tα(1− t)β è α, β > −1. Ïðè îïåðàòîðèòå Mα,β
n , êîåôèöèåíòè ïðåä áàçèñ-

íèòå ïîëèíîìè Pn,k çà k = 0, . . . , n ñà íîðìèðàíèòå ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ ñ òåãëî µα,β

íà ôóíêöèÿòà f è Pn,k.

Îïåðàòîðúò Un å ãðàíè÷åí ñëó÷àé íà M
α,β
n ïðè α, β → −1 α, β > −1 çà íåïðåêúñíà-

òèòå â 0 è 1 ôóíêöèè. Â [2] òîçè îïåðàòîð íå å ðàçãëåäàí.

Íÿêîè ñâîéñòâà, äîêàçàíè â äèñåðòàöèÿòà çà Un, ñà ãðàíè÷åí àíàëîã ïðè α, β →

−1 α, β > −1 íà ñâîéñòâàòà íà Mα,β
n îò â [2]. Èíòåðåñíîòî, ñúãëàñíî [5] è [6], çà ðàç-

ãëåäàíèÿ â ãëàâà ïúðâà îïåðàòîð Un å, ÷å ñà â ñèëà è ñâîéñòâàòà íà êëàñè÷åñêèÿ îïå-

ðàòîð íà Áåðíùàéí: çàïàçâàíå ëèíåéíèòå ôóíêöèè è àêî ôóíêöèÿòà å èçïúêíàëà, òî

Unf ≥ Un+1f ≥ f. (Ïîñëåäíèòå íå ñà â ñèëà çà Mα,β
n .) Îñâåí òîâà Un å ñàìîñïðåãíàò.

Ïðèòåæàâàíåòî íà âñè÷êè òåçè ñâîéñòâà å óíèêàëíî çà îïåðàòîð îò òèï íà Áåðíùàéí.

Â ãëàâà ïúðâà å ïîëó÷åíà îöåíêà íà ãðåøêàòà íà ïðèáëèæåíèåòî ñ îïåðàòîðà Un â

òåðìèíèòå íà ñëåäíèÿ Ê-ôóíêöèîíàë

K (f, t)∞ = K
(
f, t;L∞,W

2
∞(ϕ)

) def
= inf

g∈W 2
∞(ϕ)

{
‖f − g‖∞ + t‖ϕg′′‖∞

}
,

êúäåòî

W 2
∞(ϕ)

def
= {f ∈ AC[0, 1] | f ′ ∈ ACloc[0, 1] , ϕf ′′ ∈ L∞[0, 1]} ,

a ϕ(x)
def
= x(1−x). Îöåíêàòà å ïîëó÷åíà ïðè ïîäõîäÿùî èçáðàí â çàâèñèìîñò îò n àðãóìåíò

t íà Ê-ôóíêöèîíàëà.
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Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â ãëàâà ïúðâà å ñëåäíàòà åêâèâàëåíòíîñò íà ãðåøêàòà è ðàçã-

ëåæäàíèÿ Ê-ôóíêöèîíàë: ‖f − Unf‖∞ ∼ K
(
f, n−1

)
∞ , ò.å. ñëåäíàòà

Òåîðåìà 1.1.1 Ñúùåñòâóâàò äâå àáñîëþòíè êîíñòàíòè c1 è c2 òàêèâà, ÷å

c1‖f − Unf‖∞ ≤ K
(
f, n−1

)
∞ ≤ c2‖f − Unf‖∞

çà âñÿêà ôóíêöèÿ îò f ∈ L∞[0, 1].

Äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè òåîðåìà å áàçèðàíî íà ñõåìàòà çà äîêàçàòåëñòâî íà ïðàâè

è îáðàòíè òåîðåìè çà îöåíêà íà ãðåøêàòà íà ïðèáëèæåíèåòî íà ôóíêöèÿ ñ ëèíååí ïî-

ëîæèòåëåí îïåðàòîð â òåðìèíèòå íà Ê-ôóíêöèîíàëè, ïðåäëîæåíè â [4] oò Z. Ditzian è

Ê. Ivanov. Èçïîëçâàíà å è òåðìèíîëîãèÿòà îò [4]. Ïî òàçè òåðìèíîëîãèÿ äîêàçàíàòà òóê

îáðàòíà òåîðåìà å îò ñèëåí òèï. Â [2] ñà äîêàçàíè ñúùî ïðàâà è îáðàòíà òåîðåìà çàMα,β
n ,

íî îáðàòíîòî íåðàâåíñòâî å îò ñëàá òèï. Ïðàâîòî íåðàâåíñòâî â ãîðíàòà òåîðåìà å

Òåîðåìà 1.2.3 Çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ L∞[0, 1] å â ñèëà

‖Unf − f‖∞ ≤ 2K
(
f, n−1

)
∞ .

Òàçè òåîðåìà å ïðÿêî ñëåäñòâèå îò ñëåäíàòà òåîðåìà äîêàçàíà â ïàðàãðàô 1.2 çà

ïî-îáù êëàñ îò îïåðàòîðè

Òåîðåìà 1.2.1 Íåêà f2(x) = x2, à L å ïðîèçâîëåí ëèíååí ïîëîæèòåëåí îïåðàòîð, çàïàç-

âàù ëèíåéíèòå ôóíêöèè è òàêúâ, ÷å f ≤ Lf çà âñÿêà èçïúêíàëà ôóíêöèÿ f . Òîãàâà çà

âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ W 2
∞(ϕ) å â ñèëà

‖Lf − f‖∞ ≤ ‖ϕf ′′‖∞‖ϕ(·)−1 (L(f2, ·)− (·)2
)
‖∞.

Ñ ïîìîùòà íà òàçè òåîðåìà, ðåçóëòàòè ïîäîáíè íà òåçè â Òåîðåìà 1.2.3 ìîãàò äà ñå

ïîëó÷àò äèðåêòíî çà òàêèâà îïåðàòîðè, ñòèãà äà ñå çíàå êàê òå ïðèáëèæàâàò ôóíêöèÿòà

f2(x) = x2.

Íàðåä ñ òîâà â õîäà íà äîêàçàòåëñòâîòî íà îñíîâíèÿ ðåçóëòàò ñå ïîëó÷àâàò è äðóãè

âàæíè è õóáàâè ñâîéñòâà. Åäíî îò òÿõ (Ëåìà 1.3.1) å àíàëîã íà ñâîéñòâî ïîëó÷åíî â

[2] ïðè òåãëà µα,β(t) ñ α, β > −1. Òàì, îáà÷å äîðè ïðè ôîðìàëåí ãðàíè÷åí ïðåõîä â

ïîëó÷åíèÿ ðåçóëòàò, ñå ïîëó÷àâà ïî-ñëàáî òâúðäåíèå ïîðàäè íàëîæåíèòå îò ìåòîäà íà
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ðàáîòà (ðåäîâå íà ßêîáè) ðåäèöà îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ôóíêöèèòå. Òóê òâúðäåíèåòî å çà

âúçìîæíî íàé-øèðîêèÿ êëàñ îò ôóíêöèè.

Ëåìà 1.3.1 Çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ L∞[0, 1] å â ñèëà

Un−1(f, x)− Un(f, x) =
ϕ(x)

n(n− 1)
U ′′
n(f, x).

Èçïîëçâà ñå ñëåäíîòî îçíà÷åíèå:

W 2
∞(ϕ){0; 1} def

=

{
f ∈ W 2

∞(ϕ) | lim
x→0+0

ϕ(x)f
′′
(x) = lim

x→1−0
ϕ(x)f

′′
(x) = 0

}
.

Ëåìà 1.3.2 Çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ W 2
∞(ϕ){0; 1} å â ñèëà

ϕ(x)U
′′

n (f, x) = Un(ϕf
′′
, x),

ò.e. Un êîìóòèðà ñ äèôåðåíöèàëíèÿ îïåðàòîð D çàäaäåí ÷ðåç Df
def
= ϕf

′′
.

Ñ ïîìîùòà íà òåçè äâå íîâè ñâîéñòâà íà ðàçãëåæäàíèÿ îïåðàòîð Un, ñå íàìèðà

âúçìîæíî íàé-äîáðàòà îöåíêàòà â íåðàâåíñòâîòî íà Jackson (Òåîðåìà 1.3.1) è ñå äîêàçâà

ïî-êúñíî â ïàðàãðàô 1.4 è îáðàòíà òåîðåìà oò ñèëåí òèï â òåðìèíèòå íà ðàçãëåæäàíèÿ

Ê-ôóíêöèîíàë (Òåîðåìà 1.4.1).

Òåîðåìà 1.3.1 Çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ W 2
∞(ϕ) å â ñèëà

‖Unf − f‖∞ ≤ 1

n
‖ϕf ′′‖∞

êàòî êîíñòàíòàòà 1 å òî÷íà.

Teoðåìà 1.4.1 Çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ L∞[0, 1] è çà âñÿêî n ∈ N å â ñèëà

K
(
f, n−1

)
∞ ≤ (6 + 2

√
2)‖f − Unf‖∞.

Çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ L∞[0, 1] ñå äåôèíèðà

τr(f, ψ(t))∞[0,1]
def
=

∥∥∥∥∥ sup
0≤|h|≤ψ(t,x)

{
|∆r

h,[0,1]f(·)|
}∥∥∥∥∥

∞[0,1]

,

êúäåòî

∆r
h,[0,1]f(x)

def
=

{
∆r
hf(x) x, x+ rh ∈ [0, 1];

0 x or x+ rh /∈ [0, 1],

∆r
hf(x) =

r∑
i=0

(−1)r−i
(
r

i

)
f(x+ ih), è ψ(t, x)

def
= t
√
ϕ(x) + t2.
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Íàëè÷èåòî íà åêâèâàëåíòíîñò ìåæäó Ê-ôóíêöèîíàë è ìîäóë íà ãëàäêîñò â ìíîãî îò

çàäà÷èòå íà ÒÀ, ïîçâîëÿâà äà ñå èçïîëçâà ïúðâèÿ êàòî ðàáîòåí èíñòðóìåíò çà ïîëó÷àâàíå

íà îöåíêè íà ãðåøêàòà íà íÿêîè ïðèáëèæåíèÿ â òåðìèíèòå íà ïîäõîäÿùè ìîäóëè. Òàêà

å è â ñëó÷àÿ íà ðàçãëåæäàíèÿ â ãëàâà ïúðâà îïåðàòîð.

Â [10] å äîêàçàíà ñëåäíàòà âðúçêà

Òåîðåìà 1.1.2 Çà âñÿêà ôóíêöèÿ îò f ∈ L∞[0, 1] è âñÿêî t > 0 å èçïúëíåíî

τ2(f, ψ(t))∞[0,1] ∼ K
(
f, t2

)
∞ .

Òîãàâà å â ñèëà è ñëåäíàòà

Òåîðåìà 1.1.3 Çà âñÿêà ôóíêöèÿ îò f ∈ L∞[0, 1] å èçïúëíåíî

‖f − Unf‖∞ ∼ τ2

(
f, ψ

(
n−

1
2

))
∞[0,1]

.

Â ãëàâà âòîðà ñà ïîëó÷åíè ïðàâà è îáðàòíà òåîðåìè çà ãðåøêàòà íà åäíîñòðàíîòî

ïðèáëèæåíèå îòäîëó çà îãðàíè÷åíà îòäîëó ôóíêöèÿ. Êàòî ðàáîòåí èíñòðóìåíò îòíîâî ñå

èçïîëçâà Ê-ôóíêöèîíàë (âå÷å ñ îãðàíè÷åíèå). Îòíîâî êàêòî è â ãëàâà ïúðâà ñå èçïîë-

çâàò ìåæäèííî ðåçóëòàòè, ïîëó÷åíè çà èçïúêíàëèòå ôóíêöèè. Ïîñòèãíàòèòå ðåçóëòàòè

ïðåäñòàâëÿâàò ìíîãîìåðíî îáîáùåíèå íà ðåçóëòàòèòå îò [7] íà Âë. Õðèñòîâ è Ê. Èâà-

íîâ îòíàñÿùè ñå çà åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé. Èçïîëçâàíè ñà íÿêîè îò èäåèòå, ïðåäëîæåíè îò

ñúùèòå äâàìà àâòîðè â [8] è [9].

Ðàçãëåæäàò ñå èçìåðèìè ðåàëíîçíà÷íè è îãðàíè÷åíè (ñúîòâåòíî îòäîëó è îòãîðå)

ôóíêöèè, äåôèíèðàíè âúâ âñÿêà òî÷êà íà ïàðàëåëåïèïåäà Ω = Π[−1;1], êúäåòî

Π[a;b]
def
=
{
x ∈ Rd | xi ∈ [min{ai, bi},max{ai, bi}] ∀ i = 1, . . . , d

}
.

Rd ñå ðàçãëåæäà êàòî íîðìèðàíî âåêòîðíî ïðîñòðàíñòâî ñ åëåìåíòè

x = (x1, . . . , xd), è íîðìà äåôèíèðàíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí ‖x‖ = max{|x1|, . . . , |xd|}.

Ñ 1 è −1 ñå îçíà÷àâàò ñúîòâåòíî (1, ..., 1) è (−1, ...,−1).

Íåêà X å èçìåðèìî ïîäìíîæåñòâî íà Ω. Ðàçãëåæäàò ñå ñëåäíèòå ïðîñòðàíñòâà

Lp(X) =

{
f | ‖f‖p(X) =

{∫
X

|f(x)|pdx
} 1

p

<∞

}
,
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çà p ∈ [1,∞) (ñ dx ñå îçíà÷àâà ëåáåãîâàòà ìÿðêà â X) è

L∞(X) =

{
f | ‖f‖∞(X) = sup

x∈X
{|f(x)|} <∞

}
,

çà p = ∞.

Íåêà α, β ñà ìóëòèèíäåêñè. Àêî α = (α1, .., αd), αs ≥ 0 çà âñÿêî s = 1, ..., d, òî ñå

èçïîëçâàò ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ: |α| =
∑d

i=1 αi çà äúëæèíà íà α, α ≥ β çà òîâà, ÷å αs ≥ βs

çà âñÿêî s = 1, ..., d, α! = Πd
s=1αs! è

(
α
β

)
= Πd

s=1

(
αs

βs

)
.

Íåêà r e åñòåñòâåíî ÷èñëî. Ñ W r
p (X) ñå îçíà÷àâà ñëåäíîòî ïðîñòðàíñòâî íà Ñîáîëåâ

W r
p (X)

def
=

f |
∑
|α|=r

‖Dαf‖p(X) <∞

 ,

êúäåòî Dα =
∏d

i=1
∂αi

∂x
αi
i

.

Íåêà ψ(t, v)
def
= t

√
1− v2 + t2, àêî v ∈ [−1, 1] è t > 0 . Çà x ∈ Ω ñå äåôèíèðàò ôóí-

êöèèòå Ψ(t,x)
def
=
∏d

s=1 ψ(t, xs) è Ψα(t,x)
def
=
∏d

s=1 ψ(t, xs)
αs . Ψ(t,x)-îêîëíîñò íà òî÷êàòà

x ∈ Ω ñå äåôèíèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

U(t,x)
def
= {y ∈ Ω | |xs − ys| ≤ ψ(t, xs) ∀ s = 1, ..., d} .

Íàâñÿêúäå â ãëàâà âòîðà c îçíà÷àâà ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, êîåòî ìîæå è äà çàâèñè îò r è d.

Â ðàçëè÷íèòå ñëó÷àè c-òàòà ìîæå äà ñà ðàçëè÷íè ÷èñëà. Àêî íÿêîÿ êîíñòàíòà c, çàâèñè

è îò íÿêîé äðóã ïàðàìåòúð, òîâà ñå ïîêàçâà êàòî ñå èçïîëçâàò èíäåêñè.

Íåêà Hn å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè â Rd îò ñóìàðíà ñòåïåí íå

ïî-âèñîêà îò n. Íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíèå ñ àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè ñå îçíà÷àâà ñ

E(f,Hn)p(X)
def
= inf

Q∈Hn

{
‖f −Q‖p(X)

}
,

à íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíèå ñ àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè îòäîëó è îòãîðå ñúîòâåòíî ñ

E−(f,Hn)p(X)
def
= inf

Q∈Hn, Q≤f

{
‖f −Q‖p(X)

}
è

E+(f,Hn)p(X)
def
= inf

Q∈Hn, Q≥f

{
‖f −Q‖p(X)

}
,

êàòî òóê ñå èñêà f äà å îãðàíè÷åíà ñúîòâåòíî îòäîëó è îòãîðå.
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Íåêà l = max
{[

d
p

]
+ 1 , r

}
([·] å öÿëàòà ÷àñò ). Èçñëåäâàò ñå Ê ôóíêöèîíàëèòå

K−
r (f, t)p = K− (f,Ψ(t);Lp,W

r
p ,W

l
p

)
def
= inf

g≤f, g∈W l
p(Ω)

‖f − g‖p(Ω) +
∑
|α|=r,l

‖Ψα(t)Dαg‖p(Ω)

 ,

K+
r (f, t)p = K+

(
f,Ψ(t);Lp,W

r
p ,W

l
p

)
def
= inf

g≥f, g∈W l
p(Ω)

‖f − g‖p(Ω) +
∑
|α|=r,l

‖Ψα(t)Dαg‖p(Ω)

 ,

Kr(f, t)p = K
(
f,Ψ(t);Lp,W

r
p

)
def
= inf

g∈W r
p (Ω)

‖f − g‖p(Ω) +
∑
|α|=r

‖Ψα(t)Dαg‖p(Ω)


è

Kr,l(f, t)p = K
(
f,Ψ(t);Lp,W

r
p ,W

l
p

)
def
= inf

g∈W l
p(Ω)

‖f − g‖p(Ω) +
∑
|α|=r,l

‖Ψα(t)Dαg‖p(Ω)

 .

Â ïàðàãðàô 2.4 ñå äîêàçâàò ñëåäíèòå ïðàâè è îáðàòíè íåðàâåíñòâà çà íàé-äîáðèòå

àëãåáðè÷íè ïðèáëèæåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿ â òåðìèíèòå íà Ê ôóíêöèîíàëà.

Òåîðåìà 2.1.1 Íåêà r è n ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, 1 ≤ p ≤ ∞ , ∗ = − ,∨ + è íåêà

f ∈ Lp(Ω) å îãðàíè÷åíà ñúîòâåòíî îòäîëó è îòãîðå. Òîãàâà

(d) E∗(f,Hn−1)p(Ω) ≤ cK∗ (f,Ψ(n−1);Lp,W
r
p ,W

l
p

)
;

(i) K∗ (f,Ψ(n−1);Lp,W
r
p ,W

l
p

)
≤ c

(
E∗(f,Hn−1)p(Ω) +K

(
f,Ψ(n−1);Lp,W

r
p

))
.

Òåçè íåðàâåíñòâà ñà â îñíîâàòà íà ñëåäâàùèòå èçñëåäâàíèÿ â ãëàâà âòîðà.

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â ãëàâà âòîðà, à èìåííî Tåîðåìà 2.1.5 å õàðàêòåðèçàöèÿòà çà

r = 1 è r = 2 íà K-ôóíêöèîíàëà K−
r (f, t)p ñ ïîìîùòà íà ïîäõîäÿùè ìîäóëè. Òîãàâà,
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êàòî ñëåäñòâèå, ñå ïîëó÷àâà è õàðàêòåðèçàöèÿ íà íàé-äîáðèòå àëãåáðè÷íè ïðèáëèæåíèÿ

îòäîëó â òåðìèíèòå íà òåçè ìîäóëè. Ñúùèòå ðåçóëòàòè çà K-ôóíêöèîíàëà K+
r (f, t)p è çà

íàé-äîáðèòå àëãåáðè÷íè ïðèáëèæåíèÿ îòãîðå ñå ïîëó÷àâàò êàòî ñëåäñòâèå îò E+(f) =

E−(−f) è K+(f) = K−(−f) (ïðè åäíè è ñúùè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå).

Êàòî ìåæäèííà ñòúïêà ïðè õàðàêòåðèçàöèÿòà íà K-ôóíêöèîíàëà K−
r (f, t)p â ïàðàã-

ðàô 2.5 å äîêàçàíà ñëåäíàòà åêâèâàëåíòíîñò ìåæäó K-ôóíêöèîíàëà è åäíà õàðàêòåðèñ-

òèêà, áàçèðàíà íà íàé-äîáðèòå ëîêàëíè àëãåáðè÷íè ïðèáëèæåíèÿ îòäîëó.

Òåîðåìà 2.1.2 Íåêà f ∈ Lp(Ω) (p ∈ [1,∞]) å îãðàíè÷åíà îòäîëó è íåêà r e åñòåñòâåíî

÷èñëî. Tîãàâà

K−
r (f, t)p ∼ ‖Ψ(t, ·)−

1
pE−(f,Hr−1)p(U(t,·))‖p(Ω) ∀ t ∈ (0, 1].

Íåêà U ⊂ Rd å èçïúêíàëî òÿëî. Äåôèíèðà ñå

ωr(f, U)p
def
= sup

h∈Rd

{
‖∆r

h,Uf(·)‖p(U)

}
, (1)

êúäåòî

∆r
h,Uf(x)

def
=

{
∆r

hf(x), x,x + rh ∈ U ;
0, x ∨ x + rh /∈ U

è

∆r
hf(x) =

r∑
i=0

(−1)r−i
(
r

i

)
f(x + ih).

Â õîäà íà èçñëåäâàíèÿòà íà íàé-äîáðèòå ëîêàëíè àëãåáðè÷íè ïðèáëèæåíèÿ îòäîëó

çà r = 1 è r = 2 ñà èçïîëçâàíè ñëåäíèòå õàðàêòåðèñòèêà

τ−r (f, U)p =

∥∥∥∥∥ sup
h∈Rd

{
Λr

h,Uf(·)
}∥∥∥∥∥

p(U)

(2)

è óñðåäíåí ìîäóë íà îãðàíè÷åíà îòäîëó ôóíêöèÿ

τ−r (f,Ψ(t))p(Ω)
def
=

∥∥∥∥∥ sup
h∈Rd

{Λr
h,U(t,·)f(·)}

∥∥∥∥∥
p(Ω)

, (3)

êúäåòî

Λ1
h,Uf(x)

def
=

{
−∆1

hf(x), x, x + h ∈ U ;
0, x ∨ x + h /∈ U
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è

Λ2
h,Uf(x)

def
=

{
−∆2

hf(x− h), x− h, x + h ∈ U ;
0, x− h ∨ x + h /∈ U.

Õàðàêòåðèñòèêè (1) è (2) ñå èçïîëçâàò â ñëåäíàòà òeoðeìà îò òèï íà Whitney.

Òåîðåìà 2.1.3 Íåêà f ∈ Lp(Π) (Π = Π[a;b], p ∈ [1,∞]) å îãðàíè÷åíà îòäîëó . Tîãàâà

(I) E−(f,H0)p(Π) = τ−1 (f,Π)p;
(II) E−(f,H1)p(Π) ∼ ω2(f,Π)p + τ−2 (f,Π)p.

Òàçè òåîðåìà å äîêàçàíà â ïàðàãðàô 2.6, êàòî çà äîêàçàòåëñòâîòî íà ïî-òðóäíèÿ

ñëó÷àé ïðè r = 2 ñå äîêàçâàò è èçïîëçâàò ðåäèöà äîïúëíèòåëíè ôàêòè, ñâúðçàíè ñ èç-

ïúêíàëèòå ôóíêöèè. Èçïîëçâàíåòî íà ïîñëåäíèòå å óäîáíî ïîðàäè ôàêòà, ÷å çà òÿõ íàé-

äîáðîòî ïðèáëèæåíèå è íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíèå îòäîëó ñà åêâèâàëåíòíè. Òîçè ôàêò ñå

ñúäúðæà â òâúðäåíèåòî íà

Ëåìà 2.6.3 Íeêà f å èçïúêíàëà ôóíêöèÿ â Π[a;b]. Òîãàâà

E−(f,H1)p(Π[a;b]) ≤ c E(f,H1)p(Π[a;b]).

Ôàêòúò, ÷å íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíèå (áåç îãðàíè÷åíèå) å ïî-ìàëêî èëè ðàâíî íà

íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíèå îòäîëó å ÿñåí îò äåôèíèöèèòå.

Çà äà ñå èçïîëçâà òâúðäåíèåòî íà Ëåìà 2.6.3 â äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 2.1.3, ïî

äàäåíà îãðàíè÷åíà îòäîëó ôóíêöèÿ ñå ïîñòðîÿâà òàêà íàðå÷åíàòà "íàé-ãîëÿìà èçïúêíàëà

ìèíîðàíòà". Íåêà U ⊂ Rd å ïîëèòîï (ò.å. èçïúêíàëà êîìáèíàöèÿ íà êðàåí áðîé òî÷êè) è

f ∈ Lp(U) (p ∈ [1,∞) ) e îãðàíè÷åíà îòäîëó.

Äåôèíèðà ñå

CUf(x)
def
= inf

{
d+1∑
i=1

αif(xi)

}
, (4)

êúäåòî èíôèìóìúò å âçåò ïî âñè÷êè xi ∈ U, i = 1, ..., d+ 1, çà êîèòî x =
d+1∑
i=1

αixi, kúäåòî

αi ≥ 0, i = 1, ..., d+ 1 è
d+1∑
i=1

αi = 1.

Ðàçëèêàòà ìåæäó îãðàíè÷åíà îòäîëó ôóíêöèÿ è íåéíàòà íàé-ãîëÿìà èçïúêíàëà ìè-

íîðàíòà (4) ñå îöåíÿâà â ñëåäíàòà
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Ëåìà 2.6.5 Íåêà Π = Π[a;b] è f ∈ Lp(Π) ( p ∈ [1,∞)) e îãðàíè÷åíà îòäîëó. Tîãàâà

‖f − CΠf‖p(Π) ≤ τ−2 (f,Π)p.

Äåôèíèöèÿ Íåêà U ⊂ Rd å èçïúêíàëî òÿëî. Ôóíêöèÿòà f : U → R ñå íàðè÷à ñðåäíî

èçïúêíàëà â òî÷êàòà x, àêî çà âñÿêî h ∈ Rd òàêîâà, ÷å x− h, x + h ∈ U e èçïúëíåíî

2f(x) ≤ f(x− h) + f(x + h).

Êàòî ñëåäñòâèå îò Ëåìà 2.6.5 ñå ïîëó÷àâà è åäèí èíòåðåñåí ðåçóëòàò îò òåîðèÿòà

íà èçïúêíàëèòå ôóíêöèè, êîéòî ïîíå àâòîðà íà íàñòîÿùàòà ðàáîòà íå óñïÿ äà îòêðèå

êàòî èçâåñòåí â ñúîòâåòíàòà íàó÷íà ëèòåðàòóðà. Òîçè ðåçóëòàò ñå ñúäúðæà â ñëåäíàòà

òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1.7 Íåêà ôóíêöèÿ f : Π[a;b] → R å ïî÷òè íaâñÿêúäå ñðåäíî èçïúêíàëà.

Òîãàâà f ñúâïàäà ïî÷òè íàâñÿêúäå ñ èçïúêíàëà ôóíêöèÿ g, êàòî îñâåí òîâà f ≥ g.

Íåêà U ⊂ Rd y ∈ Rd è t > 0. Âúâåæäàò ñå îçíà÷åíèÿòà

U + y
def
= {x ∈ Rd | x− y ∈ U} è tU def

= {x ∈ Rd | t−1x ∈ U}.

Èçïîëçâà ñå ñëåäíàòà óñðåäíåíà õàðàêòåðèñòèêà íà ôóíêöèÿ f ∈ Lp(Π).

τr(f, π)p,p(Π)
def
=

{∫
Π

1

µ(π)

∫
π

|∆r
v,Πf(x)|pdvdx

} 1
p

. (5)

Òóê ñ µ(V ) ñå áåëåæè ìÿðêàòà íà Ëåáåã íà èçìåðèìîòî ìíîæåñòâî V . Âðúçêàòà ìåæäó

ωr(f,Π)p (âèæ (1)) è τr(f, π)p,p(Π) (âèæ (5)), êîÿòî ñå äîêàçâà â ïàðàãðàô 2.3, å

Òåîðåìà 2.1.4 Íåêà Π = Π[a;b] è π = Π[c;d] ñà òàêèâà, ÷å π ⊆
(

Π− a + b

2

)
⊆ R.π çà

R ≥ 1 è f ∈ Lp(Ω) (p ∈ [1,∞]). Òîãàâà

cτr(f, π)p,p(Π) ≤ ωr(f,Π)p ≤ cRd+rτr(f, π)p,p(Π).

Íåêà

B(t,x)
def
=
{
y ∈ Rd | |ys| ≤ ψ(t, xs) ∀ s = 1, ..., d

}
.

Â ãëàâà âòîðà ñå èçïîëçâà ñëåäíèÿ óñðåäíåí ìîäóë íà ãëàäêîñò, äåôèíèðàí îò Ê.

Èâàíîâ â [13] :

τr(f,Ψ(t))p,p(Ω)
def
=

{∫
Ω

Ψ(t,x)−1

∫
B(t,x)

|∆r
v,Ωf(x)|pdvdx

} 1
p

. (6)
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Êàòî ñå èçïîëçâàò ðåçóëòàòèòå îò Teoðåìà 2.1.2, Teoðåìà 2.1.3 è Teoðåìà 2.1.4, â ïàðàãðàô

2.7 ñå ïîëó÷àâà õàðàêòåðèçàöèÿòà çà r = 1 è r = 2 íà K-ôóíêöèîíàëà K−
r (f, t)p ñ ïîìîùòà

íà ìîäóëèòå (3) è (6).

Òåîðåìà 2.1.5

K−(f,Ψ(t), Lp,W
1
p ,W

l1
p ) ∼ τ−1 (f,Ψ(t))p(Ω);

K−(f,Ψ(t), Lp,W
2
p ,W

l2
p ) ∼ τ−2 (f,Ψ(t))p(Ω) + τ2(f,Ψ(t))p,p(Ω),

kúäåòî ñúîòâåòíî l1 =
[
d
p

]
+ 1 è l2 = max

{
2,
[
d
p

]
+ 1
}
.

Êàòî ñå êîìáèíèðàò ðåçóëòàòèòå íà Teoðåìà 2.1.1 è íà Teoðåìà 2.1.5 ñå ïîëó÷àâà

õàðàêòåðèçàöèÿ íà íàé-äîáðèòå àëãåáðè÷íè ïðèáëèæåíèÿ îòäîëó â ìíîãîìåðåí ñëó÷àé â

òåðìèíèòå íà ìîäóëèòå íà ãëàäêîñò (3) è (6).

Òåîðåìà 2.1.6

E−(f,Hn−1)p(Ω) ≤ cτ−1 (f,Ψ(n−1))p(Ω);

E−(f,Hn−1)p(Ω) ≤ c{τ−2 (f,Ψ(n−1))p(Ω) + τ2(f,Ψ(n−1))p,p(Ω)}

è çà r = 1 è r = 2

τ−r (f,Ψ(n−1))p(Ω) ≤ c{E−(f,Hn−1)p(Ω) + τr(f,Ψ(n−1))p,p(Ω)}.

Ïîñëåäíàòà òåîðåìà å îñíîâíèÿ ðåçóëòàò íà ãëàâà âòîðà. Îïèòèòå äà áúäàò ïîëó÷åíè

ðåçóëòàòè ïîäîáíè íà ãîðíèòå çà ïî-ãîëåìè r ñå íàòúêâàò íà íåïðåîäîëèìè òðóäíîñòè

äîðè è çà åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé.

Ãëàâà òðåòà å ïîñâåòåíà íà ìîíîòîííî íàðàñòâàùîòî ïðèáëèæåíèå.

Íåêà çà 1 ≤ p < ∞ Lp[0, 1] å ïðîñòðàíñòâîòî îò èçìåðèìè ôóíêöèè, ÷èÿòî p-òà

ñòåïåí å èíòåãðóåìà. Ñ L∞[0, 1] ñå îçíà÷àâà ïðîñòðàíñòâîòî îò èçìåðèìè è îãðàíè÷åíè

ôóíêöèè. Ïî äàäåíà ôóíêöèÿ f ∈ Lp[0, 1] ñå äåôèíèðà íåéíèÿ r-òè Lp-ìîäóë íà ãëàäêîñò

ωr(f, h)p[0,1]
def
= sup

0≤t≤h

{
‖∆r

t,[0,1]f(·)‖p[0,1]
}
, (7)

êúäåòî

∆r
t,[0,1]f(x)

def
=

{ ∑r
i=0(−1)r−i

(
r
i

)
f(x+ it), x, x+ rt ∈ [0, 1];

0, ako x ∨ x+ rt 6∈ [0, 1].
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Ñúñ S(r, n)(r ≥ 1) ñå îçíà÷àâà ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè ñïëàéíè îò ðåä r ñ n + 1

ðàâíîîòäàëå÷åíè âúçëè
{
i
n

}n
i=0

, ò.e. s ∈ S(r, n), àêî s å ïîëèíîì îò ñòåïåí ≤ r − 1 âúâ

âñåêè èíòåðâàë
[
i
n
, i+1
n

]
è s(r−2) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà [0, 1]. Ïðè r = 1 s å

ñòúïàëîâèäíà ôóíêöèÿ, êîÿòî ìîæå è äà íå å íåïðåêúñíàòà âúâ âúçëèòå.

Çà ìîíîòîííî íåíàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ f ∈ Lp[0, 1] ñå èçïîëçâà ñëåäíîòî îçíà÷åíèå

çà ãðåøêàòà íà íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíèå ñ ìîíîòîííî íåíàìàëÿâàùè ñïëàéíè ñ ðàâíî-

îòäàëå÷åíè âúçëè â Lp[0, 1]-íîðìà (1 ≤ p ≤ ∞).

E↑
n(f, r)p[0,1]

def
= inf

s∈S(r,n) , s ↑

{
‖f − s‖p[0,1]

}
.

Ñèìâîëà ↑ ñå èçïîëçâà â ñìèñúë �íåíàìàëÿâà�.

Â [15] D. Leviatan è H. N. Mhaskar ñà äîêàçàëè ñëåäíèòå òåîðåìè:

Òåîðåìà 3.1.1 Íåêà f ïðèòåæàâà íåïðåêúñíàòà íåîòðèöàòåëíà ïðîèçâîäíà f ′ â [0,1].

Òîãàâà ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà c(r) çàâèñåùà ñàìî îò r ≥ 2 òàêàâà, ÷å

E↑
n(f, r)∞[0,1] ≤ c(r)n−1ωr−1(f

′, n−1)∞[0,1].

Òåîðåìà 3.1.2 Íåêà 1 ≤ p < ∞ è f å íåíàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ, êîÿòî å âòîðà ïðèìè-

òèâíà íà ôóíêöèÿ f ′′ ∈ Lp[0, 1]. Òîãàâà ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà c(r) çàâèñåùà ñàìî îò

r ≥ 3 òàêàâà, ÷å

E↑
n(f, r)p[0,1] ≤ c(r)n−2ωr−2(f

′′, n−1)p[0,1].

Íåêà ôóíêöèÿòà f, äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà [0, 1], å îãðàíè÷åíà. Êàòî ëîêàëåí ìîäóë

íà ãëàäêîñò îò ðåä r â òî÷êà x ∈ [0, 1] (âèæ Äåôèíèöèÿ 1.4 îò [22]) ñå äåôèíèðà ñëåäíàòà

ôóíêöèÿ:

ωr(f, x; δ)
def
= sup

t,t+rh∈[x− rδ
2
,x+ rδ

2 ]

{
|∆r

h,[0,1]f(t)|
}

Íåêà 1 ≤ p ≤ ∞. Èçïîëçâà ñå r-òè óñðåäíåí ìîäóë íà ãëàäêîñò, äåôèíèðàí çà îãðàíè÷åíà

è èçìåðèìà â èíòåðâàëà [0, 1] ôóíêöèÿ f îò Â. Ïîïîâ è Áë. Ñåíäîâ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

(âèæ Äåôèíèöèÿ 1.5 oò [22])

τr(f, δ)p[0,1]
def
= ‖ωr(f, ·; δ)‖p[0,1]. (8)

Â ñèëà å ñëåäíîòî âàæíî ñâîéñòâî íà óñðåäíåíèÿ ìîäóë τr (âèæ ñúîòâåòíî Òåîðåìà

1.5 îò [22]):
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Íåêà 1 ≤ p ≤ ∞ è ôóíêöèÿòà f å ïðèìèòèâíà íà f ′ ∈ Lp[0, 1]. Tîãàâà ñúùåñòâóâà

êîíñòàíòà c(r), çàâèñåùà ñàìî îò r ≥ 2 òàêàâà, ÷å

τr(f, δ)p[0,1] ≤ c(r)δωr−1(f
′, δ)p[0,1]. (9)

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â ãëàâà òðåòà å ñëåäíàòà ïî-ñèëíà îöåíêà íà ãðåøêàòà íà íàé-

äîáðîòî ìîíîòîííî ïðèáëèæåíèå ñúñ ñïëàéíè, êîÿòî îáîáùàâà è îáåäèíÿâà ðåçóëòàòèòå

íà Òåîðåìà 3.1.1 è Òåîðåìà 3.1.2.

Òåîðåìà 3.1.3 Íåêà 1 ≤ p ≤ ∞ è íåíàìàëÿâàùàòà ôóíêöèÿ f å ïðèìèòèâíàòà íà

èçìåðèìà è îãðàíè÷åíà â èíòåðâàëà [0, 1] ôóíêöèÿ f ′. Òîãàâà ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà

c(r), çàâèñåùà ñàìî îò r ≥ 2 òàêàâà, ÷å

E↑
n(f, r)p[0,1] ≤ c(r)n−1τr−1(f

′, n−1)p[0,1].

Ìîæå äà ñå îòáåëåæè, ÷å ïðè p = ∞ Teoðåìà 3.1.3 ñúâïàäà ñ Teoðåìà 3.1.1, çàùîòî

óñðåäíåíèÿ ìîäóë τr(f, δ)∞[0,1] (âèæ (8)) ñúâïàäà ñ ωr(f, δ)∞[0,1] (âèæ (7)). Ñúùî òàêà

Òåîðåìà 3.1.2 å ñëåäñòâèå îò Teoðeìà 3.1.3, ïîðàäè ñâîéñòâî (9).

Íîìåðàöèÿòà â äèñåðòàöèÿòà X.Y.Z å îáùà, êàòî X å íîìåðà íà ãëàâàòà, Y - íîìåðà

íà ïàðàãðàôà è Z - âúòðåøíèÿ íîìåð â ïàðàãðàôà. Òÿ å îòäåëíà çà òåîðåìèòå, ëåìèòå è

öèòèðàíèòå ðåäîâå.

Ðåçóëòàòèòå îò äèñåðòàöèÿòà ñà äîêëàäâàíè íà ñåìèíàðà ïî òåîðèÿ íà àïðîêñèìà-

öèèòå ñ ðúêîâîäèòåë àêàä. Áë. Ñåíäîâ. Îñíîâíàòà ÷àñò îò òÿõ å ïóáëèêóâàíà â [17], [18],

[19] è [20].

∗ ∗ ∗

Ïðèÿòíî ìè å äà èçðàçÿ íàé-ñúðäå÷íà áëàãîäàðíîñò íà íàó÷íèÿ ñè ðúêîâîäèòåë

ïðîô. äìí Êàìåí Èâàíîâ çà ïðåäëîæåíèòå èíòåðåñíè çàäà÷è, ïîñòîÿííîòî âíèìàíèå êúì

ìîÿòà ðàáîòà íàä òÿõ è îêàçàíàòà ïîìîù.
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Ãëàâà 1. Îöåíêà íà ãðåøêàòà íà åäèí îïåðàòîð îò òèï

íà Áåðíùàéí ñ ïîìîùòà íà Ê ôóíêöèîíàë.

Ðàçãëåæäàíèÿò òóê îïåðàòîð Un ñå çàäàâà ñ:

Un(f, x) = f(0)Pn,0(x) + f(1)Pn,n(x) +
n−1∑
k=1

Pn,k(x)

∫ 1

0

(n− 1)Pn−2,k−1(t)f(t)dt.

Èíòåðåñíîòî çà òîçè îïåðàòîð å, ÷å ñà íàëèöå åäíîâðåìåííî ñëåäíèòå äâå ñâîéñòâà: îïå-

ðàòîðè ñ ðàçëè÷íè èíäåêñè n êîìóòèðàò ïîìåæäó ñè è îïåðàòîðà çàïàçâà ëèíåéíèòå

ôóíêöèè. Òîâà å ðÿäêîñò ïðè îïåðàòîðèòå îò òèï íà Áåðíùàéí.

Òîçè îïåðàòîð å âúâåäåí è ðàçãëåäàí îò T.N.T. Goodman è A. Sharma â [5] è [6].

Â òåçè ñòàòèè ñà ðàçãëåäàíè ðåäèöà íåãîâè ñâîéñòâà. Ñúùèÿò îïåðàòîð ìîæå äà ñå ðàç-

ãëåæäà è êàòî ãðàíè÷åí àíàëîã ïðè α, β → −1 α, β > −1 íà ôàìèëèÿòà îò îïåðàòîðè,

ðàçãëåäàíè îò H. Berens è Y. Xu â [2]. Taì f
(
k
n

)
îò îïåðàòîðà íà Áåðíùàéí çà k = 0, ..., n å

çàìåíåíî ñ íîðìèðàíîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå ñ òåãëî µα,β(t) = tα(1− t)β íà ôóíêöèÿòà

f è Pn,k. Â [2], îáà÷å òîçè ãðàíè÷åí ñëó÷àé íà îïåðàòîð ñ òåãëà íà ßêîáè íå å ðàçãëåäàí.

Â òàçè ãëàâà îñíîâíàòà öåë å äà ñå îöåíè ãðåøêàòà ïðè ïðèáëèæåíèå íà ôóíêöèÿ

oò L∞[0, 1] ñ ïîìîùòà íà Un è äà ñå èçñëåäâà õàðàêòåðà íà ïîâåäåíèåòî íà òàçè ãðåøêà.

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò å äîêàçàíàòà åêâèâàëåíòíîñò (Òåîðåìà 1.1.1) ìåæäó ãðåøêàòà

è Ê ôóíêöèîíàëà (1.1.2). Íàðåä ñ òîâà â õîäà íà äîêàçàòåëñòâîòî íà îñíîâíèÿ ðåçóëòàò

ñå ïîëó÷àâàò è äðóãè âàæíè è õóáàâè ñâîéñòâà. Åäíî îò òÿõ (Ëåìà 1.3.1) å àíàëîã íà

ñâîéñòâî ïîëó÷åíî â [2] çà α, β > −1. Òàì, îáà÷å äîðè ïðè ôîðìàëåí ãðàíè÷åí ïðåõîä

â ïîëó÷åíèÿ ðåçóëòàò ñå ïîëó÷àâà ïî-ñëàáî òâúðäåíèå ïîðàäè íàëîæåíèòå îò ìåòîäà íà

ðàáîòà (ðåäîâå íà ßêîáè) ðåäèöà îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ôóíêöèèòå. Òóê äîêàçàòåëñòâîòî å

çà âúçìîæíî íàé-øèðîêèÿ êëàñ îò ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà îñíîâíèÿ ðåçóëòàò â ãëàâà 1 å áàçèðàíî íà ñõåìàòà çà äîêàçàòåë-

ñòâî íà ïðàâè è îáðàòíè òåîðåìè ìåæäó ãðåøêè ïðè ïðèáëèæåíèå ñ ëèíåéíè ïîëîæèòåëíè

îïåðàòîðè è Ê ôóíêöèîíàëè ïðåäëîæåíè â [4] oò Z. Ditzian è K. Ivanov. Èçïîëçâàíà å è

òåðìèíîëîãèÿòà îò [4]. Ïî òàçè òåðìèíîëîãèÿ äîêàçàíàòà òóê îáðàòíà òåîðåìà å îò ñèëåí

òèï (òèï À). Òóê å ïîëó÷åíà ñúùî òàêà è òî÷íàòà (ìèíèìàëíàòà) êîíñòàíòà â íåðàâåíñ-

òâîòî îò òèï íà Äæåêñúí çà Un.
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�1.1 Ïîñòàíîâêà íà çàäà÷àòà.

Ùå ðàçãëåæäàìå ðåàëíîçíà÷íè ôóíêöèè îò êëàñà L∞[0, 1]. Çà òÿõ äåôèíèðàìå

Un(f, x)
def
= f(0)Pn,0(x) + f(1)Pn,n(x) +

n−1∑
k=1

Pn,k(x)

∫ 1

0

(n− 1)Pn−2,k−1(t)f(t)dt, (1.1.1)

êúäåòî

Pn,k(x)
def
=

(
n

k

)
xk(1− x)n−k.

Öåëòà íè â òàçè ãëàâà å äà ðàçãëåäàìå âðúçêàòà ìåæäó ñêîðîñòòà íà ïðèáëèæåíèå ñ Un

çà ôóíêöèè îò L∞[0, 1] (ò.å. ãðåøêàòà ‖f − Unf‖∞) è Ê ôóíêöèîíàëà

K (f, t)∞ = K
(
f, t;L∞,W

2
∞(ϕ)

) def
= inf

g∈W 2
∞(ϕ)

{
‖f − g‖∞ + t‖ϕg′′‖∞

}
, (1.1.2)

êúäåòî

W 2
∞(ϕ)

def
= {f ∈ AC[0, 1] | f ′ ∈ ACloc[0, 1] , ϕf ′′ ∈ L∞[0, 1]} , a ϕ(x)

def
= x(1− x)

ïðè ïîäõîäÿùî èçáðàí, â çàâèñèìîñò îò n, àðãóìåíò t íà Ê ôóíêöèîíàëà.

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â òàçè ãëàâà å ñëåäíàòà åêâèâàëåíòíîñò:

‖f − Unf‖∞ ∼ K
(
f, n−1

)
∞ (1.1.3)

ò.å. ñëåäíàòà

Òåîðåìà 1.1.1 Ñúùåñòâóâàò äâå àáñîë?òíè ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè c1 è c2 òàêèâà,

÷å

c1‖f − Unf‖∞ ≤ K
(
f, n−1

)
∞ ≤ c2‖f − Unf‖∞ (1.1.4)

çà âñÿêà ôóíêöèÿ îò f ∈ L∞.

Äà îòáåëåæèì, ÷å òóê äÿñíîòî íåðàâåíñòâî â (1.1.4) å îáðàòíà òåîðåìà îò ñèëåí òèï

(òèï À) ñúãëàñíî òåðìèíîëîãèÿòà îò [4].

Çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ L∞ äåôèíèðàìå

τr(f, ψ(t))∞[0,1]
def
=

∥∥∥∥∥ sup
0≤|h|≤ψ(t,x)

{
|∆r

h,[0,1]f(·)|
}∥∥∥∥∥

∞[0,1]

,
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êúäåòî

∆r
h,[0,1]f(x)

def
=

{
∆r
hf(x) x, x+ rh ∈ [0, 1];

0 x ∨ x+ rh /∈ [0, 1],

∆r
hf(x) =

r∑
i=0

(−1)r−i
(
r

i

)
f(x+ ih) è ψ(t, x)

def
= t
√
ϕ(x) + t2.

Ïîíåæå â [10] å äîêàçàíà ñëåäíàòà âðúçêà

Òåîðåìà 1.1.2 Çà âñÿêà ôóíêöèÿ îò f ∈ L∞ å èçïúëíåíî

τ2(f, ψ(t))∞[0,1] ∼ K
(
f, t2

)
∞ .

Òîãàâà å â ñèëà è ñëåäíàòà

Òåîðåìà 1.1.3 Çà âñÿêà ôóíêöèÿ îò f ∈ L∞ å èçïúëíåíî

‖f − Unf‖∞ ∼ τ2

(
f, ψ

(
n−

1
2

))
∞[0,1]

.

Îò [5] è [6] èìàìå ñëåäíèòå ñâîéñòâà íà Un:

(1.1.5) Un å ëèíååí è ïîëîæèòåëåí îïåðàòîð;

(1.1.6) Un(1, x) = 1 , Un(t, x) = x;

(1.1.7) Un(t
2, x) = x2 +

2

n+ 1
ϕ(x);

(1.1.8) ‖Unf‖∞ ≤ ‖f‖∞;

(1.1.9) f ≤ Unf ≤ Ukf çà èçïúêíàëà ôóíêöèÿ f è åñòåñòâåíè k ≤ n;

(1.1.10) UkUnf = UnUkf ò.å. Un êîìóòèðà ñ Uk;

�1.2 Íåðàâåíñòâî îò òèï íà Whitney è ïðàâà òåîðåìà.

Çà äà äîêàæåì ïðàâà òåîðåìà, ò.å. ëÿâîòî íåðàâåíñòâî â (1.1.4), íèå ùå äîêàæåì òðè

ïîìîùíè ëåìè. Â òÿõ ðåçóëòàòà ùå å â ñèëà çà îïåðàòîð L óäîâëåòâîðÿâàù óñëîâèÿòà:
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(1.2.1) L å ëèíååí è ïîëîæèòåëåí îïåðàòîð;

(1.2.2) L(1, x) = 1 , L(t, x) = x;

(1.2.3) f ≤ Lf çà èçïúêíàëà ôóíêöèÿ f ;

Ëåìà 1.2.1 Íåêà ôóíêöèÿòà Ky(x) å äåôèíèðàíà òàêà:

Ky(x)
def
=

{
y(x− 1) 0 ≤ y ≤ x ≤ 1;
x(y − 1) 0 ≤ x ≤ y ≤ 1,

f ∈ W 2
∞(ϕ), a L óäîâëåòâîðÿâà (1.2.1), (1.2.2) è (1.2.3). Òîãàâà å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

L(f, x)− f(x) =

∫ 1

0

(L(Ky, x)−Ky(x)) f
′′
(y)dy.

Äîêàçàòåëñòâî. Òóê ùå ïðèëîæèì èäåÿòà îò äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 1 îò [11].

Èìàìå, ÷å ∫ 1

0
Ky(x)f

′′
(y)dy =

∫ x

0

y(x− 1)f
′′
(y)dy +

∫ 1

x

x(y − 1)f
′′
(y)dy (1.2.4)

= f(x)− (1− x)f(0)− xf(1);

∫ 1

0
L(Ky, x))f

′′
(y)dy = L(f, x)− L(1− t, x)f(0)− L(t, x)f(1) (1.2.5)

= L(f, x)− (1− x)f(0)− xf(1).

Èçâàæäàéêè (1.2.4) îò (1.2.5) ïîëó÷àâàìå òâúðäåíèåòî íà Ëåìà 1.2.1.

�

Ëåìà 1.2.2 Íåêà f0(x) = x lnx + (1− x) ln(1− x) è L e óäîâëåòâîðÿâàù (1.2.1), (1.2.2)

è (1.2.3) îïåðàòîð. Òîãàâà çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ W 2
∞(ϕ) å â ñèëà

‖Lf − f‖∞ ≤ ‖ϕf ′′‖∞‖Lf0 − f0‖∞.

Äîêàçàòåëñòâî. Ôóíêöèÿòà Ky(x) å èçïúêíàëà è îòðèöàòåëíà. Òîãàâà îò óñëîâèÿ

(1.2.1) è (1.2.3) ñëåäâà, ÷å L(Ky, x)−Ky(x) ≥ 0. Oò äðóãà ñòðàíà Ëåìà 1.2.1 íè äàâà

L(f, x)− f(x) =

∫ 1

0

L(Ky, x)−Ky(x)

ϕ(y)
f
′′
(y)ϕ(y)dy
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è âçåìàéêè ðàâíîìåðíà íîðìà îò äâåòå ñòðàíè íà ãîðíîòî ðàâåíñòâî ïîëó÷àâàìå

‖Lf − f‖∞ ≤ ‖ϕf ′′‖∞ max
x∈[0,1]

∣∣∣∣L(∫ 1

0

Ky(x)

ϕ(y)
dy, x

)
−
∫ 1

0

Ky(x)

ϕ(y)
dy

∣∣∣∣ . (1.2.6)

Äà âèäèì ãðåøêàòà íà êîÿ ôóíêöèÿ ñòîè â äÿñíàòà ñòðàíà íà (1.2.6).∫ 1

0

Ky(x)

ϕ(y)
dy =

∫ x

0

y(x− 1)

y(1− y)
dy +

∫ 1

x

x(y − 1)

y(1− y)
dy = f0(x). (1.2.7)

Êàòî ñëåäñòâèå îò (1.2.6) è (1.2.7) ïîëó÷àâàìå

‖Lf − f‖∞ ≤ ‖ϕf ′′‖∞ max
x∈[0,1]

|L(f0, x)− f0(x)| = ‖ϕf ′′‖∞‖Lf0 − f0‖∞,

êîåòî å è òâúðäåíèåòî íà Ëåìà 1.2.2.

�

Ëåìà 1.2.3 Íåêà f0(x) = x lnx + (1− x) ln(1− x) è L e óäîâëåòâîðÿâàù (1.2.1), (1.2.2)

è (1.2.3) îïåðàòîð. Òîãàâà å â ñèëà

‖Lf0 − f0‖∞ ≤ ‖ϕ−1(·)L
(
(t− ·)2, ·

)
‖∞.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåïîñðåäñòâåíî îò äåôèíèöèÿòà íà ôóíêöèÿòà f0 è ñâîéñòâî (1.2.1)

íà îïåðàòîðà L èìàìå

L(f0, x)− f0(x) = L (t ln t+ (1− t) ln(1− t), x) (1.2.8)

−L(1− t, x) ln(1− x)− L(t, x) ln x

= L ((1− t) ln(1− t)− (1− t) ln(1− x), x) + L (t ln t− t lnx, x) .

Ðàçâèâàéêè ln((x+ t)− x) ïî ôîðìóëàòà íà Òåéëúð â òî÷êàòà x ïîëó÷àâàìå

ln t = ln x+
t− x

x
−
∫ t

x

t− u

u2
du. Ñåãà êàòî èçïîëçâàìå ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî è î÷åâèäíîòî

íåðàâåíñòâî

∫ t

x

t− u

u2
du ≥ 0 èìàìå, ÷å

(1− t) ln(1− t)− (1− t) ln(1− x) ≤ (1− t)(x− t)

1− x
; (1.2.9)

t ln t− t lnx ≤ t(x− t)

x
. (1.2.10)
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Ñåãà êàòî çàìåñòèì ðåçóëòàòèòå îò (1.2.9) è (1.2.10) â (1.2.8) è èçïîëçâàìå ñâîéñòâà (1.2.1),

(1.2.2) è (1.2.3) ïîëó÷àâàìå, ÷å

0 ≤ L(f0, x)− f0(x) ≤ L

(
(1− t)(x− t)

1− x
+
t(x− t)

x
, x

)
≤ L

(
t2 − 2tx+ x2

ϕ(x)
, x

)
≤ 1

ϕ(x)
L((t− x)2, x).

Êàòî âçåìåì ðàâíîìåðíà íîðìà â ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî ïîëó÷àâàìå

‖Lf0 − f0‖∞ ≤ ‖ϕ−1(·)L
(
(t− ·)2, ·

)
‖∞.

Ëåìà 1.2.3 å äîêàçàíà.

�

Îò ãîðíèòå ëåìè íåïîñðåäñòâåíî ñå ïîëó÷àâà

Òåîðåìà 1.2.1 Íåêà L e óäîâëåòâîðÿâàù (1.2.1) îïåðàòîð. Òîãàâà çà âñÿêà ôóíêöèÿ

f ∈ W 2
∞(ϕ) å â ñèëà

‖Lf − f‖∞ ≤ ‖ϕf ′′‖∞‖ϕ−1(·)L
(
(t− ·)2, ·

)
‖∞.

Äà îòáåëåæèì, ÷å ñúãëàñíî ñâîéñòâà (1.1.5), (1.1.6) è (1.1.9) çà îïåðàòîðà Un ñà

èçïúëíåíè ñâîéñòâà (1.2.1), (1.2.2) è (1.2.3) ò.å. å â ñèëà è Òåîðåìà 1.2.1. Ïîíåæå îò (1.1.6)

è (1.1.7) çà Un èìàìå

1

ϕ(x)
Un((t− x)2, x) =

Un(t
2, x)− x2

ϕ(x)
=

2

n+ 1
,

òî å èçïúëíåíà ñëåäíàòà

Òåîðåìà 1.2.2 Çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ W 2
∞(ϕ) å â ñèëà

‖Unf − f‖∞ ≤ 2

n+ 1
‖ϕf ′′‖∞

Òîâà å íåðàâåíñòâîòî îò òèï íà Whitney çà îïåðàòîðà Un.

Òåîðåìà 1.2.2 ùå èçïîëçâàìå â
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Òåîðåìà 1.2.3 Çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ L∞ å â ñèëà

‖Unf − f‖∞ ≤ 2K
(
f, n−1

)
∞ .

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà g å ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ òàêàâà, ÷å g ∈ W 2
∞(ϕ). Òîãàâà ïðè-

áàâÿìå è èçâàæäàìå g è Ung â ‖Unf − f‖∞, ïðèëàãàìå íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà çà

íîðìè è ïîëó÷àâàìå

‖Unf − f‖∞ ≤ ‖Unf − Ung‖∞ + ‖Ung − g‖∞ + ‖g − f‖∞.

Êàòî ïðèëîæèì ñâîéñòâî (1.1.8) (ò.å. îãðàíè÷åíîñòòà íà îïåðàòîðà) è Òåîðåìà 1.2.2 ïî-

ëó÷àâàìå

‖Unf − f‖∞ ≤ 2‖f − g‖∞ +
2

n+ 1
‖ϕg′′‖∞ ≤ 2

(
‖f − g‖∞ +

1

n
‖ϕg′′‖∞

)
.

Tóê âçåìàìå èíôèìóì ïî âñè÷êè g ∈ W 2
∞(ϕ) è äîêàçâàìå Òåîðåìà 1.2.3.

�

�1.3 Äâå âàæíè ñâîéñòâà íà îïåðàòîðà Un.

Tók ùå äîêàæåì äâå íîâè ñâîéñòâà íà ðàçãëåæäàíèÿ îò íàñ îïåðàòîð, ñ ÷èÿòî

ïîìîù ùå ïîäîáðèì äî âúçìîæíî íàé-äîáðà îöåíêàòà â íåðàâåíñòâîòî íà Jackson è ùå

äîêàæåì ïî-êúñíî è îáðàòíà òåîðåìà â òåðìèíèòå íà ðàçãëåæäàíèÿ Ê ôóíêöèîíàë.

Ëåìà 1.3.1 Çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ L∞[0, 1] å â ñèëà:

Un−1(f, x)− Un(f, x) =
ϕ(x)

n(n− 1)
U ′′
n(f, x).
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Äîêàçàòåëñòâî. Çà îïåðàòîðà Un å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî

Un(f, x) = An(f, x) +Dn(f, x), êúäåòî

An(f, x) = f(0)Pn,0(x) + f(1)Pn,n(x),

Dn(f, x) =
n−1∑
k=1

Pn,k(x)

∫ 1

0

(n− 1)Pn−2,k−1(t)f(t)dt.

Íåêà ïðåäñòàâèì Dn−1(f, x) êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà Pn,k(x).

Dn−1(f, x) =
n−2∑
k=1

Pn−1,k(x)

∫ 1

0

(n− 2)Pn−3,k−1(t)f(t)dt

=
n−2∑
k=1

Pn−1,k(x)

∫ 1

0

(n− 2)

(
n− 3

k − 1

)
tk(1− t)n−k−2f(t)dt

+
n−2∑
k=1

Pn−1,k(x)

∫ 1

0

(n− 2)

(
n− 3

k − 1

)
tk−1(1− t)n−k−1f(t)dt

=
n−1∑
k=2

Pn−1,k−1(x)

∫ 1

0

(n− 2)

(
n− 3

k − 1

)
tk−1(1− t)n−k−1f(t)dt

+
n−2∑
k=1

Pn−1,k(x)

∫ 1

0

(n− 2)

(
n− 3

k − 1

)
tk−1(1− t)n−k−1f(t)dt

=
n−1∑
k=1

Pn,k(x)

∫ 1

0

(n− 1)Pn−2,k−1(t)f(t)dt

(
1

x

k(k − 1)

n(n− 1)
+

1

1− x

(n− k)(n− k − 1)

n(n− 1)

)
.

Òîãàâà çà ðàçëèêàòà Dn−1(f, x)−Dn(f, x) ïîëó÷àâàìå

Dn−1(f, x)−Dn(f, x) =
n−1∑
k=1

Pn,k(x)

∫ 1

0

(n− 1)Pn−2,k−1(t)f(t)dt

×
(

(1− x)k(k − 1) + x(n− k)(n− k − 1)− n(n− 1)ϕ(x)

n(n− 1)ϕ(x)

)
=

n−1∑
k=1

Pn,k(x)

∫ 1

0

(n− 1)Pn−2,k−1(t)f(t)dt

×

((
k − nx

ϕ(x)

)2

− nϕ(x) + (k − nx)(1− 2x)

ϕ2(x)

)
ϕ(x)

n(n− 1)
.

Îò äðóãà ñòðàíà ïîíåæå P ′
n,k(x) =

k − nx

ϕ(x)
Pn,k(x), òî èìàìå, ÷å

P
′′

n,k(x) = Pn,k(x)

((
k − nx

ϕ(x)

)2

− nϕ(x) + (k − nx)(1− 2x)

ϕ2(x)

)
. (1.3.1)
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Ñëåäîâàòåëíî, àko ôóíêöèÿ f ∈ L∞[0, 1], òo çà ðàçëèêàòà Dn−1(f, x) − Dn(f, x) ïî-

ëó÷àâàìå

Dn−1(f, x)−Dn(f, x) =
ϕ(x)

n(n− 1)
D′′
n(f, x). (1.3.2)

Çà äðóãàòà ÷àñò îò ðàçëèêàòà Un−1(f, x)− Un(f, x) òðèâèàëíî èìàìå

An−1(f, x)− An(f, x) = f(0)(xn−1(1− x) + f(1)x(1− x)n−1 =
ϕ(x)

n(n− 1)
A′′
n(f, x). (1.3.3)

Íàêðàÿ êàòî ñóìèðàìå ðåçóëòàòèòå â (1.3.2) è (1.3.3) ïîëó÷àâàìå òâúðäåíèåòî íà Ëåìà

1.3.1.

�

Çàáåëåæêà 1.3.1 Ëåìà 1.3.1 å ôîðìàëåí ãðàíè÷åí àíàëîã íà Òåîðåìà 5 îò [2]. Ïî-òî÷íî

êàçàíî Un e ôîðìàëåí ãðàíè÷åí àíàëîã íà îïåðàòîðèòå îò [2]). Ìåòîäúò çà äîêàçàòåë-

ñòâî, êîéòî å èçïîëçâàí òàì (ðàçâèòèå íà ôóíêöèÿ â ðåä íà ßêîáè) â íàøèÿ ñëó÷àé å

íåïðèëîæèì. Ôàêòúò, ÷å òîçè è íÿêîé äðóãè èíòåðåñíè ðåçóëòàòè çà Un ñà ñúùèòå êàòî

ïðè îïåðàòîðèòå îò [2], íè ïîçâîëÿâà äà ñìÿòàìå ðàçãëåæäàíèÿ îò íàñ îïåðàòîð êàòî

"ãðàíè÷åí ñëó÷àé íà îïåðàòîð îò òèï íà Áåðíùàéí ñ òåãëà íà ßêîáè".

Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíîòî îçíà÷åíèå:

W 2
∞(ϕ){0; 1} def

=

{
f ∈ W 2

∞(ϕ) | lim
x→0+0

ϕ(x)f
′′
(x) = lim

x→1−0
ϕ(x)f

′′
(x) = 0

}
.

Ëåìà 1.3.2 Çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ W 2
∞(ϕ){0; 1} å â ñèëà

ϕ(x)U
′′

n (f, x) = Un(ϕf
′′
, x),

ò.e. Un êîìóòèðà ñ äèôåðåíöèàëíèÿ îïåðàòîð D çàäaäåí ñ Df
def
= ϕf

′′
.

Äîêàçàòåëñòâî. Èìàìå, ÷å Un(f, x) =
∞∑
k=0

un,k(f)Pn,k(x), êúäåòî

un,k(f)
def
=


f(0), k = 0;∫ 1

0
(n− 1)Pn−2,k−1(t)f(t)dt, 1 ≤ k ≤ n− 1;

f(1), k = n;
0, k > n.
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Òîãàâà çà ïúðâàòà ïðîèçâîäíà íà Un(f, x) ñå ïîëó÷àâà ðàâåíñòâîòî

U ′
n(f, x) =

n∑
k=0

un,k(f)

(
n

k

)(
kxk−1(1− x)n−k − (n− k)xk(1− x)n−k−1

)
=

n∑
k=1

un,k(f)

(
n

k

)
kxk−1(1− x)n−k −

n−1∑
k=0

un,k(f)

(
n

k

)
(n− k)xk(1− x)n−k−1

= n

n∑
k=1

un,k(f)

(
n− 1

k − 1

)
xk−1(1− x)n−k − n

n−1∑
k=0

un,k(f)

(
n− 1

k

)
xk(1− x)n−k−1

= n

n−1∑
k=0

un,k+1(f)

(
n− 1

k

)
xk(1− x)n−k−1 − n

n−1∑
k=0

un,k(f)

(
n− 1

k

)
xk(1− x)n−k−1

= n

n−1∑
k=0

(un,k+1(f)− un,k(f))Pn−1,k(x)

= n

n−1∑
k=0

∆1un,k(f)Pn−1,k(x),

kúäåòî ∆1un,k(f)
def
= un,k+1(f)−un,k(f). Àáñîëþòíî ïî ñúùèÿ íà÷èí çà âòîðàòà ïðîèçâîäíà

íà Un(f, x) ïîëó÷àâàìå

U
′′
n (f, x) = n

n−1∑
k=0

∆1un,k(f)

(
n− 1

k

)
(1.3.4)

×
(
kxk−1(1− x)n−1−k − (n− 1− k)xk(1− x)n−2−k)

= n
n−1∑
k=1

∆1un,k(f)

(
n− 1

k

)
kxk−1(1− x)n−1−k

−n
n−2∑
k=0

∆1un,k(f)

(
n− 1

k

)
(n− 1− k)xk(1− x)n−2−k

= n(n− 1)
n−1∑
k=1

∆1un,k(f)

(
n− 2

k − 1

)
xk−1(1− x)n−1−k

−n(n− 1)
n−2∑
k=0

∆1un,k(f)

(
n− 2

k

)
xk(1− x)n−2−k

= n(n− 1)
n−2∑
k=0

∆1un,k+1(f)

(
n− 2

k

)
xk(1− x)n−2−k

−n(n− 1)
n−2∑
k=0

∆1un,k(f)

(
n− 2

k

)
xk(1− x)n−2−k

= n(n− 1)
n−2∑
k=0

(un,k+2(f)− 2un,k+1(f) + un,k(f))Pn−2,k(x)

= n(n− 1)
n−2∑
k=0

∆2un,k(f)Pn−2,k(x),
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kúäåòî ∆2un,k(f)
def
= un,k+2(f)− 2un,k+1(f) + un,k(f).

Ñåãà ùå äîêàæåì, ÷å çà 0 ≤ k ≤ n− 2 å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

∆2un,k(f) =
1

n

∫ 1

0

f
′′
(t)Pn,k+1(t)dt. (1.3.5)

Â ñëó÷àèòå, êîãàòî 1 ≤ k ≤ n−3, êàòî èçïîëçâàìå èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè, ùå ïîëó÷èì

∆2un,k(f) =

∫ 1

0

(n− 1) (Pn−2,k+1(t)− 2Pn−2,k(t) + Pn−2,k−1(t)) f(t)dt

=
1

n

∫ 1

0

P
′′

n,k+1(t)f(t)dt

= − 1

n

∫ 1

0

P
′

n,k+1(t)f
′
(t)dt

=
1

n

∫ 1

0

Pn,k+1(t)f
′′
(t)dt.

Â ñëó÷àèòå, êîãàòî k = 0 è k = n− 2, aíàëîãè÷íî ùå ïîëó÷èì

∆2un,0(f) =

∫ 1

0

(n− 1) (Pn−2,1(t)− 2Pn−2,0(t)) f(t)dt+ f(0)

=
1

n

∫ 1

0

P
′′

n,1(t)f(t)dt+ f(0)

= −
P
′
n,1(0)f(0)

n
− 1

n

∫ 1

0

P
′

n,1(t)f
′
(t)dt+ f(0)

=
1

n

∫ 1

0

Pn,1(t)f
′′
(t)dt.

è

∆2un,n−2(f) = f(1) +

∫ 1

0

(n− 1) (−2Pn−2,n−2(t) + Pn−2,n−3(t)) f(t)dt

= f(1) +
1

n

∫ 1

0

P
′′

n,n−1(t)f(t)dt

= f(1) +
P
′
n,n−1(1)f(1)

n
− 1

n

∫ 1

0

P
′

n,n−1(t)f
′
(t)dt

=
1

n

∫ 1

0

Pn,n−1(t)f
′′
(t)dt.
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Òàêà äîêàçàõìå (1.3.5) çà âñÿêî 0 ≤ k ≤ n− 2. Ñåãà îò ðàâåíñòâà (1.3.4) è (1.3.5) ñå

ïîëó÷àâà

U
′′

n (f, x) =
n−2∑
k=0

Pn−2,k(x)

∫ 1

0

(n− 1)f
′′
(t)Pn,k+1(t)dt.

Ñëåäîâàòåëíî

ϕ(x)U
′′
n (f, x) =

n−2∑
k=0

Pn,k+1(x)

∫ 1

0

(n− 1)f
′′
(t)Pn−2,k(t)ϕ(t)dt

=
n−1∑
k=1

Pn,k(x)

∫ 1

0

(n− 1)f
′′
(t)Pn−2,k−1(t)ϕ(t)dt

=
n∑
k=0

Pn,k(x)

∫ 1

0

(n− 1)f
′′
(t)Pn−2,k−1(t)ϕ(t)dt

= Un(ϕf
′′
, x),

çàùîòî îò f ∈ W 2
∞(ϕ){0; 1} ñëåäâà, ÷å ìîæåì äà äîáàâèì è ÷ëåíîâåòå çà k = 0 è k = n.

�

Îò Òåîðåìà 1.2.2 ñëåäâà, ÷å çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ W 2
∞(ϕ) å âÿðíî lim

n→∞
Unf = f (â

ñìèñúë íà L∞−íîðìà). Òîãàâà êàòî ñóìèðàìå ðàâåíñòâàòà, ïîëó÷åíè îò Ëåìà 1.3.1, ïî

èíäåêñà íà îïåðàòîðà îò n+ 1 äî ∞ ùe ïîëó÷èì

Un(f, x)− f(x) =
∞∑

k=n+1

Uk−1(f, x)− Uk(f, x) =
∞∑

k=n+1

ϕ(x)U
′′

k (f, x)

k(k − 1)
. (1.3.6)

Ñåãà ìîæå äà èçïîëçâàìå (1.3.6) çà ïîäîáðÿâàíå íà ðåçóëòàòà îò Òåîðåìà 1.2.2 çà

îïåðàòîðà Un è ôóíêöèÿ f ∈ W 2
∞(ϕ){0; 1}. Îò (1.3.6), Ëåìà 1.3.2 è îãðàíè÷åíîñòòà íà

îïåðàòîðà (1.1.8) èìàìå, ÷å

‖Unf − f‖∞ = ‖
∞∑

k=n+1

Uk(ϕf
′′
, ·)

k(k − 1)
‖∞

≤ ‖ϕf ′′‖∞
∞∑

k=n+1

1

k(k − 1)

=
1

n
‖ϕf ′′‖∞.
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Çà ôóíêöèÿòà f0(x) îò (1.3.6) ùå ïîëó÷èì

Un(f0, x)− f0(x) =
∞∑

k=n+1

ϕ(x)U
′′

k (f0, x)

k(k − 1)

=
∞∑

k=n+1

Uk(ϕf
′′
0 , x)− xk − (1− x)k

k(k − 1)

=
∞∑

k=n+1

Uk(1, x)− xk − (1− x)k

k(k − 1)

=
∞∑

k=n+1

1− xk − (1− x)k

k(k − 1)

Ñëåäîâàòåëíî

‖Unf0 − f0‖∞ =
1

n
−

∞∑
k=n+1

1

2k−1k(k − 1)
.

Ïî òàêúâ íà÷èí ïîëó÷àâàìå îöåíêàòà

1

n

(
1− 1

2n

)
≤ ‖Unf0 − f0‖∞ ≤ 1

n
(1.3.7)

Ñåãà âå÷å (1.3.7) è Ëåìà 1.2.2 äàâàò ðåçóëòàòà

‖Unf − f‖∞ ≤ 1

n
‖ϕf ′′‖∞. (1.3.8)

Òîâà íåðàâåíñòâî îò òèï íà Whitney çà îïåðàòîðà Un å ïî-äîáðî îò ïîëó÷åíîòî â

Òåîðåìà 1.2.2. Íåùî ïîâå÷å, êîíñòàíòàòà 1 â íåðàâåíñòâî (1.3.8) å òî÷íà. Çà äà äîêàæåì

òîçè ôàêò ùå äîïóñíåì ïðîòèâíîòî. Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà c ∈ (0, 1)

òàêàâà, ÷å

‖Unf − f‖∞ ≤ 1− c

n
‖ϕf ′′‖∞ (1.3.9)

çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ W 2
∞(ϕ) è âñÿêî n ∈ N. Toãàâà â ÷àñòíîñò çà f = f0 e ñèëà:

‖Unf0 − f0‖∞ ≤ 1− c

n
. (1.3.10)

Oò (1.3.7) è (1.3.10) ñëåäâà, ÷å
1

2n
≥ c çà âñÿêî n ∈ N. Òîâà î÷åâèäíî íå å âÿð-

íî è ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî (1.3.9) íè âîäè äî ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî â ñèëà å

ñëåäíàòà òåîðåìà îò òèï íà Jackson.
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Òåîðåìà 1.3.1 Çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ W 2
∞(ϕ) å â ñèëà

‖Unf − f‖∞ ≤ 1

n
‖ϕf ′′‖∞

êàòî êîíñòàíòàòà 1 å òî÷íà.

�1.4 Îáðàòíà òåîðåìà.

Çà äà äîêàæåì îáðàòíàòà òåîðåìà, ò.å. äÿñíîòî íåðàâåíñòâî â (1.1.4), íèå ñå íóæäàåì

îò ñëåäíèòå äâå ïîìîùíè ëåìè.

Ëåìà 1.4.1 Íåêà S
def
=
{
f ∈ W 2

∞(ϕ) | ϕf ′′ ∈ W 2
∞(ϕ)

}
. Toãàâa çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ S e

èçïúëíåíî

‖Unf − f − 1

n
ϕf

′′‖∞ ≤ 1

2n2
‖ϕ(ϕf

′′
)
′′‖∞.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò Ëåìà 1.3.2, (1.3.6) è Òåîðåìà 1.3.1 èìàìå, ÷å å èçïúëíåíî

‖Unf − f − 1

n
ϕf

′′‖∞ = ‖
∞∑

k=n+1

Uk(ϕf
′′
)− ϕf

′′

k(k − 1)
‖∞ ≤ ‖ϕ(ϕf

′′
)
′′‖∞

∞∑
k=n+1

1

k2(k − 1)
.

Oñòàâà äà îöåíèì îòãîðå ñóìàòà, êîÿòî ñòîè â äÿñíàòà ñòðàíà. Èìàìå, ÷å

∞∑
k=n+1

1

k2(k − 1)
<

∞∑
k=n+1

(n+ 2)k

(n+ 1)(k + 1)k2(k − 1)

=
n+ 2

n+ 1

∞∑
k=n+1

1

k(k2 − 1)

=
n+ 2

2(n+ 1)

∞∑
k=n+1

(
1

k + 1
− 2

k
+

1

k − 1

)
=

n+ 2

2(n+ 1)

1

n(n+ 1)
<

1

2n2
.

Òàêà Ëåìà 1.4.1 å äîêàçàíà.

�
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Ëåìà 1.4.2 Çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ L∞[0,1] è çà âñÿêî n ∈ N å â ñèëà

‖ϕU ′′

nf‖∞ ≤
√

2n‖f‖∞.

Äîkàçàòåëñòâî. Êàòî èçïîëçâàìå (1.3.1), íèå ïîëó÷àâàìå

|ϕ(x)U
′′
n (f, x)| = n

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

un,k(f)Pn,k(x)

(
n( k

n
− x)2

ϕ(x)
− 1−

( k
n
− x)(1− 2x)

ϕ(x)

)∣∣∣∣∣
≤ n‖f‖∞

n∑
k=0

Pn,k(x)

∣∣∣∣∣n( k
n
− x)2

ϕ(x)
− 1−

( k
n
− x)(1− 2x)

ϕ(x)

∣∣∣∣∣ .
Ñåãà íåêà â ãîðíîòî íåðàâåíñòâî ïðèëîæèì íåðàâåíñòâîòî íà Caushi-Schwarz çà ëèíåéíèÿ

ïîëîæèòåëåí îïåðàòîð Bn (ò.å. îïåðàòîðà íà Áåðíùàéí). Ùå ïîëó÷èì:

|ϕ(x)U
′′
n (f, x)| ≤ n‖f‖∞

√√√√Bn

((
n(t− x)2

ϕ(x)
− 1− (t− x)(1− 2x)

ϕ(x)

)2

, x

)
Bn(1, x)

= n‖f‖∞
(

n2

ϕ2(x)
Bn((t− x)4, x) + 1 +

(1− 2x)2

ϕ2(x)
Bn((t− x)2, x)

− 2n

ϕ(x)
Bn((t− x), x) +

2(1− 2x)

ϕ2(x)
Bn((t− x)3, x)

) 1
2

. (1.4.1)

Òóê ùå ïðèëîæèì ñëåäíèòå ñâîéñòâà íà îïåðàòîðà íà Áåðíùàéí âçåòè îò [16] :

Bn(1, x) = 1;

Bn(t, x) = x;

Bn(t
2, x) = x2 +

ϕ(x)

n
;

Bn(t
3, x) =

(n− 1)(n− 2)

n2
x3 +

3(n− 1)

n2
+

x

n2
;

Bn(t
4, x) =

(n− 1)(n− 2)(n− 3)

n3
x4 +

6(n− 1)(n− 2)

n3
+

7(n− 1)

n3
+

x

n3
.

Òîãàâà ñà â ñèëà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

Bn(t− x, x) = 0; (1.4.2)

Bn((t− x)2, x) =
ϕ(x)

n
; (1.4.3)

Bn((t− x)3, x) = −2
xϕ(x)

n2
+
ϕ(x)

n
; (1.4.4)

Bn((t− x)4, x) = 3
(n− 2)ϕ2(x)

n2
+
ϕ(x)

n3
. (1.4.5)

28



Kaòî çàìåñòèì ðåçóëòàòèòå îò (1.4.2), (1.4.3), (1.4.4) è (1.4.5) â (1.4.1) ùå ïîëó÷èì

|ϕ(x)U
′′

n (f, x)| ≤ n‖f‖∞

√
2− 2

n
.

Ñåãà âå÷å êàòî âçåìåì â ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî ìàêñèìóì ïî âñè÷êè x ∈ [0, 1] äîêàçâàìå

Ëåìà 1.4.2.

�

Ñ ïîìîùòà íà ãîðíèòå ëåìè ùå äîêàæåì îáðàòíà òåîðåìà îò ñèëåí òèï çà ðàçëåæ-

äàíèÿ îò íàñ îïåðàòîð.

Teoðåìà 1.4.1 Çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ L∞[0,1] è çà âñÿêî n ∈ N å â ñèëà

K
(
f, n−1

)
∞ ≤ (6 + 2

√
2)‖f − Unf‖∞.

Äîêàçàòåëñòâî. Êàòî ïðèëîæèì Ëåìà 1.4.1 çà ôóíêöèÿòà U2
nf (òóê ïîä U

k
nf ðàçáè-

ðàìå k ïúòè ïðèëîæåí îïåðàòîðà Un íèå ïîëó÷àâàìå

‖U3
nf − U2

nf −
1

n
ϕ(U2

nf)
′′‖∞ ≤ 1

2n2
‖ϕ(ϕ(U2

nf)
′′
)
′′‖∞ =≤ 1

2n2
‖ϕU ′′

n (ϕ(U
′′

nf))‖∞.

Â ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî ùå ïðèëîæèì ïîñëåäîâàòåëíî Ëåìà 1.4.2, íåðàâåíñòâîòî

íà òðèúãúëíèêà çà íîðìà è ïàê Ëåìà 1.4.2. Èìàìå, ÷å

‖U3
nf − U2

nf −
1

n
ϕ(U2

nf)
′′‖∞ ≤

√
2

2n
‖ϕU ′′

nf‖∞

≤
√

2

2n
‖ϕ(U2

nf)
′′
)‖∞ +

√
2

2n
‖ϕU ′′

n (f − Unf)‖∞

≤
√

2

2n
‖ϕ(U2

nf)
′′
)‖∞ + ‖Unf − f‖∞.

Êàòî èçïîëçâàìå òîâà íåðàâåíñòâî è (1.1.8) (ò.å.îãðàíè÷åíîñòòà íà îïåðàòîðà Un) ïîëó-

÷àâàìå

1

n
‖ϕ(U2

nf
′′
))‖∞ ≤ ‖U3

nf − U2
nf −

1

n
ϕ(U2

nf)
′′‖∞ + ‖U3

nf − U2
nf‖∞

≤ 2‖Unf − f‖∞ +

√
2

2n
‖ϕ(U2

nf)
′′
)‖∞

Îò òóê ïîëó÷àâàìå
2−

√
2

2n
‖ϕ(U2

nf)
′′
)‖∞ ≤ 2‖Unf − f‖∞, è òîãàâà
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1

n
‖ϕ(U2

nf)
′′
)‖∞ ≤ (4 + 2

√
2)‖Unf − f‖∞. (1.4.6)

Ñåãà âå÷å èìàìå âñè÷êî íåîáõîäèìî çà îöåíêà íà Ê ôóíêöèîíàëà îòãîðå. Êàòî èçïîëçâàìå

äåôèíèöèÿòà íà Ê ôóíêöèîíàëà, íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà çà íîðìà ñâîéñòâî (1.1.8)

è íåðàâåíñòâî (1.4.6) èìàìå, ÷å

(
f,

1

n

)
∞

= inf
g∈W 2

∞(ϕ)

{
‖f − g‖∞ +

1

n
‖ϕg′′‖∞

}
≤ ‖f − U2

nf‖∞ +
1

n
‖ϕ(U2

nf)
′′‖∞

≤ ‖f − Unf‖∞ + ‖Unf − U2
nf‖∞ + (4 + 2

√
2)‖Unf − f‖∞

≤ (6 + 2
√

2)‖Unf − f‖∞.

Teîðåìà 1.4.1 å äîêàçàíà.

�

Òåîðåìà 1.2.2 è Òåîðåìà 1.4.1 äîêàçâàò îñíîâíèÿ ðåçóëòàò â òàçè ãëàâà Òåîðåìà 1.1.1.

�

Çàáåëåæêà 1.4.1 Àêî ñåãà ðàçãëåäàìå âðúçêàòà ìåæäó ‖f −Unf‖∞ è K
(
f, 1

2n

)
∞, ìîæåì

äà ïîëó÷èì ïî ñúùèÿ íà÷èí îöåíêàòà

1

2
‖f − Unf‖∞ ≤ K

(
f,

1

2n

)
∞
≤ (4 +

√
2)‖f − Unf‖∞

èìàùà ïî ìàëêî ÷àñòíî c2
c1
çà êîíñòàíòèòå c2 è c1 îò Òåîðåìà 1.1.1.
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Ãëàâà 2. Õàðàêòåðèçàöèÿ íà íàé-äîáðèòå àëãåáðè÷íè

ïðèáëèæåíèÿ îòäîëó è îòãîðå â ìíîãîìåðåí

ñëó÷àé.

Â òàçè ãëàâà å ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ íà íàé-äîáðèòå àëãåáðè÷íè ïðèáëèæåíèÿ

îòäîëó è îòãîðå â ìíîãîìåðåí ñëó÷àé. Ïúðâî ñà äîêàçàíè ïðàâà è îáðàòíà òåîðåìà çà

íàé-äîáðèòå àëãåáðè÷íè ïðèáëèæåíèÿ îòäîëó è îòãîðå â ìíîãîìåðåí ñëó÷àé ñ ïîìîùòà

íà ïîäõîäÿù Ê ôóíêöèîíàë ñ îãðàíè÷åíèå. Ñëåä òîâà å íàïðàâåíà õàðàêòåðèçàöèÿ íà

òîçè Ê ôóíêöèîíàë â òåðìèíèòå íà ïîäõîäÿùè ìîäóëè íà ãëàäêîñò. Ðåçóëòàòúò å ìíîãî-

ìåðíî îáîáùåíèå íà [7]. Èçïîëçâàíèòå ìîäóëè ñà ìíîãîìåðåí àíàëîã íà äåôèíèðàíèòå çà

åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé â [7] ìîäóëè.

�2.1 Ïîñòàíîâêà íà çàäà÷àòà.

Ùå ðàçãëåæäàìå èçìåðèìè ðåàëíîçíà÷íè è îãðàíè÷åíè (ñúîòâåòíî îòäîëó è îòãîðå)

ôóíêöèè, äåôèíèðàíè âúâ âñÿêà òî÷êà íà ïàðàëåëåïèïåäà Ω = Π[−1;1], êúäåòî

Π[a;b]
def
=
{
x ∈ Rd | xi ∈ [min{ai, bi},max{ai, bi}] ∀ i = 1, . . . , d

}
.

Rd ñå ðàçãëåæäà êàòî íîðìèðàíî âåêòîðíî ïðîñòðàíñòâî ñ åëåìåíòè

x = (x1, . . . , xd), a, b, y, h è íîðìà äåôèíèðàíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

‖x‖ = max{|x1|, . . . , |xd|}.

1 è −1 îçíà÷àâàò ñúîòâåòíî (1, ..., 1) è (−1, ...,−1).

Íåêà X å èçìåðèìî ïîäìíîæåñòâî íà Ω. Ùå ðàçãëåæäàìå ñëåäíèòå ïðîñòðàíñòâà

Lp(X) =

{
f | ‖f‖p(X) =

{∫
X

|f(x)|pdx
} 1

p

<∞

}
,

çà p ∈ [1,∞) (ñ dx îçíà÷àâàìå ëåáåãîâàòà ìÿðêà â X) è

L∞(X) =

{
f | ‖f‖∞(X) = sup

x∈X
|f(x)|} <∞

}
,

çà p = ∞.
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Íåêà α, β ñà ìóëòèèíäåêñè. Àêî α = (α1, .., αd), αs ≥ 0 çà âñÿêî s = 1, ..., d, òî ùå

èçïîëçâàìå ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ: |α| =
∑d

i=1 αi çà äúëæèíà íà α, α ≥ β çà òîâà, ÷å αs ≥ βs

çà âñÿêî s = 1, ..., d, α! = Πd
s=1αs! è

(
α
β

)
= Πd

s=1

(
αs

βs

)
.

Íåêà r e åñòåñòâåíî ÷èñëî. Ñ W r
p (X) ùå îçíà÷àâàìå ñëåäíîòî ïðîñòðàíñòâî íà Ñî-

áîëåâ

W r
p (X)

def
=

f |
∑
|α|=r

‖Dαf‖p(X) <∞

 ,

êúäåòî Dα =
∏d

i=1
∂αi

∂x
αi
i

.

Íåêà ψ(t, v)
def
= t

√
1− v2 + t2 àêî v ∈ [−1, 1] è t > 0. Çà x ∈ Ω äåôèíèðàìå ôóíêöèèòå

Ψ(t,x)
def
=
∏d

s=1 ψ(t, xs) è Ψα(t,x)
def
=
∏d

s=1 ψ(t, xs)
αs . Ψ(t,x)-îêîëíîñò íà òî÷êàòà x ∈ Ω

äåôèíèðàìå òàêà

U(t,x)
def
= {y ∈ Ω | |xs − ys| ≤ ψ(t, xs) ∀ s = 1, ..., d} .

Íàâñÿêúäå â òàçè ãëàâà c îçíà÷àâà ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, êîåòî ìîæå è äà çàâèñè îò r è

d.Â ðàçëè÷íèòå ñëó÷àè c-òàòà ìîæå äà ñà ðàçëè÷íè ÷èñëà. Àêî íÿêîÿ êîíñòàíòà c, çàâèñè

è îò íÿêîé äðóã ïàðàìåòúð, ùå ïîêàçâàìå òîâà èçïîëâàéêè èíäåêñè.

Íåêà Hn å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè â Rd îò ñóìàðíà ñòåïåí, íå

ïî-âèñîêà îò n. Íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíèå ñ àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè ùå îçíà÷àâàìå ñ

E(f,Hn)p(X)
def
= inf

Q∈Hn

{
‖f −Q‖p(X)

}
,

à íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíèå ñ àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè îòäîëó è îòãîðå ñúîòâåòíî ñ

E−(f,Hn)p(X)
def
= inf

Q∈Hn , Q≤f

{
‖f −Q‖p(X)

}
(2.1.1)

è

E+(f,Hn)p(X)
def
= inf

Q∈Hn , Q≥f

{
‖f −Q‖p(X)

}
, (2.1.2)

êàòî òóê ðàçáèðà ñå èñêàìå f äà å îãðàíè÷åíà ñúîòâåòíî îòäîëó è îòãîðå.

Íåêà l = max
{[

d
p

]
+ 1 , r

}
([·] å öÿëàòà ÷àñò ). Ùå èçñëåäâàìå Ê ôóíêöèîíàëèòå

K−
r (f, t)p = K− (f,Ψ(t);Lp,W

r
p ,W

l
p

)
(2.1.3)

def
= inf

g≤f , g∈W l
p(Ω)

‖f − g‖p(Ω) +
∑
|α|=r,l

‖Ψα(t)Dαg‖p(Ω)

 ,
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K+
r (f, t)p = K+

(
f,Ψ(t);Lp,W

r
p ,W

l
p

)
(2.1.4)

def
= inf

g≥f , g∈W l
p(Ω)

‖f − g‖p(Ω) +
∑
|α|=r,l

‖Ψα(t)Dαg‖p(Ω)

 ,

Kr(f, t)p = K
(
f,Ψ(t);Lp,W

r
p

)
(2.1.5)

def
= inf

g∈W r
p (Ω)

‖f − g‖p(Ω) +
∑
|α|=r

‖Ψα(t)Dαg‖p(Ω)


è

Kr,l(f, t)p = K
(
f,Ψ(t);Lp,W

r
p ,W

l
p

)
(2.1.6)

def
= inf

g∈W l
p(Ω)

‖f − g‖p(Ω) +
∑
|α|=r,l

‖Ψα(t)Dαg‖p(Ω)

 .

Â ïàðàãðàô 2.4 ùå äîêàæåì ñëåäíèòå ïðàâè è îáðàòíè íåðàâåíñòâà çà íàé-äîáðèòå

àëãåáðè÷íè ïðèáëèæåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿ â òåðìèíèòå íà Ê ôóíêöèîíàëà.

Òåîðåìà 2.1.1 Íåêà 1 ≤ p ≤ ∞, r è n ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, ∗ = “− “ èëè “+“ è íåêà

f ∈ Lp(Ω) äà å îãðàíè÷åíà ñúîòâåòíî îòäîëó è îòãîðå. Òîãàâà å â ñèëà

(d) E∗(f,Hn−1)p(Ω) ≤ cK∗ (f,Ψ(n−1);Lp,W
r
p ,W

l
p

)
;

(i) K∗ (f,Ψ(n−1);Lp,W
r
p ,W

l
p

)
≤ c

(
E∗(f,Hn−1)p(Ω) +K

(
f,Ψ(n−1);Lp,W

r
p

))
.

Òåçè íåðàâåíñòâà ñà îñíîâàòà çà ñëåäâàùèòå èçñëåäâàíèÿ â òàçè ãëàâà.

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â òàçè ãëàâà Tåîðåìà 2.5 å õàðàêòåðèçàöèÿòà çà r = 1 è r = 2 íà

K-ôóíêöèîíàëà (2.1.3) ñ ïîìîùòà íà ïîäõîäÿùè ìîäóëè. Òîãàâà, êàòî ñëåäñòâèå, èìàìå è

õàðàêòåðèçàöèÿ íà íàé-äîáðèòå àëãåáðè÷íè ïðèáëèæåíèÿ îòäîëó. Ñúùèòå ðåçóëòàòè çà

K-ôóíêöèîíàëà (2.1.4) è çà íàé-äîáðèòå àëãåáðè÷íè ïðèáëèæåíèÿ îòãîðå ñå ïîëó÷àâàò

êàòî ñëåäñòâèå îò E+(f) = E−(−f) è K+(f) = K−(−f) (ïðè åäíè è ñúùè ñòîéíîñòè íà

ïàðàìåòðèòå).

Ðåçóëòàòèòå ñà â ñèëà çà âñÿêî 1 ≤ p ≤ ∞. Ïîðàäè òðèâèàëíîñòòà íà ñëó÷àÿ p = ∞,

êúäåòî å â ñèëà E+ = E− = 2E, äîêàçàòåëñòâàòà ñà äàäåíè ñàìî çà 1 ≤ p <∞.
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Êàòî ìåæäèííà ñòúïêà ïðè õàðàêòåðèçàöèÿòà íà K-ôóíêöèîíàëà (2.1.3) â ïàðàãðàô

2.5 ùå äîêàæåì ñëåäíàòà åêâèâàëåíòíîñò ìåæäó K-ôóíêöèîíàëà è åäíà õàðàêòåðèñòèêà,

áàçèðàíà íà íàé-äîáðèòå ëîêàëíè àëãåáðè÷íè ïðèáëèæåíèÿ îòäîëó.

Òåîðåìà 2.1.2 Íåêà f ∈ Lp(Ω) (p ∈ [1,∞]) å îãðàíè÷åíà îòäîëó è íåêà r e åñòåñòâåíî

÷èñëî. Tîãàâà

K−
r (f, t)p ∼ ‖Ψ(t, ·)−

1
pE−(f,Hr−1)p(U(t,·))‖p(Ω) ∀ t ∈ (0, 1].

Íåêà U ⊂ Rd áúäå èçïúêíàëî òÿëî. Äåôèíèðàìå

ωr(f, U)p
def
= sup

h∈Rd

{
‖∆r

h,Uf(·)‖p(U)

}
, (2.1.7)

êúäåòî

∆r
h,Uf(x)

def
=

{
∆r

hf(x) x,x + rh ∈ U ;
0 x ∨ x + rh /∈ U

è

∆r
hf(x) =

r∑
i=0

(−1)r−i
(
r

i

)
f(x + ih).

Â õîäà íà èçñëåäâàíèÿòà íà íàé-äîáðèòå ëîêàëíè àëãåáðè÷íè ïðèáëèæåíèÿ îòäîëó

çà r = 1 è r = 2 ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå õàðàêòåðèñòèêà

τ−r (f, U)p =

∥∥∥∥∥ sup
h∈Rd

{Λr
h,Uf(·)}

∥∥∥∥∥
p(U)

(2.1.8)

è óñðåäíåí ìîäóë íà îãðàíè÷åíà îòäîëó ôóíêöèÿ

τ−r (f,Ψ(t))p(Ω)
def
=

∥∥∥∥∥ sup
h∈Rd

{Λr
h,U(t,·)f(·)}

∥∥∥∥∥
p(Ω)

,

êúäåòî

Λ1
h,Uf(x)

def
=

{
f(x)− f(x + h) x, x + h ∈ U ;
0 x ∨ x + h /∈ U

è

Λ2
h,Uf(x)

def
=

{
2f(x)− f(x + h)− f(x− h) x− h, x + h ∈ U ;
0 x− h ∨ x + h /∈ U.

Ãîðíèòå õàðàêòåðèñòèêè ùå èçïîëçâàìå â ñëåäíàòà òeoðeìà îò òèï íà Whitney.

Òåîðåìà 2.1.3 Íåêà f ∈ Lp(Π) (Π = Π[a;b], p ∈ [1,∞]) å îãðàíè÷åíà îòäîëó. Tîãàâà

(I) E−(f,H0)p(Π) = τ−1 (f,Π)p;
(II) E−(f,H1)p(Π) ∼ ω2(f,Π)p + τ−2 (f,Π)p.
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Òàçè òåîðåìà ùå áúäå äîêàçàíà â ïàðàãðàô 2.6.

Íåêà Π = Π[a;b] è π = Π[c;d] ñà òàêèâà, ÷å

π ⊆
(

Π− a + b

2

)
⊆ R.π (2.1.9)

çà íÿêîå R ≥ 1, êúäåòî çà U ⊂ Rd, y ∈ Rd è t > 0 îçíà÷àâàìå

U + y
def
= {x ∈ Rd | x− y ∈ U}

è

tU
def
= {x ∈ Rd | t−1x ∈ U}.

Ùå èçïîëçâàìå è ñëåäíàòà óñðåäíåíà õàðàêòåðèñòèêà íà ôóíêöèÿ f ∈ Lp(Π)

τr(f, π)p,p(Π)
def
=

{∫
Π

1

µ(π)

∫
π

|∆r
v,Πf(x)|pdvdx

} 1
p

. (2.1.10)

Òóê ñ µ(V ) áåëåæèì ìÿðêàòà íà Ëåáåã íà èçìåðèìîòî ìíîæåñòâî V . Âðúçêàòà ìåæäó

(2.1.7) è (2.1.10), êîÿòî ùå äîêàæåì â ïàðàãðàô 2.3 å

Òåîðåìà 2.1.4 Àêî óñëîâèå (2.1.9) å óäîâëåòâîðåíî è f ∈ Lp(Ω) (p ∈ [1,∞]), òîãàâà

cτr(f, π)p,p(Π) ≤ ωr(f,Π)p ≤ cRd+rτr(f, π)p,p(Π).

Íåêà

B(t,x)
def
=
{
y ∈ Rd | |ys| ≤ ψ(t, xs) ∀ s = 1, ..., d

}
.

Â òàçè ãëàâà ùå ðàáîòèì ñúñ ñëåäíèÿ óñðåäíåí ìîäóë íà ãëàäêîñò, äåôèíèðàí îò Ê.

Èâàíîâ â [13].

τr(f,Ψ(t))p,p(Ω)
def
=

{∫
Ω

Ψ(t,x)−1

∫
B(t,x)

|∆r
v,Ωf(x)|pdvdx

} 1
p

. (2.1.11)

Êàòî èçïîëçâàìå ðåçóëòàòèòå îò Teoðåìà 2.1.2, Teoðåìà 2.1.3 è Teoðåìà 2.1.4 â ïà-

ðàãðàô 2.7 ùå ïîëó÷èì õàðàêòåðèçàöèÿòà çà r = 1 è r = 2 íà K-ôóíêöèîíàëà (2.1.3) ñ

ïîìîùòà íà ïîäõîäÿùè ìîäóëè.

Òåîðåìà 2.1.5

K−(f, t, Lp,W
1
p (Ψ),W l1

p (Ψ)) ∼ τ−1 (f,Ψ(t))p(Ω);

K−(f, t, Lp,W
2
p (Ψ),W l2

p (Ψ)) ∼ τ−2 (f,Ψ(t))p(Ω) + τ2(f,Ψ(t))p,p(Ω),

kúäåòî ñúîòâåòíî l1 =
[
d
p

]
+ 1 è l2 = max

{
2,
[
d
p

]
+ 1
}
.

35



Êàòî êîìáèíèðàìå ðåçóëòàòèòå íà Teoðåìà 2.1.1 è Teoðåìà 2.1.5 ïîëó÷àâàìå è õà-

ðàêòåðèçàöèÿ íà íàé-äîáðèòå àëãåáðè÷íè ïðèáëèæåíèÿ îòäîëó â ìíîãîìåðåí ñëó÷àé â

òåðìèíèòå íà ïîäõîäÿùè ìîäóëè íà ãëàäêîñò.

Òåîðåìà 2.1.6

E−(f,Hn−1)p(Ω) ≤ cτ−1 (f,Ψ(n−1))p(Ω);

E−(f,Hn−1)p(Ω) ≤ c{τ−2 (f,Ψ(n−1))p(Ω) + τ2(f,Ψ(n−1))p,p(Ω)}

è çà r = 1 è r = 2

τ−r (f,Ψ(n−1))p(Ω) ≤ c{E−(f,Hn−1)p(Ω) + τr(f,Ψ(n−1))p,p(Ω)}.

Â õîäà íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Teoðåìà 2.1.3(II) ñå ïîëó÷àâà ðåçóëòàò îò òåîðèÿòà íà

èçïúêíàëèòå ôóíêöèè, êîèòî ïîíå àâòîðà íà íàñòîÿùàòà ðàáîòà íå óñïÿ äà îòêðèå êàòî

èçâåñòåí â íàó÷íàòà ëèòåðàòóðà.

Íåêà U ⊂ Rd å èçïúêíàëî òÿëî. Ôóíêöèÿòà f : U → R ñå íàðè÷à ñðåäíî èçïúêíàëà

â òî÷êàòà x, àêî çà âñÿêî h ∈ Rd òàêîâà, ÷å x− h, x + h ∈ U e èçïúëíåíî 2f(x) ≤

f(x− h) + f(x + h).

Êàòî ñëåäñòâèå îò ðåçóëòàòèòå â ïàðàãðàô 2.6 ñå ïîëó÷àâà

Òåîðåìà 2.1.7 Íåêà ôóíêöèÿ f : Π[a;b] → R å ïî÷òè íaâñÿêúäå ñðåäíî èçïúêíàëà.

Òîãàâà f ñúâïàäà ïî÷òè íàâñÿêúäå ñ èçïúêíàëà ôóíêöèÿ g, êàòî îñâåí òîâà f ≥ g.

�2.2 Íÿêîè îçíà÷åíèÿ è ïîìîùíè ðåçóëòàòè.

Íåêà N e ôèêñèðàíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Ïîëàãàìå

Z def
= {0, 1, ..., N − 1}d ; Z′ def

= {0, 1, ..., N}d ; E def
= {0, 1}d;

zk = cos(π − kπ

N
), k = 0, 1, ..., N, z−1 = z0 = −1, zN+1 = zN = 1.
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Çà âñÿêî j = (j1, j2, ..., jd) ∈ Z îçíà÷àâàìå

Ωj
def
= [zj1 , zj1+1]× ... × [zjd , zjd+1]

è çà âñÿêî j ∈ Z′ îçíà÷àâàìå

Ω′
j

def
= [zj1−1, zj1+1]× ... × [zjd−1, zjd+1].

Íåêà µ(v) =
∫ v

0
e

−1
u−u2 du/

∫ 1

0
e

−1

u−u2 du çà 0 < v < 1, µ(v) = 0 çà v ≤ 0 è µ(v) = 1 çà

v ≥ 1. Ñëåäîâàòåëíî µ ∈ C∞(R) è íåêà

µ0(v) = 1− µ((v − z0)/(z1 − z0));
µs(v) = µ((v − zs−1)/(zs − zs−1))(1− µ((v − zs)/(zs+1 − zs))) s = 1, ..., N − 1;
µN(v) = µ((v − zN−1)/(zN − zN−1)).

Íàêðàÿ çà âñÿêî j ∈ Z′ îçíà÷àìå µj(x) = Πd
s=1µjs(xs). Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî x ∈ Ω

èìàìå

0 ≤ µj(x) ≤ 1; µj(x) = 0 if x /∈ Ω′
j; (2.2.1)∑

j∈Z′

µj(x) = 1. (2.2.2)

Íåêà 0 < t ≤ 1
2
è N =

[
2π
t

]
+ 1. Tîãàâà çà ãîðíèòå âåëè÷èíè ñà â ñèëà ñëåäíèòå

òâúðäåíèÿ:

Ψ(t,x) ≤ meas(U(t,x)) ≤ 2dΨ(t,x); (2.2.3)

Ψ(t,x) ∼ Ψ(t,y) ∀ y ∈ U(t,x); (2.2.4)

Ψ(t,x) ∼ Ψ(t,x + y) ∀ y ∈ B(t,x); (2.2.5)

cΨ(t,x) ≤ meas(Ω′
j) ≤ cΨ(t,y) ∀ x, y ∈ Ω′

j; (2.2.6)

Ω′
j ⊂ U(t,x) ∀ x ∈ Ω′

j. (2.2.7)

Íåðàâåíñòâàòà (2.2.3), (2.2.4), (2.2.6) è (2.2.7) ñà äîêàçàíè â [8]. (2.2.5) ñëåäâà îò (2.2.3),

(2.2.4) è äåôèíèöèÿòà íà B(t,x).

Â õîäà íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 2.1.1 ñå íóæäàåì îò ñëåäíèòå ëåìè.

Ëåìà 2.2.1 Íåêà 1 ≤ p ≤ ∞, r è n ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà è g ∈ W l
p(Ω). Òîãàâà å â ñèëà

E−(g,Hn−1)p(Ω) ≤ c
∑
|α|=r,l

‖Ψα(n−1)Dαg‖p(Ω).

37



Òàçè ëåìà å òðèâèàëíî ñëåäñòâèå îò Òåîðåìà 1 è Òåîðåìà 2 îò [8], çàùîòî ãðåøêàòà

íà íàé-äîáðîòî àëãåáðè÷íî ïðèáëèæåíèå îòäîëó å ïî-ìàëêà îò ãðåøêàòà íà íàé-äîáðîòî

åäíîñòðàííî àëãåáðè÷íî ïðèáëèæåíå.

Ëåìà 2.2.2 Íåêà 1 ≤ p ≤ ∞, r è n ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà è f ∈ Lp(Ω) e îãðàíè÷åíà

îòäîëó. Tîãàâà

E−(f,Hn−1)p(Ω) ≤ cK− (f,Ψ(n−1);Lp,W
r
p ,W

l
p

)
.

Òàçè ëåìà ñëåäâà îò Ëåìà 2.1 è Teoðåìà 4.1 îò [9] ïðèëîæåíè êúì íàé-äîáðîòî

àëãåáðè÷íî ïðèáëèæåíèå îòäîëó.

Ëåìà 2.2.3 Íåêà f è g ïðèíàäëåæàò íà Lp(Ω). Òîãàâà

τr(f + g,Ψ(t))p,p(Ω) ≤ τr(f,Ψ(t))p,p(Ω) + τr(g,Ψ(t))p,p(Ω); (2.2.8)

τr(f,Ψ(t))p,p(Ω) ≤ c‖f‖p(Ω) 0 < t ≤ 1

2
; (2.2.9)

τr(f,Ψ(t1))p,p(Ω) ≤ c(A)τr(f,Ψ(t2))p,p(Ω), t1 ≤ t2 ≤ At1. (2.2.10)

Äîêàçàòåëñòâî. Íåðàâåíñòâàòà (2.2.8) è (2.2.10) ñå ïîëó÷àâàò äèðåêòíî îò äåôèíè-

öèÿ (2.1.10). Çà äîêàçàòåëñòâîòî íà (2.2.9) ùå èçïîëçâàìå (2.2.5)

τr(f,Ψ(t))p,p(Ω) ≤ ‖f‖p(Ω) + c

{∫
Ω

Ψ(t,x)−1

∫
rB(t,x)

|f(x + y)|pdydx
} 1

p

≤ ‖f‖p(Ω) + c

{∫
Ω

∫
rB(t,x)

|f(x + y)|pΨ(t,x + y)−1dydx

} 1
p

≤ ‖f‖p(Ω) + c

{∫
Ω

|f(x)|pdx
} 1

p

≤ c‖f‖p(Ω).

�2.3 Åäíî íîâî ïðåäñòàâÿíå íà ωr(f ,Π)p .

Äîêàçàòåëñòâî íà Teoðeìà 2.1.4. Î÷åâèäíî å, ÷å

τr(f, π)p,p(Π) ≤ c

{
1

meas(π)

∫
π

sup
w∈Rd

{
∫

Π

|∆r
w,Πf(x)|pdx}dw

} 1
p

(2.3.1)

≤ cωr(f,Π)p.

38



Îò [22] èìàìå, ÷å àêî f å äåôèíèðàíà çà âñÿêî x ∈ Rd, òî òîãàâà çà âñåêè h, v ∈ Rd r-òàòà

êðàéíà ðàçëèêà óäîâëåòâîðÿâà ðàâåíñòâîòî

∆r
hf(x) =

r∑
i=1

(−1)i
(
r

i

){
∆r

i
r
(v−h)

f(x + ih)−∆r
h+ i

r
(v−h)

f(x)
}
. (2.3.2)

Çà h ∈ Rd ïîëàãàìå Πh = Π∩ (Π− rh) . Toâà ìíîæåñòâî Πh å ñúùî ïàðàëåëåïèïåä

è ñúùåñòâóâà, àêî

h ∈ 2r−1

(
Π− a + b

2

)
. (2.3.3)

Íåêà (2.3.3) å óäîâëåòâîðåíî. Ðàçäåëÿìå Πh è r−1π íà 2d ïàðàëåëåïèïåäè ñúîòâåòíî

B1, . . . , B2d ÷ðåç õèïåððàâíèíè ìèíàâàùè ïðåç öåíòúðà è óñïîðåäíè íà êîîðäèíàòíèòå

õèïåððàâíèíè è π1, . . . , π2d ÷ðåç êîîðäèíàòíèòå õèïåððàâíèíè, êàòî íîìåðàöèÿòà èì å

òàêàâà, ÷å πi å ïðîòèâîïîëîæåí íà Bi. Ïðè ïðåäïîëîæåíèå, ÷å x ∈ Bs è v ∈ r−1πs îò

(2.1.9) èìàìå

x, x + iv ∧ x + (r − i)h + iv ∈ Π ∀ i. (2.3.4)

Îò òóê çà âñÿêî x ∈ Bs êàòî èçïîëçâàìå (2.3.2) è (2.3.4) ïîëó÷àâàìå

meas(πs)|∆r
h,Πf(x)|p ≤ c

∫
πs

(
r∑
i=1

|∆r
i
r
(v−h),Π

f(x + ih)|+ |∆r
h+ i

r
(v−h),Π

f(x)|

)p

dv.

Tàêà çà âñÿêî x ∈ Πh

|∆r
h,Πf(x)|p ≤ c

2d∑
s=1

1

meas(π)

∫
πs

(
r∑
i=1

|∆r
i
r
(v−h),Π

f(x + ih)|+ |∆r
h+ i

r
(v−h),Π

f(x)|

)p

dv.

Êàòî âçåìåì Lp(Πh)−íîðìà ïî îòíîøåíèå íà x â ãîðíîòî íåðàâåíñòâî è èçïîëçâàìå∫
Πh

|∆r
h,Πf(x)|pdx =

∫
Π

|∆r
h,Πf(x)|pdx

â ëÿâàòà ñòðàíà è x, x + ih ∈ Π â äÿñíàòà ñòðàíà, ïîëó÷àâàìå

‖∆r
h,Πf(·)‖p(Π) ≤ c

r∑
i=1

[{∫
Π

1

meas(π)

∫
r−1π

|∆r
i
r
(v−h),Π

f(y)|pdvdy
} 1

p

(2.3.5)

+

{∫
Π

1

meas(π)

∫
r−1π

|∆r
h+ i

r
(v−h),Π

f(y)|pdvdy
} 1

p

]
.

Íåêà v ∈ r−1π. Tîãàâà îò (2.1.9)

i

r
(v − h) ∧ h +

i

r
(v − h) ∈ 2R + 1

r
π. (2.3.6)
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Ïðèëàãàéêè (2.3.5) è (2.3.6), ïîëó÷àâàìå

‖∆r
h,Πf(·)‖p(Π) ≤ c

{∫
Π

1

meas(π)

∫
2R+1

r
π

|∆r
v,Πf(y)|pdvdy

} 1
p

. (2.3.7)

Íóæäàåì ñå îò ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî

‖∆r
h,Πf(·)‖p(Π) ≤ cRr+d

{∫
Π

1

meas(π)

∫
π

|∆r
v,Πf(y)|pdvdy

} 1
p

. (2.3.8)

Àêî 2R+1
r

≤ 1, òî (2.3.8) å òðèâèàëíî ñëåäñòâèå îò (2.3.7). Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, íåêà n =[
2R+1
r

]
+ 1. Îò (2.3.7) èìàìå, ÷å

‖∆r
h,Πf(·)‖p(Π) ≤ c

{∫
Π

1

meas(π)

∫
nπ

|∆r
v,Πf(y)|pdvdy

} 1
p

.

Êàòî èçâúðøèì ñìÿíà íà v ñ nw ïîëó÷àâàìå

‖∆r
h,Πf(·)‖p(Π) ≤ cRd

{∫
Π

1

meas(π)

∫
π

|∆r
nw,Πf(y)|pdwdy

} 1
p

. (2.3.9)

Oò äåôèíèöèÿòà íà r-òàòà êðàéíà ðàçëèêà èìàìå, ÷å àêî f å äåôèíèðàíà çà âñÿêî

y ∈ Rd, òî òîãàâà çà âñÿêî w ∈ Rd å èçïúëíåíî ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî

∆r
nwf(y) =

n−1∑
k1=0

...
n−1∑
kr=0

∆r
wf(y + k1w + ...+ krw)

è îò òóê

∆r
nw,Πf(y) =

n−1∑
k1=0

...
n−1∑
kr=0

∆r
w,Πf(y + k1w + ...+ krw).

Íàêðàÿ ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî è (2.3.9) äàâàò

‖∆r
h,Πf(·)‖p(Π) ≤ cRdnr

{∫
Π

1

meas(π)

∫
π

|∆r
w,Πf(y)|pdwdy

} 1
p

= cRd+r

{∫
Π

1

meas(π)

∫
π

|∆r
w,Πf(y)|pdwdy

} 1
p

,

êîåòî å è òâúðäåíèåòî íà (2.3.8). Áëàãîäàðåíèå íà íåãî èìàìå, ÷å

sup
h∈ 2

r
(Π−a+b

2
)

{∥∥∥∥∆r
h,Πf(·)

∥∥∥∥
p(Π)

}
≤ cRr+dτ−2 (f, π)p,p(Π).
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Àêî h ∈ Rd \ 2
r
(Π− a+b

2
), òî å âÿðíî, ÷å ‖∆r

h,Πf(·)‖p(Π) = 0 è òîãàâà

sup
h∈Rd

{∥∥∥∥∆r
h,Πf(·)

∥∥∥∥
p(Π)

}
≤ cRr+dτ−2 (f, π)p,p(Π).

Òîâà íåðàâåíñòâî è (2.3.1) äîêàçâàò Òåîðåìà 2.1.4.

�

Çàáåëåæêà 2.3.1. Íåêà U ⊂ Rd å èçïúêíàëà îêîëíîñò íà 0-òà ñúñ ñòðîãî ïîëîæèòåëåí

ìèíèìàëåí ðàäèóñ R1 è ñ êðàåí ìàêñèìàëåí ðàäèóñ R2. Ò.e. B(R1) ⊂ U ⊂ B(R2), êúäåòî

B(ρ) = {x ∈ Rd; ‖x‖ ≤ ρ}. Ako ðàçãëåäàìå

τr(f, U)p,p(Π)
def
=

{∫
Π

1

meas(U)

∫
U

|∆r
v,Πf(x)|pdvdx

} 1
p

,

òî è çà òàçè ôóíêöèîíàëíà õàðàêòåðèñòèêà ìîæå äà ñå äîêàæå ïîäîáåí íà Òåîðåìà 2.1.4

ðåçóëòàò.

�2.4 Ïðàâè è îáðàòíè íåðàâåíñòâà çà íàé-äîáðèòå àëãåáðè÷íè ïðèáëèæåíèÿ ñ
îãðàíè÷åíèÿ â òåðìèíèòå íà Ê ôóíêöèîíàëà.

Òóê, êàòî èçïîëçâàìå ìåòîä áàçèðàí íà èäåèòå îò [10], ùå äîêàæåì, ÷å Ê ôóíêöè-

îíàëèòå (2.1.5) è (2.1.6) è ìîäóëúò íà ãëàäêîñò (2.1.8) ñà åêâèâàëåíòíè.

Òåîðåìà 2.4.1 Íåêà 1 ≤ p ≤ ∞, r å åñòåñòâåíî ÷èñëî, l = max
{[

d
p

]
+ 1 , r

}
è f ∈

Lp(Ω). Òîãàâà ñà â ñèëà

(r) cτr(f,Ψ(t))p,p(Ω) ≤ K
(
f,Ψ(t), Lp,W

r
p

)
≤ cτr(f,Ψ(t))p,p(Ω);

(r, l) cτr(f,Ψ(t))p,p(Ω) ≤ K
(
f,Ψ(t), Lp,W

r
p ,W

l
p

)
≤ cτr(f,Ψ(t))p,p(Ω).

Ñ ïîìîùòà íà òàçè åêâèâàëåíòíîñò ùå äîêàæåì Òåîðåìà 2.1.1.

Ùe äîêàæåì íàé-íàïðåä ñëåäíàòà ëåìà.

41



Ëåìà 2.4.1 Íåêà 1 ≤ p ≤ ∞ è t < 1
2
.Òîãàâà çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ Lp(Ω) e èçïúëíåíî

τr(f,Ψ(t))p,p(Ω) ≤ cK
(
f,Ψ(t), Lp,W

r
p

)
; (2.4.1)

K
(
f,Ψ(t), Lp,W

r
p ,W

l
p

)
≤ cτr(f,Ψ(t))p,p(Ω). (2.4.2)

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì íàé-íàïðåä (2.4.2). Íåêà ïîëîæèì

N =

[
2π

t

]
+ 1 (2.4.3)

è äà èçïîëçâàìå îçíà÷åíèÿòà Ωj, Ω′
j è µj îò íà÷àëî÷î íà ïàðàãðàô 2.2. Îçíà÷àâàìå ñ Qj ∈

Hr−1 ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî àëãåáðè÷íî Lp ïðèáëèæåíèå îò ñòåïåí r − 1 çà ôóíêöèÿòà

f â Ω′
j, j ∈ Z′. Tîãàâà îò òåîðåìàòà íà Whitney è Teoðåìà 2.1.4 èìàìå, ÷å

‖f −Qj‖p(Ω′j) ≤ cωr(f,Ω
′
j)p(Ω′j) ≤ cτr(f,Ω

′
j)p,p(Ω′j). (2.4.4)

Ïîëàãàìå

g(x) =
∑
j∈Z′

µj(x)Qj(x). (2.4.5)

Îò (2.4.3)-(2.4.5), (2.2.6) è (2.2.7) ïîëó÷àâàìå

‖f − g‖pp(Ω) = ‖
∑
j∈Z′

µj(f −Qj)‖pp(Ω) (2.4.6)

≤ c
∑
j∈Z′

∫
Ω′j

|f(x)−Qj(x)|pdx

≤ c
∑
j∈Z′

τr(f,Ω
′
j)
p
p,p(Ω′j)

= c
∑
j∈Z′

∫
Ω′j

1

meas(Ω′
j)

∫
Ω′j

|∆r
v,Ω′j

f(x)|pdvdx

≤ c
∑
j∈Z′

∫
Ω′j

Ψ(t,x)−1

∫
B(t,x)

|∆r
v,Ωf(x)|pdvdx

= cτr(f,Ψ(t))pp,p(Ω).

Íåêà α å ôèêñèðàí ìóëòèèíäåêñ ñ |α| = r èëè |α| = l è íåêà x ∈ Ωj, j ∈ Z. Îò

äåôèíèöèèòå íà µ(x), Qj(x) è g(x) èìàìå

g(x) = Qj(x) +
∑
ε∈E

µj+ε(x) (Qj+ε(x)−Qj(x)) ,
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êúäåòî

µj+ε(x) =
∏
s; εs=1

µ

(
xs − zjs
zjs+1 − zjs

)
.
∏
s; εs=0

µ

(
1−

(
xs − zjs
zjs+1 − zjs

))
è òîãàâà îò ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî è DαQj = 0 ñëåäâà, ÷å

Dαg(x) =
∑
ε∈E

∑
0≤β≤α

(
α

β

)
Dα−βµj+ε(x)Dβ (Qj+ε(x)−Qj(x))

Ñåãà êàòî èçïîëçâàìå (2.2.6), (2.2.7), äåôèíèöèèòå íà µj è Qj è íåðàâåíñòâîòî íà Ìàðêîâ

(èëè ñúùî òàêà Ëåìà 2.4 îò [10]) ( (b− a)i‖g(i)‖p[a,b] ≤ c(r)‖g‖p[a,b] çà g ∈ Hr ) ïîëó÷àâàìå

‖Ψα(t)Dαg‖p(Ωj) ≤ cΨα(t, zj)‖Dαg‖p(Ωj)

≤ cΨα(t, zj)
∑
ε∈E

∑
0≤β≤α

(
α

β

)
‖Dα−βµj+ε‖∞(Ωj)‖D

β (Qj+ε −Qj) ‖p(Ωj)

≤ cΨα(t, zj)
∑
ε∈E

∑
0≤β≤α

d∏
s=1

‖µ(|α−β|)‖∞[0,1]

|zjs+1 − zjs |αs−βs
‖Dβ (Qj+ε −Qj) ‖p(Ωj)

≤ c
∑
ε∈E

∑
0≤β≤α

d∏
s=1

|zjs+1 − zjs |βs‖Dβ (Qj+ε −Qj) ‖p(Ωj)

≤ c
∑
ε∈E

‖Qj+ε −Qj‖p(Ωj)

≤ c
∑
ε∈E

(
‖f −Qj+ε‖p(Ωj) + ‖f −Qj‖p(Ωj)

)
≤ cτr(f,Ω

′
j)p,p(Ω′j).

Îò òóê ïîëó÷àâàìå, ÷å

‖Ψα(t)Dαg‖pp(Ω) ≤ c
∑
j∈Z′

τr(f,Ω
′
j)
p
p,p(Ω′j)

(2.4.7)

= c
∑
j∈Z′

∫
Ω′j

1

meas(Ω′
j)

∫
Ω′j

|∆r
v,Ω′j

f(x)|pdvdx

≤ c
∑
j∈Z′

∫
Ω′j

Ψ(t,x)−1

∫
B(t,x)

|∆r
v,Ωf(x)|pdvdx

= cτr(f,Ψ(t))pp,p(Ω).

Ïî òîçè íà÷èí (2.4.2) ñëåäâà îò (2.4.6), (2.4.7) è (2.1.5).
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Ñåãà äà ñå ñïðåì íà (2.4.1). Íåêà α = (α1, .., αd), |α| = r å ìóëòèèíäåêñ è z =

(z1, ..., zd) ∈ Rd. Äåôèíèðàìå çà óäîáñòâî

|zα| = Πd
i=1|zi|αi ∧ |z| =

√√√√ d∑
i=1

z2
i .

Íåïîñðåäñòâåíî îò äåôèíèöèÿòà íà êðàéíàòà ðàçëèêà (âèæ ñúùî òàêà [10]) èìàìå

∆r
z,Ωf(x) =

∫ z

0

...

∫ z

0

f (r)
z (x + y1 + ...+ yr)dy1...dyr

çà f îò W r
p (Ω), êàòî äîäåôèíèðàìå f

(r)
z (y) = 0, êîãàòî y íå ïðèíàäëåæè íà Ω.

Îò äðóãà ñòðàíà

f (r)
z (y) =

∑
|α|=r

(
r

α

)
Dαf(y)|zα||z|−r.

Ñëåä ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî è ïðèëàãàíå íà íåðàâåíñòâîòî íà

H�older èìàìå

|∆r
z,Ωf(x)| ≤

∑
|α|=r

|zα||z|−r
(

r

α

)∫ z

0

...

∫ z

0

|Dαf(x + y1 + ...+ yr)|dy1...dyr

=
∑
|α|=r

|zα||z|−1

(
r

α

)∫ rz

0

|Dαf(x + y)|dy

≤ c
∑
|α|=r

|zα||z|−1|rz|1−
1
p

{∫ rz

0

|Dαf(x + y)|pdy
} 1

p

= c
∑
|α|=r

|zα||z|−
1
p

{∫ rz

0

|Dαf(x + y)|pdy
} 1

p

.

È òóê êàêòî ïî-ãîðå ïðåäïîëàãàìå çà óäîáñòâî Dαf(y) = 0, êîãàòî y íå å îò Ω.

Òîãàâà {
Ψ(t,x)−1

∫
B(t,x)

|∆r
z,Ωf(x)|pdz

} 1
p

≤ c
∑
|α|=r

{
Ψ(t,x)−1

∫
B(t,x)

|zα|p|z|−1

∫ rz

0

|Dαf(x + y)|pdydz
} 1

p

≤ c
∑
|α|=r

{
Ψ(t,x)−1

∫
rB(t,x)

|Dαf(x + y)|pdy
∫
B(t,x)\ 1

r
B(t,x)

|zα|p|z|−1dz

} 1
p

≤ c
∑
|α|=r

{
Ψ(t,x)−1Ψ(t,x)α

∫
rB(t,x)

|Dαf(x + y)|pdy
} 1

p

.
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Oò ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî, (2.1.10) è (2.2.5) ïîëó÷àâàìå

τr(f,Ψ(t))p,p(Ω) ≤ c
∑
|α|=r

{∫
Ω

Ψ(t,x)−1Ψ(t,x)α
∫
rB(t,x)

|Dαf(x + y)|pdydx
} 1

p

(2.4.8)

≤ c
∑
|α|=r

{∫
Ω

Ψ(t,x)α
∫
rB(t,x)

|Dαf(x + y)|pΨ(t,x + y)−1dydx

} 1
p

≤ c
∑
|α|=r

{∫
Ω

Ψ(t,x)α|Dαf(x)|pdx
} 1

p

≤ c
∑
|α|=r

‖Ψα(t)Dαf‖p(Ω).

Ñåãà ùå äîêàæåì (2.4.1). Íåêà g e ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ îò W r
p (Ω). Êàòî èçïîëçâàìå

Ëåìà 2.2.3(ïî-ñïåöèàëíî íåðàâåíñòâà (2.2.8) è (2.2.10)) è (2.4.8) èìàìå

τr(f,Ψ(t))p,p(Ω) = τr((f − g) + g,Ψ(t))p,p(Ω)

≤ cτr((f − g),Ψ(t))p,p(Ω) + τr(g,Ψ(t))p,p(Ω)

≤ c

‖f − g‖p(Ω) +
∑
|α|=r

‖Ψα(t)Dαg‖p(Ω)

 .

Âçåìàéêè èíôèìóì ïî âñè÷êè g ∈ W r
p (Ω) â ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî íèå äîêàçâàìå (2.4.1).

�

Äîêàçàòåëñòâî íà Teoðeìà 2.4.1.

Ùå ðàçãëåäàìå ñàìî ñëó÷àÿ çà t > 1
2
, çàùîòî çà 0 < t ≤ 1

2
Teoðeìà 2.4.1 è Ëåìà

2.4.1 ñúâïàäàò. Îò Òåîðåìà 2.1.4, Ëåìà 2.4.1 (2.4.1) ïðè t = 1
2
è ìîíîòîííîñòòà íà K-

ôóíêöèîíàëà (2.1.5) ïî îòíîøåíèå íà t ñå ïîëó÷àâà

τr(f,Ψ(t))p,p(Ω) ≤ cωr(f,Ω)p ≤ cτr(f,Ψ(2−1))p,p(Ω) (2.4.9)

≤ cK

(
f,Ψ

(
1

2

)
;Lp,W

r
p

)
≤ cK

(
f,Ψ(t);Lp,W

r
p

)
,

kîåòî äîêàçâà ëÿâîòî íåðàâåíñòâî íà Teoðeìà 2.4.1(r).

Îò [14] èìàìå, ÷å ñúùåñòâóâà ïîëèíîì R ∈ Hr−1 òàêúâ, ÷å

‖f −R‖p(Ω) ≤ cωr(f,Ω)p.
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Tîãàâà îò (2.1.5), Tåîðåìà 2.1.4 è Ëåìà 2.2.3(íåðàâåíñòâî (2.2.10)) ñëåäâà

K
(
f,Ψ(t);Lp,W

r
p ,W

l
p

)
≤ c‖f −R‖p(Ω) ≤ cωr(f,Ω)p (2.4.10)

≤ cτr(f,Ψ(2−1))p,p(Ω) ≤ cτr(f,Ψ(t))p,p(Ω).

Tîâà å äÿñíîòî íåðàâåíñòâî îò Teoðeìà 2.4.1(r, l). Tîãàâà îò (2.4.9), (2.4.10) è òðèâèàëíîòî

íåðàâåíñòâî

K
(
f,Ψ(t), Lp,W

r
p

)
≤ K

(
f,Ψ(t), Lp,W

r
p ,W

l
p

)
ïîëó÷àâàìå Teoðeìà 2.4.1.

�

Äîêàçàòåëñòâî íà Teoðeìà 2.1.1.

Ùå äîêàæåì ïúðâî Teoðeìà 2.1.1 çà ïðèáëèæåíèÿòà îòäîëó, ò.e. â ñëó÷àÿ íà ∗ = −.

Íåðàâåíñòâîòî (d) ñëåäâà íåïîñðåäñðâåíî îò Ëåìà 2.2.2 è Teoðeìà 4.1 îò [9]. Îò

Teoðeìà 2.4.1 èìàìå

K
(
f,Ψ(t);Lp,W

r
p ,W

l
p

)
≤ cK

(
f,Ψ(t);Lp,W

r
p

)
. (2.4.11)

Íåðàâåíñòâî (2.4.11) è Teoðeìà 4.2 îò [9] äîêàçâàò Teoðeìà 2.1.1 çà ïðèáëèæåíèÿòà

îòäîëó. Äà îòáåëåæèì, ÷å Teoðeìà 4.2 îò [9] å â ñèëà çàðàäè Teoðeìà 2.5 îò [9] è (2.4.11),

íî ìîæå äà ñå ïîëó÷è è êàòî ðåçóëòàò îò èäåèòå â ïàðàãðàô 5d) îò [9].

Îò÷èòàéêè, ÷å E+(f) = E−(−f) , K+(f) = K−(−f) (ïðè åäíè è ñúùè ñòîéíîñòè íà

ïàðàìåòðèòå) äîïúëâàìå äîêàçàòåëñòâîòî íà Teoðeìà 2.1.1.

�

Íåêà ñïîìåíåì, ÷å "êëàñè÷åñêîòî"îáðàòíî íåðàâåíñòâî çà íàé-äîáðèòå ïðèáëèæåíèÿ

ñ îãðàíè÷åíèÿ

K∗ (f,Ψ(n−1);Lp,W
r
p ,W

l
p

)
≤ c

(
E∗(f,Hn−1)p(Ω) +K

(
f,Ψ(n−1);Lp,W

r
p ,W

l
p

))
.

å ïo-ñëàáî îò ïîëó÷åíîòî òóê.
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�2.5 Õàðàêòåðèçàöèÿ íà (1.3) â òåðìèíèòå íà íàé-äîáðèòå ëîêàëíè ïðèáëèæå-
íèÿ îòäîëó ñ àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè.

Òóê êàòî èçïîëçâàìå ìåòîäè áàçèðàíè íà èäåèòå îò [7], [8] è ïàðàãðàô 2.3 ùå

äîêàæåì Òåîðåìà 2.1.2.

Íåêà ïúðâî äîêàæåì ñëåäíèòå äâå ëåìè.

Ëåìà 2.5.1 Íåêà 1 ≤ p ≤ ∞ è t < 1
2
.Òîãàâà çà âñÿêà ôóíêöèÿ G ∈ Lp(Ω) e èçïúëíåíî

‖Ψ− 1
p (t, ·)‖G‖p(U(t,·))‖p(Ω) ∼ ‖G‖p(Ω).

Äîêàçàòåëñòâî.Ùe èçïîëçâàìå ñúùèòå àðãóìåíòè êàòî â äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà

4 oò [8]. Ïîëàãàìå çà óäîáñòâî G(x) = 0 çà x ∈ Rd\Ω. Êàòî èçïîëçâàìå (2.2.4) è òåîðåìàòà

íà Fubini èìàìå

‖Ψ(t, ·)−
1
p‖G‖p(U(t,·))‖p(Ω) =

{∫
Ω

Ψ(t,x)−1

∫
x+B(t,x)

|G(y)|pdydx
} 1

p

∼
{∫

Ω

∫
U(t,x)

Ψ(t,y)−1|G(y)|pdydx
} 1

p

=

{∫
Ω

meas {x | y ∈ {x +B(t,x)}}
Ψ(t,y)

|G(y)|pdy
} 1

p

=

{∫
Ω

d∏
s=1

meas{xs | |xs − ys| ≤ ψ(t, xs)}
ψ(t, ys)

|G(y)|pdy

} 1
p

∼ ‖G‖p(Ω).

Äà îòáåëåæèì, ÷å òóê áëàãîäàðåíèå íà (2.2.4) ïðè d = 1 (âèæ ñúùî Ëåìà 3 îò [8]) å â

ñèëà
1

4
ψ(t, ys) ≤ meas{xs | |xs − ys| ≤ ψ(t, xs)} ≤ 12ψ(t, ys) çà âñÿêî s = 1, . . . , d.

�

Ëåìà 2.5.2 Íåêà 1 ≤ p ≤ ∞ è 0 < t ≤ 1
2
.Òîãàâà çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ Lp(Ω) e èçïúëíåíî

‖Ψ(t, ·)−
1
pE−(f,Hr−1)p(U(t,·))‖p(Ω) ≤ cK−

r (f, t)p; (2.5.1)

K−
r (f, t)p ≤ c‖Ψ(t, ·)−

1
pE−(f,Hr−1)p(U(t,·))‖p(Ω). (2.5.2)

Äîêàçàòåëñòâî. Ùe çàïî÷íåì ñ äîêàçàòåëñòâîòî íà (2.5.1). Íåêà

N =

[
2π

t

]
+ 1 (2.5.3)
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è íåêà Qj ∈ Hr−1 å ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî àëãåáðè÷íî Lp-ïðèáëèæåíèå îòäîëó îò ñòåïåí

r − 1 çà ôóíêöèÿòà f â Ω′
j, j ∈ Z′. Ïîëàãàìå

g(x) =
∑
j∈Z′

µj(x)Qj(x). (2.5.4)

Îò (2.5.3), (2.5.4), (2.2.3), (2.2.6) è (2.2.7) ñå ïîëó÷àâà

‖f − g‖pp(Ω) = ‖
∑
j∈Z′

µj(f −Qj)‖pp(Ω) (2.5.5)

≤ c
∑
j∈Z′

∫
Ω′j

|f(x)−Qj(x)|pdx

= c
∑
j∈Z′

E−(f,Hr−1)
p
p(Ω′j)

= c
∑
j∈Z′

meas(Ω′
j)
−1

∫
Ω′j

E−(f,Hr−1)
p
p(Ω′j)

dx

≤ c
∑
j∈Z′

meas(Ω′
j)
−1

∫
Ω′j

E−(f,Hr−1)
p
p(U(t,x))dx

≤ c
∑
j∈Z′

∫
Ω′j

(Ψ(t,x))−1E−(f,Hr−1)
p
p(U(t,x))dx

≤ c

∫
Ω

(Ψ(t,x))−1E−(f,Hr−1)
p
p(U(t,x))dx

≤ c‖Ψ(t, ·)−
1
pE−(f,Hr−1)p(U(t,·))‖pp(Ω).

Íåêà α å ôèêñèðàí ìóëòèèíäåêñ ñ |α| = r èëè |α| = l è íåêà x ∈ Ωj, j ∈ Z. Îò

äåôèíèöèèòå íà µ(x), Qj(x) è g(x) èìàìå

g(x) = Qj(x) +
∑
ε∈E

µj+ε(x) (Qj+ε(x)−Qj(x)) ,

êúäåòî

µj+ε(x) =
∏
s; εs=1

µ

(
xs − zjs
zjs+1 − zjs

)
.
∏
s; εs=0

µ

(
1−

(
xs − zjs
zjs+1 − zjs

))
è òîãàâà îò ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî è DαQj = 0 ñëåäâà, ÷å

Dαg(x) =
∑
ε∈E

∑
0≤β≤α

(
α

β

)
Dα−βµj+ε(x)Dβ (Qj+ε(x)−Qj(x))

Ñåãà êàòî èçïîëçâàìå (2.2.6), (2.2.7), äåôèíèöèèòå íà µj, E è Qj è íåðàâåíñòâîòî íà

Ìàðêîâ (èëè ñúùî òàêà Ëåìà 2.4 îò [10]) ( (b − a)i‖g(i)‖p[a,b] ≤ c(r)‖g‖p[a,b] çà g ∈ Hr )
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ïîëó÷àâàìå

‖Ψα(t)Dαg‖p(Ωj) ≤ cΨα(t, zj)‖Dαg‖p(Ωj)

≤ cΨα(t, zj)
∑
ε∈E

∑
0≤β≤α

(
α

β

)
‖Dα−βµj+ε‖∞(Ωj)‖D

β (Qj+ε −Qj) ‖p(Ωj)

≤ cΨα(t, zj)
∑
ε∈E

∑
0≤β≤α

d∏
s=1

‖µ(|α−β|)‖∞[0,1]

|zjs+1 − zjs |αs−βs
‖Dβ (Qj+ε −Qj) ‖p(Ωj)

≤ c
∑
ε∈E

∑
0≤β≤α

d∏
s=1

|zjs+1 − zjs |βs‖Dβ (Qj+ε −Qj) ‖p(Ωj)

≤ c
∑
ε∈E

‖Qj+ε −Qj‖p(Ωj)

≤ c
∑
ε∈E

(
‖f −Qj+ε‖p(Ωj) + ‖f −Qj‖p(Ωj)

)
≤ cE−(f,Hr−1)

p
p(Ω′j)

.

Oò òóê

‖Ψα(t)Dαg‖pp(Ω) ≤ c
∑
j∈Z′

E−(f,Hr−1)
p
p(Ω′j)

(2.5.6)

= c
∑
j∈Z′

meas(Ω′
j)
−1

∫
Ω′j

E−(f,Hr−1)
p
p(Ω′j)

dx

≤ c
∑
j∈Z′

meas(Ω′
j)
−1

∫
Ω′j

E−(f,Hr−1)
p
p(U(t,x))dx

≤ c
∑
j∈Z′

∫
Ω′j

(Ψ(t,x))−1E−(f,Hr−1)
p
p(U(t,x))dx

≤ c

∫
Ω

(Ψ(t,x))−
1
pE−(f,Hr−1)

p
p(U(t,x))dx

≤ c‖Ψ(t, ·)−
1
pE−(f,Hr−1)p(U(t,·))‖pp(Ω).

Ïî òîçè íà÷èí (2.5.2) ñëåäâà îò äåôèíèöèÿòà (2.1.3) íà Ê ôóíêöèîíàëà "îòäîëó (2.5.5) è

(2.5.6).

Äà ñå ñïðåì ñåãà íà (2.5.1).

Íåêà α = (α1, .., αd) å ìóëòèèíäåêñ ñ äúëæèíà |α| = r è z = (z1, ..., zd) ∈ Rd. Äåôè-

íèðàìå

|zα| = Πd
i=1|zi|αi
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Íåêà Π = Π[a;b] è íåêà g ∈ W l
p(Π). Êàòî ñëåäñòâèå îò Òåîðåìà 2 è Òåîðåìà 1 îò [8] èìàìå

E−(g,Hr−1)p(Π) ≤ c
∑
|α|=r,l

|(b− a)α| ‖Dαg‖p(Π). (2.5.7)

Íåêà g e ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ îò W l
p(Ω), g(x) ≤ f(x) , x ∈ Ω. Òîãàâà îò÷èòàéêè, ÷å

Q ≤ g âëå÷å Q ≤ f, ïîëó÷àâàìå

E−(f,Hr−1)p(U(t,x)) ≤ E−(g,Hr−1)p(U(t,x)) + ‖f − g‖p(U(t,x))

è òîãàâà

‖Ψ(t, ·)−
1
pE−(f,Hr−1)p(U(t,·))‖p(Ω) (2.5.8)

≤ ‖Ψ(t, ·)−
1
pE−(g,Hr−1)p(U(t,·))‖p(Ω) + ‖Ψ(t, ·)−

1
p‖f − g‖p(U(t,·))‖p(Ω).

Îò äðóãà ñòðàíà îò (2.5.7), (2.2.3) è (2.2.4) ñëåäâà

E−(g,Hr−1)p(U(t,x))) ≤ c
∑
|α|=r,l

Ψα(t,x)‖Dαg‖p(U(t,x)) (2.5.9)

≤ c
∑
|α|=r,l

‖Ψα(t, ·)Dαg‖p(U(t,x)).

Ñåãà îò (2.5.9) è Ëåìà 2.5.1 ïîëó÷àâàìå

‖Ψ− 1
p (t, ·)‖f − g‖p(U(t,·))‖p(Ω) ≤ c‖f − g‖p(Ω);

‖Ψ− 1
p (t, ·)E−(g,Hr−1)p(U(t,·))‖p(Ω) ≤ cE−(g,Hr−1)p(Ω).

Íàêðàÿ, âçåìàéêè â ïðåäâèä (2.5.8) è ïîñëåäíèòå äâå íåðàâåíñòâà èìàìå, ÷å

‖Ψ− 1
p (t, ·)E−(f,Hr−1)p(U(t,·))‖p(Ω) ≤ c

‖f − g‖p(Ω) +
∑
|α|=r,l

‖Ψα(t, ·)Dαg‖p(Ω)

 .

Êàòî âçåìåì èíôèìóì ïî âñè÷êè g ∈ W r
p (Ω) , g ≤ f â ãîðíîòî íåðàâåíñòâî ïîëó÷àâàìå

(2.5.1).

�

Äîêàçàòåëñòâî íà Teoðeìà 2.1.2. Ùå ðàçãëåäàìå ñàìî ñëó÷àÿ t ∈ (1
2
, 1], çàùîòî çà

t ∈ (0, 1
2
] Teoðeìà 2.1.2 è Ëåìà 2.5.2 ñúâïàäàò. Íåêà t ∈ (1

2
, 1]. Òîãàâà îò äåôèíèöèèòå íà
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Ψ(t,x) è U(t,x) ñëåäâà, ÷å∥∥∥Ψ− 1
p (t, ·)E−(f,Hr−1)p(U(t,·))

∥∥∥
p(Ω)

≤ 4dE−(f,Hr−1)p(Ω)

≤ c

∥∥∥∥Ψ− 1
p (

1

2
, ·)E−(f,Hr−1)p(U(t,·))

∥∥∥∥
p(Ω)

≤ c
∥∥∥Ψ− 1

p (t, ·)E−(f,Hr−1)p(U(t,·))

∥∥∥
p(Ω)

.

Ëåìà 2.5.2(íåðàâåíñòâî (2.5.1)) ñ t = 1
2
è ìîíîòîííîñòòà íà K-ôóíêöèîíàëà (2.1.3) ïî

îòíîøåíèå íà t äàâàò∥∥∥Ψ− 1
p (t, ·)E−(f,Hr−1)p(U(t,·))

∥∥∥
p(Ω)

≤ cK−
r (f,

1

2
)p ≤ cK−

r (f, t)p ;

K−
r (f, t)p ≤ cE−(f,Hr−1)p(Ω) ≤ c

∥∥∥Ψ− 1
p (t, ·)E−(f,Hr−1)p(U(t,·))

∥∥∥
p(Ω)

.

�

�2.6 Òåîðåìè îò òèï íà Whitney çà íàé-äîáðèòå àëãåáðè÷íè ïðèáëèæåíèÿ îò-
äîëó.

Íeêà äà îòáåëåæèì íàé-íàïðåä ñëåäíèòå ñâîéñòâà íà ôóíêöèîíàëíàòà õàðàêòåðèñ-

òèêà (2.1.8), äîêàçàòåëñòâàòà, íà êîèòî ñëåäâàò íåïîñðåäñòâåíî îò äåôèíèöèÿòà:

(2.6.1) τ−r (f, U)p ≤ r ‖f‖p(U) ça r = 1 è 2, àêî f(x) ≥ 0 çà âñÿêî x ∈ U ;

(2.6.2) τ−2 (f, U)p = 0 aêî f å èçïúêíàëà â U ;

(2.6.3) τ−r (f + g, U)p ≤ τ−r (f, U)p + τ−r (g, U)p çà r = 1 è 2;

(2.6.4) τ−2 (f+, U)p ≤ τ−2 (f, U)p, êúäåòî f+(x)
def
=

{
f(x) ako f(x) ≥ 0;
0 ako f(x) < 0.

Çàáåëåæêà 2.6.1. Â (2.6.1) è (2.6.3) èçïîëçâàìå ñëåäíèÿ ôàêò

sup
h∈Rd

{
Λr

h,Uf(x)

}
≥ Λr

0,Uf(x) = 0.

Çàáåëåæêà 2.6.2. τ−r (f −g, U)p ≤ τ−r (f, U)p + τ−r (g, U)p íå å èçïúëíåíî â îáùèÿ ñëó÷àé.

Íàïðèìåð ïðè d = 1, r = 2, U = [−1, 1], f(x) = const è g(x) = x2.

51



Çàáåëåæêà 2.6.3. Â (2.6.4) èçïîëçâàìå, ÷å àêî f(x) ≥ 0, òî

sup
h∈Rd

{
Λ2

h,Uf+(x)

}
= sup

h∈Rd

{
2f(x)− f+(x + h)− f+(x− h)

}
≤ sup

h∈Rd

{
Λ2

h,Uf(x)

}
,

à àêî f(x) < 0 òî sup
h∈Rd

{
Λ2

h,Uf+(x)

}
= 0 ≤ sup

h∈Rd

{
Λ2

h,Uf(x)

}
.

Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 2.1.3(I). Òâúðäåíèå (I) oò Teoðeìà 2.1.3 å ïîäîáíî íà

Teoðeìà 4.1 oò [7] è íåãîâîòî äîêàçàòåëñòâî å ñúùîòî. Íåêà M = inf
y∈Π

{f(y)}, êúäåòî

Π = Π[a;b]. Tîãàâà E−(f,H0)p(Π) = ‖f −M‖p(Π) è çà âñÿêî x ∈ Π èìàìå, ÷å

f(x)−M = f(x)− inf
y∈Π

{f(y)}

= sup
x+h∈Π

{f(x)− f(x + h)}

= sup
h∈Rd

{Λ1
h,Πf(x)}.

Ñåãà êàòî âçåìåì Lp-íîðìà â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî íèå äîêàçâàìå èñêàíîòî îò íàñ òâúð-

äåíèå.

�

Íåêà ñåãà îáúðíåì âíèìàíèå íà äîñòà ïî-ñëîæíèÿ ñëó÷àé ïðè r = 2(ò.å. Teoðåìà

2.1.3 (II)). Ùe çàïî÷íåì ñ íÿêîëêî ëåìè, ñâúðçàíè ñ íàé-äîáðèòå ìíîãîìåðíè àëãåáðè÷íè

ïðèáëèæåíèÿ îòäîëó çà èçïúêíàëè ôóíêöèè.

Ëåìà 2.6.1 Íåêà E ⊂ Π[a;b] ⊂ Rd e îòâîðåíî è èçïúêíàëî òÿëî, ÷èÿòî ìÿðêà

µ(E) <
1

2dd!
µ(Π[a;b]). Tîãàâà ñúùåñòâóâàò ÷èñëî k ∈ {1, ..., d} è èçìåðèìè ïîäìíî-

æåñòâà Ek− è Ek+ òàêèâà, ÷å çà âñÿêî x ∈ E åäíîçíà÷íî ñå îïðåäåëÿò s(x) ∈ ∂E è

y(x) ∈ Π[a;b] \ (E ∪ ∂E) òàêèâà, ÷å:

1) E = Ek− ∪ Ek+;

2) Àêî x ∈ Ek∗ (∗ = + èëè − ), òî y(x)− s(x) = s(x) − x = txek, êúäåòî ek å

�k-òèÿ� åäèíè÷åí êîîðäèíàòåí âåêòîð è sign(tx) = ∗.
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Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà x ∈ E è k ∈ {1, ..., d}. Äåôèíèðàìå

Ek(x)
def
= {y ∈ E | yi = xi ∀i = 1, ..., d , i 6= k } ,

m−
k,E(x)

def
= inf

y∈Ek(x)
{ yk }

è

m+
k,E(x)

def
= sup

y∈Ek(x)

{ yk } .

Îò µ(E) <
1

2dd!
µ(Π[a;b]) è èçïúêíàëîñòòà íà E èìàìå, ÷å ñúùåñòâóâà íÿêîå k ∈ {1, ..., d}

òàêîâà, ÷å m+
k,E(x)−m−

k,E(x) < |bk−ak|
2

çà âñÿêî x ∈ E. Íåêà ñàìî äà îòáåëåæèì, ÷å äîïóñ-

êàíåòî íà ïðîòèâíîòî, áëàãîäàðåíèå íà èçïúêíàëîñòòà íà E, âîäè äî ñúùåñòâóâàíåòî íà

ïîëèòîï (ò.å. èçïúêíàëà êîìáèíàöèÿ íà êðàåí áðîé òî÷êè) èçöÿëî âúòðåøåí çà E ñ îáåì

ïî-ãîëÿì îò òîçè íà E.

Tàêà íèå ðåäóöèðàõìå ïðîáëåìà çà E ⊂ Rd äî ïðîáëåìà çà Ek(x) ⊂ R1.

Íåêà äåôèíèðàìå

ck,E(x)
def
=


m+
k,E(x) bk+ak

2
≤ m−

k,E(x)

m−
k,E(x) +m+

k,E(x)− bk+ak

2
bk+ak

2
∈
(
m−
k,E(x),m+

k,E(x)
)

m−
k,E(x) bk+ak

2
≥ m+

k,E(x)

è äà ïîëîæèì

Ek− =
{
y ∈ E | yk ∈ (m−

k,E(y), ck,E(y)
]
, è Ek+ =

{
y ∈ E | yk ∈ (ck,E(y),m+

k,E(y)
)
. Íå-

êà s(x) = (s(x)1, ..., s(x)d) å òàêîâà, ÷å

s(x)i
def
=

{
xi i 6= k
m∗
k,E(x) i = k ∧ x ∈ Ek∗, ∗ = + ∨ − .

Ôóíêöèèòå m−
k,E(x) è m+

k,E(x) ñà íåïðåêúñíàòè, çàùîòî ñà "ëèöåâè"ôóíêöèè çà èçïúêíà-

ëîòî òÿëî E. Tîãàâà îò êîíñòðóêöèÿòà íà ïîäìíîæåñòâàòà Ek− è Ek+ òå èìàò íåïðåêúñíà-

òà ãðàíèöà è îò òóê òå ñà èçìåðèìè. Ïàê îò êîíñòðóêöèÿòà íà ïîäìíîæåñòâàòà Ek− è Ek+

èìàìå, ÷å E = Ek−∪Ek+, y(x) = 2s(x)−x ∈ Π[a;b]\(E∪∂E) è àêî x ∈ Ek∗ (∗ = + or − )

òî y(x)− s(x) = s(x) − x = txek, êúäåòî ek å �k-òèÿ� åäèíè÷åí êîîðäèíàòåí âåêòîð è

sign(tx) = ∗.

�

Ëåìà 2.6.2 Íeêà f å èçïúêíàëà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â Π[0; a], f(x) ≥ 0, f(0) = 0
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è p ∈ [1,∞). Tîãàâà å â ñèëà

‖f‖p(Π[0;a]) ≤ cE(f,H0)p(Π[0;a]).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà M e òàêàâà êîíñòàíòà, ÷å E−(f,H0)p = ‖f −M‖p. Àêî M = 0

(êîåòî å âúçìîæíî íàïðèìåð, êîãàòî p = 1 è f = 0 â ìíîæåñòâî E ñ ìÿðêà µ(E) ≥
1

2
µ(Π[0; a])), òî òâúðäåíèåòî íà Ëåìà 2.6.2 å èçïúëíåíî êàòî ðàâåíñòâî ñ êîíñòàíòà c = 1.

Â îñòàíàëèòå ñëó÷àè (êîãàòî M > 0), ïîëàãàìå E∗ = {x ∈ Π[0; a] | sign(f(x)−M) = ∗},

êîãàòî ∗ = “− “ ∨ “ + “ .

Íåêà E0 = ∂E−. Çà x ∈ E− äåôèíèðàìå g(x)
def
= txM, êîãàòî x = txy è y ∈ E0.

Ïîíåæå

∫
E−

(M − f)p ≥
∫
E−

(M − g)p è

µ {x ∈ E− | (1− tx)
p ≥ θ} = µ

{
x ∈ E− | tx ≤ (1− θ

1
p )
}

= µ(E−)(1− θ
1
p )d,

òî èìàìå, ÷å ∫
E−

(M − f(x))pdx ≥
∫
E−

(M − g(x))pdx (2.6.5)

= Mp

∫
E−

(1− tx)
pdx

= Mp

∫
E−

∫ (1−tx)p

0

1dθdx

= Mp

∫ 1

0

∫
(1−θ

1
p )dE−

1dxdθ

= Mpµ(E−)

∫ 1

0

(1− θ
1
p )ddθ

= Mpµ(E−)p

∫ 1

0

td(1− t)p−1dt

=

(
p+ d

d

)−1 ∫
E−

Mp.

Îò (2.6.5) è òðèâèàëíîòî íåðàâåíñòâî

∫
E−

fp ≤
∫
E−

Mp ïîëó÷àâàìå

∫
E−

fp ≤
(
p+ d

d

)∫
E−

(M − f)p. (2.6.6)

f −M è M ñà ïîëîæèòåëíè â E+. Òîãàâà èçïúêíàëîñòòà íà x
p äàâà∫

E+

fp ≤ 2p−1

∫
E+

(f −M)p + 2p−1

∫
E+

Mp. (2.6.7)
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Àêî äîïóñíåì, ÷å µ(E−) <
1

2dd!
µ(Π[0; a]) òî îò Ëåìà 2.6.1 (ñ E = E−) è èçïúêíàëîñòòà íà

f èìàìå, ÷å M − f(x) ≤ f(y(x)) −M (f(s(x)) = M) çà âñÿêî x ∈ E−. Êàòî ïîâäèãíåì

íà ñòåïåí p − 1 äâåòå ñòðàíè íà ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî è èíòåãðèðàìå ïî x ∈ E−, ùå

ïîëó÷èì ∫
E−

(M − f(x))p−1dx ≤
∫
E−

(f(y(x))−M)p−1dx <

∫
E+

(f(y)−M)p−1dy.

Íî òîâà å â ïðîòèâîðå÷èå ñ õàðàêòåðèçàöèÿòà íà eëeìåíòà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå

(âèæ [23]), ñïîðåä êîÿòî, àêî M å òîçè åëåìåíò òî å èçïúëíåíî:∫
Π[0;a]

(f(x)−M)p−1sign(f(x)−M)dx = 0.

Ñëåäîâàòåëíî µ(E−) ≥ 1
2dd!

µ(Π[0; a]) ò.e. µ(E+) ≤ (2dd!− 1)µ(E−).

Ñåãà êàòî èçïîëçâàìå ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî, (2.6.5), (2.6.6) è (2.6.7) íèå ïîëó÷à-

âàìå ∫
E+

fp ≤ 2p−1

∫
E+

(f −M)p + 2p−1

(
p+ d

d

)
(2dd!− 1)

∫
E−

(M − f)p. (2.6.8)

Íàé-íàêðàÿ îò (2.6.6) è (2.6.8) ñëåäâà, ÷å

‖f‖p(Π[0;a]) ≤ c‖f −M‖p(Π[0;a]).

�

Ëåìà 2.6.3 Íeêà f å èçïúêíàëà ôóíêöèÿ â Π[a;b], òîãàâà

E−(f,H1)p(Π[a;b]) ≤ c E(f,H1)p(Π[a;b]).

Äîêàçàòåëñòâî. Ñ îãëåä íà çàêë?÷åíèåòî íà ëåìàòà, áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà,

ìîæåì äà ïðåäïîëàãàìå, ÷å f(y) = lim inf
x→y

f(x) çà âñÿêà ãðàíè÷íà òî÷êà y íà Π[a;b]. Íåêà

Q(x) e àëãåáðè÷íèÿ ïîëèíîì îò ïúðâà ñòåïåí íà íàé-äîáðî Lp-ïðèáëèæåíèå çà f . Tîãàâà

ôóíêöèÿòà f −Q å èçïúêíàëà è íåêà íåéíèÿ ìèíèìóì (ñ îãëåä íà ïî-ãîðíàòà çàáåëåæêà)

ñå äîñòèãà â òî÷êà u ∈ Π[a;b]. Ïðèëàãàéêè Ëåìà 2.6.2 êúì èçïúêíàëàòà ôóíêöèÿ

g(x) = f(x)−Q(x)− (f(u)−Q(u)),

55



ïîîòäåëíî â ïàðàëåëåïèïåäèòå Π[u;αa + (1− α)b] , êúäåòî α = (α1 . . . αd) ∈ {0, 1}d èìà-

ìå, ÷å

‖g‖p(Π[u;αa+(1−α)b]) ≤ c E(g,H0)p(Π[u;αa+(1−α)b]) ≤ c‖g + (f(u)−Q(u))‖p(Π[u;αa+(1−α)b])

çà âñÿêî α ∈ {0, 1}d. (Äëúæíè ñìå äà îòáåëåæèì, ÷å àêî u å ãðàíè÷íà òî÷êà, òî íÿêîè îò

ãîðíèòå ïàðàëåëåïèïåäè ìîæå äà ñà "ïëîñêè ò.å. äà ñà ñ ìÿðêà íóëà.)

Ñåãà, ñúáèðàéêè ïîâäèãíàòèòå íà ñòåïåí p, ãîðíè íåðàâåíñòâà çà âñè÷êè "íåïëîñ-

êè"ïàðàëåëåïèïåäè è âçåìàéêè ñëåä òîâà ñòåïåí 1
p
ïîëó÷àâàìå

‖f −Q− (f(u)−Q(u))‖p(Π[a;b]) ≤ c‖f −Q‖p(Π[a;b]) = c E(f,H1)p(Π[a;b]).

Íî f(x) ≥ Q(x) + f(u)−Q(u) è Q(x) + f(u)−Q(u) ∈ H1. Tîãàâà

E−(f,H1)p(Π[a;b]) ≤ ‖f −Q− (f(u)−Q(u))‖p(Π[a;b]) ≤ c E(f,H1)p(Π[a;b]).

�

Â õîäà íà ïîëó÷àâàíå íà ðåçóëòàòà çà íàé-äîáðîòî àëãåáðè÷íî ïðèáëèæåíèå îòäîëó

çà ïðîèçâîëíà îãðàíè÷åíà îòäîëó ôóíêöèÿ ñ àôèííè ôóíêöèè íèå ñå íóæäàåì îò íÿêîè

òâúðäåíèÿ, êîèòî ñà äîñòà ïî-óñëîæíåíè îòêîëêîòî ïðè ñëó÷àÿ d = 1.

Íåêà A = A1 . . .Ad+1 å d−ðàçìåðåí ñèìïëåêñ. Àêî x ∈ A, òîãàâà x =
d+1∑
i=1

αi(x)Ai,

êúäåòî αi(x) ≥ 0 è
d+1∑
i=1

αi(x) = 1. α1(x), ..., αd+1(x) êàêòî îáè÷àéíî ùå íàðè÷àìå áàðèöåí-

òðè÷íè êîîðäèíàòè íà x ïî îòíîøåíèå íà A1, . . . ,Ad+1.

Çà n > d è i = 1 . . . n− 1 ùe ðàçãëåæäàìå ñëåäíèòå ïîäìíîæåñòâà íà A

Mn
k,i = {x ∈ A | αk(x) ≥ i

n
}. (2.6.9)

Íåêà ik(x) = [αk(x)n], ò.e. αk(x) ∈
[
ik(x)
n
, ik(x)+1

n

)
. Êàòî èçïîëçâàìå

d+1∑
k=1

αk(x) = 1 ïîëó-

÷àâàìå, ÷å

d+1∑
k=1

ik(x) ∈ [n− d, n]. (2.6.10)
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Ëåìà 2.6.4 Íåêà A = A1 . . .Ad+1 å d−ðàçìåðåí ñèìïëåêñ â Rd, p ∈ [1 , ∞) , f ∈ Lp(A)

å íåîòðèöàòåëíà â A è f(Ai) = 0 çà âñÿêî i = 1, . . . , d+ 1. Tîãàâà

‖f‖p(A) ≤ cτ−2 (f, A)p.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà n > d è i = 1, ..., n− 1 ñà öåëè ÷èñëà. Äåôèíèðàìå

Dn,i
x f(y)

def
= −if(y) + nf(x)− (n− i)f(y +

n

n− i
(x− y)). (2.6.11)

Íóæäàåì ñå îò ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî

Dn,i
x fp(Ak) ≤ (Dn,i

x f(Ak))
p
+, ako x ∈Mn

k,i. (2.6.12)

Îò (2.6.11) è f(Ak) = 0 ñëåäâà, ÷å

f(x) =
1

n
Dn,i

x f(Ak) +
i

n
f(Ak) +

n− i

n
f

(
Ak +

n

n− i
(x−Ak)

)
=

1

n
Dn,i

x f(Ak) +
i− 1

n
f(Ak) +

n− i

n
f

(
Ak +

n

n− i
(x−Ak)

)
Òîãàâà òðèâèàëíîòî íåðàâåíñòâî Dn,i

x f(Ak) ≤ (Dn,i
x f(Ak))+ è èçïúêíàëîñòòà íà xp çà

p ≥ 1 äàâàò

fp(x) ≤
(

1

n
(Dn,i

x f(Ak))+ +
i− 1

n
f(Ak) +

n− i

n
f

(
Ak +

n

n− i
(x−Ak)

))p
≤ 1

n

(
Dn,i

x f(Ak)
)p
+

+
i− 1

n
fp(Ak) +

n− i

n
fp
(
Ak +

n

n− i
(x−Ak)

)
.

Îòíîâî îò (2.6.11) è fp(Ak) = 0 ñëåäâà, ÷å

fp(x) =
1

n
Dn,i

x fp(Ak) +
i

n
fp(Ak) +

n− i

n
fp
(
Ak +

n

n− i
(x−Ak)

)
=

1

n
Dn,i

x fp(Ak) +
i− 1

n
fp(Ak) +

n− i

n
fp
(
Ak +

n

n− i
(x−Ak)

)
.

Ïîñëåäíèòå äâå íåðàâåíñòâà äîêàçâàò (2.6.12). Ñåãà âå÷å êàòî ñå âúçïîëçâàìå îò (2.6.9),

(2.6.10) è (2.6.12) ïîëó÷àâàìå
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d+1∑
k=1

n−1∑
i=1

∫
Mn

k,i

(
Dn,i

x f(Ak)
)p
+
dx (2.6.13)

≥
d+1∑
k=1

n−1∑
i=1

∫
Mn

k,i

nfp(x)− (n− i)fp
(
Ak +

n

n− i
(x−Ak)

)
dx

= n

(
d+1∑
k=1

n−1∑
i=1

∫
Mn

k,i

fp(x)dx− (d+ 1)
n−1∑
i=1

(
n− i

n

)d+1 ∫
A

fp(x)dx

)

= n

(
d+1∑
k=1

n−1∑
i=1

i

∫
Mn

k,i\M
n
k,i+1

fp(x)dx− (d+ 1)
n−1∑
i=1

(
i

n

)d+1 ∫
A

fp(x)dx

)

= n

(
d+1∑
k=1

∫
A

ik(x)fp(x)dx− (d+ 1)n
n−1∑
i=1

1

n

(
i

n

)d+1 ∫
A

fp(x)dx

)

≥ n

(
(n− d)− (d+ 1)n

∫ 1

0

td+1dt

)∫
A

fp(x)dx

= n
n− d(d+ 2)

d+ 2

∫
A

fp(x)dx.

Äà îòáåëåæèì, ÷å òóê íà òðåòèÿ ðåä èçïîëçâàìå, ÷å èçîáðàæåíèåòî

x 7→ Ak + n
n−i(x−Ak) å õîìîòåòèÿ ñ öåíòúð â Ak "ðàçòÿãàùà"ñèìïëåêñà M

n
k,i äî ãîëåìèÿ

ñèìïëåêñ A.

Íåïîñðåäñòâåíî îò (2.6.11) (ò.å. äåôèíèöèÿòà íà Dn,i
x f(y)) èìàìå, ÷å

Dn,1
x f(y) =

n−1∑
j=1

jΛ2
x−y
n−1

f

(
y + j

x− y

n− 1

)
è

Dn,i
x f(y) = iDn−i+1,1

x f(y) + (n− i)Di,1

y+n−i+1
n−i

(x−y)
f

(
y +

n

n− i
(x− y)

)
Îò òóê

Dn,i
x f(y) = i

n−i∑
s=1

sΛ2
x−y
n−i

f

(
y + s

x− y

n− i

)
+ (n− i)

n−1∑
s=n−i+1

(n− s)Λ2
x−y
n−i

f

(
y + s

x− y

n− i

)
.

Ïðèëàãàìå ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî, (2.6.12) è äåôèíèöèÿ (2.1.6) è ïîëó÷àâàìå
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{
d+1∑
k=1

n−1∑
i=1

∫
Mn

k,i

(
Dn,i

x f(Ak)
)p
+
dx

} 1
p

(2.6.14)

≤
d+1∑
k=1

n−1∑
i=1

{∫
Mn

k,i

(
Dn,i

x f(Ak)
)p
+
dx

} 1
p

≤
d+1∑
k=1

n−1∑
i=1

i n−i∑
s=1

s

{∫
Mn

k,i

(
Λ2

x−Ak
n−i

f

(
Ak + s

x−Ak

n− i

))p
+

dx

} 1
p

+(n− i)
n−1∑

s=n−i+1

(n− s)

{∫
Mn

k,i

(
Λ2

x−Ak
n−i

f

(
Ak + s

x−Ak

n− i

))p
+

dx

} 1
p


≤

d+1∑
k=1

n−1∑
i=1

i n−i∑
s=1

s

{∫
Mn

k,i

(
sup
h∈Rd

{
?̃∆2

h,Af

(
Ak + s

x−Ak

n− i

)})p

dx

} 1
p

+(n− i)
n−1∑

s=n−i+1

(n− s)

{∫
Mn

k,i

(
sup
h∈Rd

{
?̃∆2

h,Af

(
Ak + s

x

−
Akn− i

)})p

dx

} 1
p


=

d+1∑
k=1

n−1∑
i=1

i n−i∑
s=1

s

(
n− i

s

) d
p

{∫
Mn

k,n−s

(
sup
h∈Rd

{Λ2
h,Af(x)}

)p

dx

} 1
p

+(n− i)
n−1∑

s=n−i+1

(n− s)

(
n− i

s

) d
p

{∫
Mn

k,n−s

(
sup
h∈Rd

{Λ2
h,Af(x)}

)p

dx

} 1
p


≤

[
d+1∑
k=1

n−1∑
i=1

(
i
n−i∑
s=1

s

(
n− i

s

) d
p

+ (n− i)
n−1∑

s=n−i+1

(n− s)

(
n− i

s

) d
p

)]

×

{∫
A

(
sup
h∈Rd

{Λ2
h,Af(x)}

)p

dx

} 1
p

≤ cnτ
−
2 (f, A)p.

Íàêðàÿ íåðàâåíñòâà (2.6.13) è (2.6.14) ïðè n = (d+ 1)2 äîêàçâàò ëåìàòà.

�

Íåêà U ⊂ Rd å ïîëèòîï è f ∈ Lp(U) (p ∈ [1,∞) ) e îãðàíè÷åíà îòäîëó. Ïîëàãàìå

CUf(x)
def
= inf

{
d+1∑
i=1

αif(xi)

}
, (2.6.15)

êúäåòî èíôèìóìà å âçåò âúðõó âñè÷êè xi ∈ U, i = 1, ..., d+1, çà êîèòî x =
d+1∑
i=1

αixi, kúäåòî
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αi ≥ 0, i = 1, ..., d+ 1 è
d+1∑
i=1

αi = 1.

Íåïîñðåäñòâåíî îò (2.6.15) è [21] èìàìå:

(2.6.16) CUf e èçïúêíàëà â U, íåïðåêúñíàòà âúâ âñÿêî îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà

U è óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà Lipschitz âúâ âñåêè êîìïàêò, íàìèðàù ñå âúâ âúòðåø-

íîñòòà íà U ;

(2.6.17) Àêî h(x) å èçïúêíàëà è ñå ìàæîðèðà îò f â U, òî h(x) ≤ CUf(x) çà âñÿêî

x ∈ U, ò.e. CUf å íàé-ãîëÿìàòà èçïúêíàëà ìèíîðàíòà íà f â U.

Çà g : U → R ïîä eïèãðàôèêà íà g ùå ðàçáèðàìå

epi(g) = {(x, t) ∈ Rd+1 | x ∈ U, t ≥ g(x)}. Ùå êàçâàìå, ÷å x ∈ U å eêñòðåìàëíà ïî

îòíîøåíèå íà èçïúêíàëàòà ôóíêöèÿ g, ako g(x) < ∞ è g íå å àôèííà ôóíêöèÿ âúâ

âñåêè îòíîñèòåëíî îòâîðåí èíòåðâàë ñúäúðæàù x, ò.å. x å åêñòðåìàëíà ïî îòíîøåíèå íà

g, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî (x, g(x)) å åêñòðåìàëíà òî÷êà íà epi(g).

Íåêà îçíà÷èì ñ EP (g) ⊂ U ìíîæåñòâîòî îò åêñòðåìàëíèòå òî÷êè ïî îòíîøåíèå íà

èçïúêíàëàòà ôóíêöèÿ g. Òîãàâà îò (2.6.15) è (2.6.17) ñëåäâà, ÷å

(2.6.18) çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî ε è çà âñÿêî x ∈ EP (CUf) ñúùåñòâóâà y ∈ U, òàêî-

âà, ÷å ‖x− y‖ < ε è |f(y)− CUf(x)| < ε.

Ëåìà 2.6.5 Íåêà Π = Π[a;b] è f ∈ Lp(Π) ( p ∈ [1,∞)) e îãðàíè÷åíà îòäîëó. Tîãàâà

‖f − CΠf‖p(Π) ≤ τ−2 (f,Π)p.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà îçíà÷èì ñA1, ...,A2d âúðõîâåòå íà Π. Îò äåôèíèöèÿòà (2.6.15)

ñëåäâà, ÷å inf
y∈Π

{f(y)} ≤ CΠf(x) ≤ f(x) çà âñÿêî x ∈ Π è îò òóê f − CΠf ∈ Lp(Π).

Íåêà ε áúäå ïðîèçâîëíî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî. Îò àáñîë?òíàòà íåïðåêúñíàòîñò íà

èíòåãðàëà íà Ëåáåã ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíî ÷èñëî

η < 1
2
min {max{ai; bi} −min{ai; bi} | i = 1, ..., d} òàêîâà, ÷å

‖f − CΠf‖p(Π\Π(η)) ≤ ε, (2.6.19)

êúäåòî Π(η) = Π[c;h], ci
def
= min{ai; bi}+ η è hi

def
= max{ai; bi} − η çà âñÿêî i = 1, ..., d.
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Ìíîæåñòâîòî Π(η) å êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà âúòðåøíîñòòà íà Π è òîãàâà ïî

(2.6.16) èìàìå,÷å ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà L òàêàâà, ÷å

|CΠf(x)− CΠf(y)| ≤ L‖x− y‖ ∀ x, y ∈ Π(η). (2.6.20)

Íåêà çà i = 1, ..., d ïîëîæèì ni
def
=

[
ε
|hi − ci|

3L

]
+ 1 è îçíà÷èì

Z(ε)
def
=
{
j ∈ Zd | ji ∈ [0, ni], i = 1, ..., d} . Ñåãà çà âñÿêî j ∈ Z(ε) íåêà

zj
def
=

(
c1 + j1

(h1 − c1)

n1

, ..., cd + jd
(hd − cd)

nd

)
∈ Π(η).

Êàòî ñëåäñòâèå îò Òåîðåìàòà íà J.-C. Aggeri (âèæ [1]) ñå ïîëó÷àâà, ÷å çà âñÿêî

x ∈ Π(η) è âñÿêî δ > 0 ñúùåñòâóâàò òî÷êè yi(x, δ) ∈ EP (CΠf) i = 1, ..., d + 1 çà êîèòî

x =
d+1∑
i=1

αiyi(x, δ),
∑d+1

i=1 αi = 1, αi ≥ 0 è òàêèâà, ÷å CΠf(x) ≥
d+1∑
i=1

αiCΠf(yi(x, δ))− δ.

Äà îçíà÷èì ñ EP (ε)
def
=
{
yi(zj,

ε

3
) | i = 1, ..., d+ 1, j ∈ Z(ε)

}
.

Òîâà å m−òî÷êîâî ìíîæåñòâî, êúäåòî m ≤ (d+ 1)
∏d

i=1(ni + 1).

Äåôèíèðàìå

s1(x)
def
= min

{
d+1∑
i=1

αiCΠf(ai)

}
,

êúäåòî ìèíèìóìà å âçåò âúðõó âñè÷êè ai ∈ EP (ε), i = 1, ..., d + 1, çà êîèòî x =
d+1∑
i=1

αiai,

kúäåòî αi ≥ 0, i = 1, ..., d+ 1 è
d+1∑
i=1

αi = 1.

Òîâà å èíòåðïîëàöèîíåí èçïúêíàë ñïëàéí îò ïúðâà ñòåïåí çà ôóíêöèÿòà CΠf ñ

âúçëè â EP (ε).

Çà x ∈ Π(η) èìàìå, ÷å ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî îò òî÷êè
{
zj(x,i)

}d+1

i=1
òàêèâà, ÷å x =

d+1∑
i=1

αizj(x,i),

d+1∑
i=1

αi = 1, αi ≥ 0, j(x, i) ∈ Z(ε) è |zj(x,i) − x| ≤ ε

3L
çà i = 1, ..., d+ 1. Çà òåçè

òî÷êè (2.6.20) íè äàâà

|CΠf(x)− CΠf(zj(x,i))| ≤
ε

3
∀i = 1, ..., d+ 1.

Êàòî èçïîëçâàìå äåôèíèöèèòå íà s1(x), EP (ε) è òî÷êèòå
{
zj(x,i)

}d+1

i=1
è ïîñëåäíîòî
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íåðàâåíñòâî ïîëó÷àâàìå

0 ≤ s1(x)− CΠf(x) ≤
d+1∑
i=1

αi

d+1∑
k=1

αi,kCΠf
(
yk

(
zj(x,i),

ε

3

))
− CΠf(x)

≤
d+1∑
i=1

αi

(
CΠf(zj(x,i)) +

ε

3

)
− CΠf(x)

≤
d+1∑
i=1

αi

(
(CΠf(x) +

ε

3
) +

ε

3

)
− CΠf(x)

≤ ε
2

3

Ñåãà âå÷å èçïîëçâàéêè s1 îò (2.6.18) ìîæåì äà ïîëó÷èì èíòåðïîëàöèîíåí çà ôóíê-

öèÿòà f èçïúêíàë ñïëàéí îò ïúðâà ñòåïåí s(x) ñ âúçëè

{y1, . . . ,ym} ∈ Π òàêúâ, ÷å CΠf(x) ≤ s(x) ≤ CΠf(x) + ε çà x ∈ Π(η).

Ïðåäïîëàãàìå, ÷å Π(η) ⊂ ∪ki=1Di, êúäåòî Di = yi1 . . .yid+1
({yi1 , . . . ,yid+1

}

⊂ {y1, . . . ,ym}) ñà d−ðàçìåðíè ñèìïëåêñè òàêèâà, ÷å ðåñòðèêöèèòå íà s(x) âúðõó Di ñà

àôèííè ôóíêöèè.

Tîãàâà îò (2.6.19) ñëåäâà

‖f − CΠf‖pp(Π) = ‖f − CΠf‖pp(Π(η)) + ‖f − CΠf‖pp(Π\Π(η)) (2.6.21)

≤
k∑
i=1

‖f − CΠf‖pp(Di∩Π(η)) + εp.

Êàòî èçïîëçâàìå äåôèíèöèèòå íà CΠf è s, òðèâèàëíîòî ðàâåíñòâî (f − s) = (f −

s)+ − (s− f)+, Ëåìà 2.6.4 çà (f − s)+ â Di è ñâîéñòâà (2.6.1), (2.6.2) è (2.6.4) ïîëó÷àâàìå

‖f − CΠf‖p(Di∩Π(η)) ≤ ‖f − s‖p(Di∩Π(η)) + ‖s− CΠf‖p(Di∩Π(η)) (2.6.22)

≤ ‖(f − s)+‖p(Di∩Π(η)) + ‖(s− f)+‖p(Di∩Π(η)) + εµ(Di ∩ Π(η))
1
p

≤ ‖(f − s)+‖p(Di) + ‖(s− f)+‖p(Di∩Π(η)) + εµ(Di ∩ Π(η))
1
p

≤ cτ−2 ((f − s)+, Di)p + ‖s− CΠf‖p(Di∩Π(η)) + εµ(Di ∩ Π(η))
1
p

≤ cτ−2 ((f − s), Di)p + 2.εµ(Di ∩ Π(η))
1
p

≤ cτ−2 ((f − s), Di)p + 2.εµ(Di)
1
p

≤ cτ−2 (f,Di)p + 2εµ(Di)
1
p .
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Íåðàâåíñòâà (2.6.21) è (2.6.22) äàâàò

‖f − CΠf‖p(Π) ≤ c

{
k∑
i=1

(τ−2 (f,Di)p + 2εµ(Di)
1
p )p

} 1
p

+ ε

≤ c

{
k∑
i=1

τ−2 (f,Di)
p
p

} 1
p

+ 2ε(
k∑
i=1

µ(Di))
1
p + ε

≤ cτ−2 (f,Π)p + (2µ(Π) + 1)ε

≤ c(τ−2 (f,Π)p + ε).

Ñ òîâà Ëeìa 2.6.5 å äîêàçàíà.

�

Ëåìà 2.6.6 Ïðè ñúùèòå ïðåäïîëîæåíèÿ êàòî â Ëåìà 2.6.5 å èçïúëíåíî

E−(f,H1)p(Π) ∼ E(f,H1)p(Π) + τ−2 (f,Π)p.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåðàâåíñòâî CΠf ≤ f âëå÷å

E−(f,H1)p(Π) ≤ E−(CΠf,H1)p(Π) + ‖f − CΠf‖p(Π).

Ëåìà 2.6.3 ïðèëîæåíà çà CΠf äàâà

E−(CΠf,H1)p(Π) ≤ cE(CΠf,H1)p(Π).

Ñåãà êàòî êîìáèíèðàìå òåçè äâå íåðàâåíñòâà è

E(CΠf,H1)p(Π) ≤ E(f,H1)p(Π) + ‖f − CΠf‖p(Π)

áëàãîäàðåíèå íà Ëåìà 2.6.5 ïoëó÷àâàìå

E−(f,H1)p(Π) ≤ E−(CΠf,H1)p(Π) + ‖f − CΠf‖p(Π)

≤ c
(
E(CΠf,H1)p(Π) + τ−2 (f,Π)p

)
≤ c

(
E(f,H1)p(Π) + ‖f − CΠf‖p(Π) + τ−2 (f,Π)p

)
≤ c

(
E(f,H1)p(Π) + τ−2 (f,Π)p

)
,

ò.å. ïðàâîòî íåðàâåíñòâî â Ëåìà 2.6.6.

Â õîäà íà äîêàçàòåëñòâîòî íà îáðàòíîòî íåðàâåíñòâî â Ëåìà 2.6.6 ùå îöåíèì äâåòå

âåëè÷èíè îò äÿñíàòà ìó ñòðàíà ÷ðåç E−(f,H1)p(Π).
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O÷åâèäíî E(f,H1)p(Π) ≤ E−(f,H1)p(Π). Íåêà Q ∈ H1 å òàêúâ, ÷å f ≥ Q è

E−(f,H1)p(Π) = ‖f −Q‖p(Ω). Îò ñâîéñòâî (2.6.1) èìàìå

τ−2 (f,Π)p = τ−2 (f −Q,Π)p ≤ 2‖f −Q‖p(Π) = 2E−(f,H1)p(Π).

Îò òóê

E(f,H1)p(Π) + τ−2 (f,Π)p ≤ 3E−(f,H1)p(Π).

�

Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 2.1.3(II). Êàòî èçïîëçâàìå E(f,Hr−1)p(Π) ∼ ωr(f,Π)p

(âèæ[14]) è ïîñëåäíàòà ëåìà äîêàçâàìå Tåîðåìà 2.1.3(II). (Äà îòáåëåæèì, ÷å òóê ðåçóë-

òàòà çà p = ∞ å òðèâèàëåí.)

�

Äîêàçàòåëñòâî ía Teoðeìà 2.1.7. Íåïîñðåäñòâåíî îò äåôèíèöèÿòà èìàìå, ÷å âñÿêà

ïî÷òè íàâñÿêúäå ñðåäíîèçïúêíàëà ôóíêöèÿ å îãðàíè÷åíà îòäîëó. Òîãàâà Teoðeìà 2.1.7

ñëåäâà îò Ëåìà 2.3.5.

�

�2.7 Îñíîâåí ðåçóëòàò.

Äîêàçàòåëñòâî íà Teoðåìà 2.1.5.

Òóê ùå èçïîëçâàìå èäåèòå îò [7]. Kàòî ñå âúçïîëçâàìå îò Òåîðåìà 2.1.3(I) è Òåîðå-

ìà 2.1.2 ïîëó÷àâàìå õàðàêòåðèçàöèÿ íà K−(f, t, Lp,W
1
p (Ψ),W l1

p (Ψ)). Ùe äåìîíñòðèðàìå

äîêàçàòåëñòâîòî â ïî-ñëîæíèÿ ñëó÷àé- r = 2.

ÏðèëàãàìåK−
2 (f, ρt) ≤ max{1, ρl2}K−

2 (f, t) çà ρ > 0, Òåîðåìà 2.1.2, Òåîðåìà 2.1.3(II),
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Òåîðåìà 2.1.4 (ïðè r = 2, π =
1

2
B(t,x), Π = U(t,x) è R = 2 ), (2.1.8) è (2.1.9) è ïîëó÷àâàìå

K−
2 (f, t)p ∼ K−

2 (f, ρt)p (2.7.1)

∼ ‖Ψ(t, ·)−
1
pE−(f,Hr−1)p(U(t,·))‖p(Ω)

∼ ‖Ψ(t, ·)−
1
p{ω2(f, U(ρt, ·))p + τ−2 (f, U(ρt, ·))p}‖p(Ω)

∼ ‖Ψ(t, ·)−
1
p{τ2(f,

1

2
B(ρt, ·))p,p(U(ρt,·)) + τ−2 (f, U(ρt, ·))p}‖p(Ω)

∼

∥∥∥∥∥∥Ψ(t, ·)−
1
p

{∫
U(ρt,·)

Ψ(ρt, ·)−1

∫
1
2
B(ρt,·)

|∆2
v,U(ρt,·)f(y)|pdvdy

} 1
p

∥∥∥∥∥∥
p(Ω)

+

∥∥∥∥∥∥Ψ(t, ·)−
1
p

{∫
U(ρt,·)

[
sup
h∈Rd

{Λ2
h,U(ρt,·)f(y)}

]p
dy

} 1
p

∥∥∥∥∥∥
p(Ω)

.

Îò (2.2.4) ïðè d = 1 è äåôèíèöèèòå íà Ψ(t,x) è U(t,x) ( âèæ ñúùî òàêà [8],

Ëåìà 3 ) ïîëó÷àâàìå

Ψ(
1

6
t,x) ≤ Ψ(t,y) ∀ y ∈ U(

1

6
t,x) ∧ ∀ x ∈ Ω ; (2.7.2)

Ψ(t,y) ≤ Ψ(4t,x) ∀ y ∈ U(t,x) ∧ ∀ x ∈ Ω. (2.7.3)

Tîãàâà îò (2.2.3), (2.2.4), (2.7.2) è Ëåìà 2.2.1 ïîëó÷àâàìå

∥∥∥∥∥∥Ψ(t, ·)−
1
p

{∫
U( 1

6
t,·)

Ψ(
1

6
t, ·)−1

∫
1
2
B( 1

6
t,·)
|∆2

v,U( 1
6
t,·)f(y)|pdvdy

} 1
p

∥∥∥∥∥∥
p(Ω)

≤ c

∥∥∥∥∥∥Ψ(t, ·)−
1
p

{∫
U( 1

6
t,·)

Ψ(t,y)−1

∫
1
2
B(t,y)

|∆2
v,U(t,y)f(y)|pdvdy

} 1
p

∥∥∥∥∥∥
p(Ω)

∼

∥∥∥∥∥∥Ψ(
1

6
t, ·)−

1
p

{∫
U( 1

6
t,·)

Ψ(t,y)−1

∫
1
2
B(t,y)

|∆2
v,U(t,y)f(y)|pdvdy

} 1
p

∥∥∥∥∥∥
p(Ω)

∼ τ2(f,Ψ(t))p,p(Ω).

Ïðè ñúùèòå àðãóìåíòè èìàìå∥∥∥∥∥∥Ψ(t, ·)−
1
p

{∫
U( 1

6
t,·)

sup
h∈Rd

{Λ2
h,U( 1

6
t,·)f(y)}pdy

} 1
p

∥∥∥∥∥∥
p(Ω)

≤ cτ−2 (f,Ψ(t))p(Ω).

Tîãàâà îò (2.7.1) çà ρ = 1
6
ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî

K−(f, t, Lp,W
2
p (Ψ),W l2

p (Ψ)) ≤ c{τ−2 (f,Ψ(t))p(Ω) + τ2(f,Ψ(t))p,p(Ω)}.

65



Äîêàçàòåëñòâîòî íà îáðàòíîòî íåðàâåíñòâî å ñúùîòî.

Êàòî ïðèëîæèì Ëåìà 2.5.2, (2.7.3) è (2.2.4) èìàìå, ÷å

τ2(f,Ψ(t))p,p(Ω)

∼

∥∥∥∥∥∥Ψ(
1

2
t, ·)−

1
p

{∫
U( 1

2
t,·)

Ψ(t,y)−1

∫
1
2
B(t,y)

|∆2
v,U(t,y)f(y)|pdvdy

} 1
p

∥∥∥∥∥∥
p(Ω)

≤ c

∥∥∥∥∥∥Ψ(t, ·)−
1
p

{∫
U( 1

6
t,·)

Ψ(t,y)−1

∫
1
2
B(t,y)

|∆2
v,U(t,y)f(y)|pdvdy

} 1
p

∥∥∥∥∥∥
p(Ω)

≤ c

∥∥∥∥∥∥Ψ(t, ·)−
1
p

{∫
U(4t,·)

Ψ(4t, ·)−1

∫
1
2
B(4t,·)

|∆2
v,U(4t,·)f(y)|pdvdy

} 1
p

∥∥∥∥∥∥
p(Ω)

.

Ïî ñúùèÿ íà÷èí èìàìå, ÷å

τ−2 (f,Ψ(t))p(Ω) ≤ c

∥∥∥∥∥∥Ψ(t, ·)−
1
p

{∫
U(4t,·)

sup
h∈Rd

{Λ2
h,U(4t,·)f(y)}pdy

} 1
p

∥∥∥∥∥∥
p(Ω)

.

Tîãàâà îò (2.7.1) çà ρ = 4 ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî

τ−2 (f,Ψ(t))p(Ω) + τ2(f,Ψ(t))p,p(Ω) ≤ cK−(f, t, Lp,W
2
p (Ψ),W l2

p (Ψ)).

È òóê äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà äàäîõìå çà p < ∞, çàùîòî òâúðäåíèåòî çà

p = ∞ e î÷åâèäíî. �

Äîêàçàòåëñòâî ía Teoðeìà 2.1.6. Ïðèëàãàéêè Òåîðåìà 2.1.5 çàåäíî ñ Òåîðåìà 2.1.1

è Òåîðåìà 2.4.1(r) ïîëó÷àâàìå äèðåêòíî Òåîðåìà 2.1.6.

�
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Ãëàâà 3. Oöåíêà íà ãðåøêàòà íà íàé-äîáðèòå ìîíîòîííè ïðèáëè-

æåíèÿ ñúñ ñïëàéíè ñ ïîìîùòà íà óñðåäíåíè ìîäóëè íà ãëàäêîñò.

Â òàçè ÷àñò ùå ïîëó÷èì îöåíêà îò òèï íà Äæåêñúí çà íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíèå íà

ìîíîòîííî íåíàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ f ñ ìîíîòîííî íåíàìàëÿâàùè ñïëàéíè ñ ðàâíîîòäàëå-

÷åíè âúçëè â Lp[0, 1]-íîðìà (1 ≤ p ≤ ∞). Îöåíêàòà å íàïðàâåíà ÷ðåç óñðåäíåíè ìîäóëè îò

âèñîê ðåä è å ñèëà çà ôóíêöèè êîèòî ñà ïðèìèòèâíè íà îãðàíè÷åíè è èçìåðèìè ôóíêöèè.

Ðåçóëòàòúò îáîáùàâà è îáåäèíÿâà ðåçóëòàòèòå íà D. Leviatan è H. N. Mhaskar îò [15].

�3.1 Ïîñòàíîâêà íà çàäà÷àòà.

Íåêà çà 1 ≤ p <∞ ñ Lp[0, 1] îçíà÷àâàìå ïðîñòðàíñòâîòî îò èçìåðèìè ôóíêöèè, ÷èÿòî p-òà

ñòåïåí å èíòåãðóåìà. Ñ L∞[0, 1] ùå îçíà÷àâàìå ïðîñòðàíñòâîòî îò èçìåðèìè è îãðàíè÷åíè

ôóíêöèè. Ïî äàäåíà ôóíêöèÿ f ∈ Lp[0, 1] äåôèíèðàìå íåéíèÿ r-òè Lp-ìîäóë íà ãëàäêîñò

òàêà

ωr(f, h)p[0,1]
def
= sup

0≤t≤h

{
‖∆r

t,[0,1]f(·)‖p[0,1]
}
,

êúäåòî

∆r
t,[0,1]f(x)

def
=

{ ∑r
i=0(−1)r−i

(
r
i

)
f(x+ it) x, x+ rt ∈ [0, 1];

0 x ∨ x+ rt 6∈ [0, 1].

Ñúñ S(r, n)(r ≥ 1) ùå îçíà÷àâàìå ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè ñïëàéíè îò ðåä r ñ n+1

ðàâíîîòäàëå÷åíè âúçëè
{
i
n

}n
i=0

, ò.e. s ∈ S(r, n), àêî s å ïîëèíîì îò ñòåïåí ≤ r − 1 âúâ

âñåêè èíòåðâàë
[
i
n
, i+1
n

]
è s(r−2) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà [0, 1]. Ïðè r = 1 s å

ñòúïàëîâèäíà ôóíêöèÿ, êîÿòî ìîæå è äà íå å íåïðåêúñíàòà âúâ âúçëèòå.

Çà ìîíîòîííî íåíàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ f ∈ Lp[0, 1] ùå èçïîëçâàìå ñëåäíîòî îçíà-

÷åíèå çà ãðåøêàòà íà íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíèå ñ ìîíîòîííî íåíàìàëÿâàùè ñïëàéíè ñ

ðàâíîîòäàëå÷åíè âúçëè â Lp[0, 1]-íîðìà (1 ≤ p ≤ ∞):

E↑
n(f, r)p[0,1]

def
= inf

s∈S(r,n) , s ↑

{
‖f − s‖p[0,1]

}
.

Ñèìâîëà ↑ èçïîëçâàìå â ñìèñúë �íåíàìàëÿâà�.

Â [15] D. Leviatan è H. N. Mhaskar äîêàçâàò ñëåäíèòå òåîðåìè.
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Òåîðåìà 3.1.1 Íåêà f ïðèòåæàâà íåïðåêúñíàòà íåîòðèöàòåëíà ïðîèçâîäíà f ′ â [0,1].

Òîãàâà ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà c(r), çàâèñåùà ñàìî îò r ≥ 2 òàêàâà, ÷å

E↑
n(f, r)∞[0,1] ≤ c(r)n−1ωr−1(f

′, n−1)∞[0,1].

Teoðåìà 3.1.2 Íåêà 1 ≤ p < ∞ è f å íåíàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ, êîÿòî å âòîðà ïðèìè-

òèâíà íà ôóíêöèÿ f ′′ ∈ Lp[0, 1]. Òîãàâà ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà c(r), çàâèñåùà ñàìî îò

r ≥ 3 òàêàâà, ÷å

E↑
n(f, r)p[0,1] ≤ c(r)n−2ωr−2(f

′′, n−1)p[0,1].

Íåêà ôóíêöèÿòà f, äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà [0,1], å îãðàíè÷åíà. Äåôèíèðàìå ëîêà-

ëåí ìîäóë íà ãëàäêîñò îò ðåä r â òî÷êà x ∈ [0, 1] ñëåäíàòà ôóíêöèÿ (âèæ Äåôèíèöèÿ 1.4

îò [22])

ωr(f, x; δ)
def
= sup

t,t+rh∈[x− rδ
2
,x+ rδ

2 ]

{
|∆r

h,[0,1]f(t)|
}

Íåêà ñåãà 1 ≤ p ≤ ∞. Äåôèíèðàìå r-òè óñðåäíåí ìîäóë íà ãëàäêîñò íà Ñåíäîâ-Ïîïîâ çà

îãðàíè÷åíà è èçìåðèìà â èíòåðâàëà [0, 1] ôóíêöèÿ f ïî ñëåäíèÿ íà÷èí (âèæ Äåôèíèöèÿ

îò 1.5 oò [22])

τr(f, δ)p[0,1]
def
= ‖ωr(f, ·; δ)‖p[0,1].

Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå ñâîéñòâà íà óñðåäíåíèÿ ìîäóë τr (âèæ Òåîðåìà 1.5 è Ñâîéñ-

òâî 5 îò [22]): Íåêà 1 ≤ p ≤ ∞ è ôóíêöèÿòà f å ïðèìèòèâíà íà f ′ ∈ Lp[0, 1]. Tîãàâà

ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà c(r), çàâèñåùà ñàìî îò r ≥ 2 òàêàâà, ÷å

τr(f, δ)p[0,1] ≤ c(r)δωr−1(f
′, δ)p[0,1]. (3.1.1)

Íåêà ôóíêöèÿòà f e èçìåðèìà è îãðàíè÷åíà â èíòåðâàëà [0, 1] è k å åñòåñòâåíî ÷èñëî.

Òîãàâà

τr(f, kδ)p[0,1] ≤ kr+1τr(f, δ)p[0,1]. (3.1.2)

Ãëàâíèÿò ðåçóëòàò â òàçè ÷àñò å ñëåäíàòà ïî-ñèëíà îöåíêà íà ãðåøêàòà íà íàé-

äîáðîòî ìîíîòîííî ïðèáëèæåíèå ñúñ ñïëàéíè, êîÿòî îáîáùàâà è îáåäèíÿâà ðåçóëòàòèòå

íà Òåîðåìà 3.1.1 è Òåîðåìà 3.1.2.
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Teoðåìà 3.1.3 Íåêà 1 ≤ p ≤ ∞. Àêî íåíàìàëÿâàùàòà ôóíêöèÿ f å ïðèìèòèâíàòà íà

èçìåðèìà è îãðàíè÷åíà â èíòåðâàëà [0, 1] ôóíêöèÿ f ′, òî òîãàâà ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà

c(r), çàâèñåùà ñàìî îò r ≥ 2 òàêàâà, ÷å

E↑
n(f, r)p[0,1] ≤ c(r)n−1τr−1(f

′, n−1)p[0,1].

Çàáåëåæêà 3.1.1 Ïðè p = ∞ Teoðåìà 3.1.3 ñúâïàäà ñ Teoðåìà 3.1.1 çàùîòî óñðåäíåíèÿ

ìîäóë τr(f, δ)∞[0,1] ñúâïàäà ñ ωr(f, δ)∞[0,1].

Çàáåëåæêà 3.1.2 Îò (3.1.1) å âèäíî, ÷å Òåîðåìà 3.1.2 ñëåäâà îò Teoðeìà 3.1.3.

�3.2 Ïîìîùíè ðåçóëòàòè.

Çà äà äîêàæåì òâúðäåíèåòî íà Òåîðåìà 3.1.3 íèå ùå èçïîëçâàìå íàãîòîâî íÿêîè

ïîìîùíè ðåçóëòàòè îò [15].

Ëåìà 3.2.1 Íåêà íåíàìàëÿâàùàòà ôóíêöèÿ f å ïðèìèòèâíàòà íà èçìåðèìà è îãðàíè-

÷åíà â èíòåðâàëà [−1, 1] ôóíêöèÿ f ′. Òîãàâà ñúùåñòâóâà íåíàìàëÿâàù â [−1, 1] ïîëèíîì

P îò ñòåïåí ≤ r (r ≥ 1), èíòåðïîëèðàù f â òî÷êèòå 0 è 1 òàêúâ, ÷å

‖f − P‖∞[−1,1] ≤ c(r) ωr(f, 1)∞[−1,1].

Çàáåëåæêà 3.2.1 Òîâà å Ëåìà 3.2(i) îò [15], êîÿòî òàì å äîêàçàíà çà ôóíêöèÿ ñ íåïðå-

êúñíàòà ïðîèçâîäíà. Â äîêàçàòåëñòâîòî ñå èçïîëçâà òåîðåìàòà íà H. Whitney ïðèëîæåíà

çà ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà (òÿ î÷åâèäíî å ïðèëîæèìà, íå ñàìî çà íåïðåêúñíàòà íî è

çà èçìåðèìà è îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ) è ñëåä òîâà ñå èçïîëçâà ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ïðèá-

ëèæåíèå íà ïðîèçâîäíàòà è èíôîðìàöèÿ ñàìî çà ôóíêöèÿòà, à íå çà íåéíàòà ïðîèçâîäíà,

çà äà ñå êîíñòðóèðà íóæíèÿ ïîëèíîì P .

Ëåìà 3.2.2 Íåêà íåíàìàëÿâàùàòà ôóíêöèÿ f å ïðèìèòèâíàòà íà èçìåðèìà è îãðàíè-

÷åíà â èíòåðâàëà [−1, 1] ôóíêöèÿ f ′. Ça r ≥ 1 ñúùåñòâóâà íåíàìàëÿâàùà íåïðåêúñíàòà

â [−1, 1] ôóíêöèÿ g òàêàâà, ÷å g èíòåðïîëèðà f â òî÷êèòå -1, 0 è 1 è ïðèòåæàâà

ñëåäíèòå ñâîéñòâà:
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(1) Ðåñòðèêöèèòå íà g â [−1, 0] è [0, 1] ñà ïîëèíîìè îò ñòåïåí ≤ r;

(2) ‖f − g‖∞[−1,1] ≤ c(r) ωr(f
′, 1)∞[−1,1];

(3)
∑r

k=1 |g(k)(0+)− g(k)(0−)| ≤ c(r) ωr(f
′, 1)∞[−1,1].

Toâa e Teoðeìa 3.1(i) oò [15] ñ íàïðàâåíèòå ñ îãëåä íà ïðåäõîäíàòà ëåìà è çàáåëåæêàòà

ñëåä íåÿ ïðîìåíè. Äà îòáåëåæèì, ÷å â Teoðeìa 3.1(i) oò [15] ñå èçïîëçâà ðåçóëòàòà íà

Ëåìà 3.2(i) îò [15].

Ëåìà 3.2.3 Íåêà íåíàìàëÿâàùàòà ôóíêöèÿ f å ïðèìèòèâíàòà íà èçìåðèìà è îãðàíè-

÷åíà â èíòåðâàëà [−2, 2] ôóíêöèÿ f ′ è íåêà g1 è g1 ñà íà÷àñòè ïîëèíîìèàëíèòå ôóíêöèè

ãàðàíòèðàíè îò Ëåìà 3.2.2 ñúîòâåòíî çà èíòåðâàëèòå I = [−2, 0] è I = [0, 2]. Òîãàâà

r∑
k=1

|g(k)
2 (0+)− g

(k)
1 (0−)| ≤ c(r) ωr(f

′, 1)∞[−2,2].

Toâa e Teoðeìa 3.2(i) oò [15] ñ îãëåä íà íàïðàâåíèòå â ïðåäõîäíàòà ëåìà ïðîìåíè. Äà

îòáåëåæèì, ÷å â Teoðeìa 3.2(i) oò [15] ñå èçïîëçâà ðåçóëòàòà íà Teoðeìà 3.1(i) îò [15].

Ñëåäâàùàòà Ëeìa å ïîäîáíà íà Ëåìà 3.2.2 è äîêàçàòåëñòâîòî íå ñå îòëè÷àâà îò òîâà

íà Ëåìà 3.2.2.

Ëåìà 3.2.4 Íåêà íåíàìàëÿâàùàòà ôóíêöèÿ f å ïðèìèòèâíàòà íà èçìåðèìà è îãðàíè-

÷åíà â èíòåðâàëà [−m, l] (m è l ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà ) ôóíêöèÿ f ′. Çà r ≥ 1 ñúùåñòâóâà

íåíàìàëÿâàùà íåïðåêúñíàòà â [−m, l] ôóíêöèÿ g òàêàâà, ÷å g èíòåðïîëèðà f â òî÷êèòå

−m, 0 è l êàòî ïðèòåæàâà ñâîéñòâàòà:

(1) Ðåñòðèêöèèòå íà g â [−m, 0] è [0, l] ñà ïîëèíîìè îò ñòåïåí ≤ r;

(2) ‖f − g‖∞[−m,l] ≤ c(r) ωr(f
′, 1)∞[−max{m,l},max{m,l}];

. . . (3)
∑r

k=1 |g(k)(0+)− g(k)(0−)| ≤ c(r) ωr(f
′, 1)∞[−min{m,l},−min{m,l}].

Ùe èçïîëçâàìå ñúùî ñëåäíàòà ôóíäàìåíòàëíà Ëåìà íà Chui, Smith è Ward (âèæ

[3]).

Ëåìà CSW. Íåêà r ≥ 2, d = 4r2 è íåêà g å íåíàìàëÿâàùà íåïðåêúñíàòà â [−3d, 3d]

ôóíêöèÿ, ðåñòðèêöèèòå íà êîÿòî â èíòåðâàëèòå [−3d, 0] è [0, 3d] ñà ïîëèíîìè îò ñòåïåí
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≤ r−1. Òîãàâà ñúùåñòâóâà íåíàìàëÿâàù ñïëàéí s îò ðåä r ñ âúçëè â öåëèòå ÷èñëà òàêúâ,

÷å s(x) = g(x) çà âñÿêî x ∈ [−3d,−d] ∪ [d, 3d] è

‖s− g‖p[−3d,3d] = ‖s− g‖p[−d,d] ≤ c(r)
r−1∑
k=1

|g(k)(0+)− g(k)(0−)|.

�3.3 Îñíîâåí ðåçóëòàò.

Äîêàçàòåëñòâî íà Teoðeìà 3.1.3. Î÷åâèäíî, äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì Teoðåìàòà

çà n > 12d, êúäåòî d = 4r2. Íåêà F (t) = f
(
t
n

)
, t ∈ [0, n], è íåêà m = 2

[
n
6d

]
( [.] îçíà÷àâà

öÿëà ÷àñò ). Ùå èçïîëçâàìå è îçíà÷åíèÿòà I1 = [0, 3d], I2 = [3d, 6d], ..., Im−1 = [3(m −

2)d, 3(m − 1)d] è Im = [3(m − 1)d, n]. Ñúãëàñíî Ëåìà 3.2.2 çà âñÿêà äâîéêà èíòåðâàëè

I2j−1∪I2j, j = 1, 2, ..., m
2
−1, ñúùåñòâóâà ìîíîòîííî íåíàìàëÿâàùà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ

Gj èíòåðïîëèðàùà F âúâ âúçëèòå 6(j − 1)d, (6j − 3)d è 6jd, òàêàâà, ÷å Gj å ïîëèíîì îò

ñòåïåí ≤ r − 1 ïîîòäåëíî â èíòåðâàëèòå I2j−1 è I2j. Ñúùî òàêà

‖F −Gj‖∞(I2j−1∪I2j) ≤ c(r) ωr−1(F
′, 1)∞(I2j−1∪I2j).

è
r−1∑
k=1

∣∣∣G(k)
j ((6j − 3)d+)−G

(k)
j ((6j − 3)d−)

∣∣∣ ≤ c(r) ωr−1(F
′, 1)∞(I2j−1∪I2j).

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å êîíñòàíòèòå â ãîðíèòå íåðàâåíñòâà íå çàâèñÿò îò èíòåðâàëèòå,

çàùîòî äúëæèíàòà íà ïîñëåäíèòå å ïî-ãîëÿìà îò 1. Òðÿáâà äà îòáåëåæèì ñúùî òàêà,

÷å äúëæèíàòà íà ïîñëåäíèÿ èíòåðâàë Im ìîæå äà áúäå > 3d. Tîâà å è ïðè÷èíàòà çà

èçïîëçâàíåòî íà Ëåìà 3.2.4. Èìåííî ïî íåÿ çà ïîñëåäíàòà äâîéêà èíòåðâàëè Im−1 ∪ Im,

ñúùåñòâóâà ìîíîòîííî íåíàìàëÿâàùà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ Gm
2
, èíòåðïîëèðàùà F âúâ

âúçëèòå 3(m− 2)d, 3(m− 1)d è n òàêàâà, ÷å Gm
2
å ïîëèíîì îò ñòåïåí ≤ r − 1 â Im−1 è â

Im. Êàòî è òóê ïî ñúùèÿ íà÷èí

‖F −Gm
2
‖∞(Im−1∪Im) ≤ c(r) ωr−1(F

′, 1)∞(Im−2∪Im−1∪Im). (3.3.1)

è

r−1∑
k=1

∣∣∣G(k)
m
2

(3(m− 1)d+)−G
(k)
m
2

(3(m− 1)d−)
∣∣∣ ≤ c(r) ωr−1(F

′, 1)∞(Im−1∪Im). (3.3.2)
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Òóê â äåñíèòå ñòðàíè íà (3.3.1) è (3.3.2) èçïîëçâàìå, ÷å 3d ≤ n − 3(m − 1)d ≤ 6d è, ÷å

èíòåðâàëà Im−2 ñúùåñòâóâà ïîðàäè òîâà, ÷å ðàçãëåæäàìå m ≥ 2 (n > 12d).

Ñåãà âå÷å èçïîëçâàéêè Ëåìà 3.2.3 íèå ìîæåì äà äåôèíèðàìå ìîíîòîííî íåíàìàëÿ-

âàùà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ G = Gj â èíòåðâàëà I2j−1 ∪ I2j, j = 1, 2, ..., òàêàâà, ÷å

‖F −G‖∞(I2j−1∪I2j) ≤ c(r) ωr−1(F
′, 1)∞(I2j−1∪I2j), j < m

2
;

‖F −G‖∞(Im−1∪Im) ≤ c(r) ωr−1(F
′, 1)∞(Im−2∪Im−1∪Im), j = m

2
.

(3.3.3)

è çà i = 1, 2, ...,m− 1

r−1∑
k=1

|G(k)(3id+)−G(k)(3id−)| ≤ c(r) ωr−1(F
′, 1)∞(Ii∪Ii+1). (3.3.4)

ËåìàCSW ïðèëîæåíà çà âñÿêà äâîéêà èíòåðâàëè Ii ∪ Ii+1 íè äàâà ñïëàéí Si äåôè-

íèðàí â Ii ∪ Ii+1 òàêúâ, ÷å Si = G âúí îò èíòåðâàëà [(3i− 1)d, (3i+ 1)d] è ïî (3.3.4)

‖Si −G‖∞[(3i−1)d,(3i+1)d] ≤ c(r) ωr−1(F
′, 1)∞(Ii∪Ii+1). (3.3.5)

Äåôèíèðàìå ñïëàéíà

S(t)
def
=

{
Si(t) if t ∈ [(3i− 1)d, (3i+ 1)d] , i = 1, 2, ...,m− 1;
G(t) if t 6∈ [(3i− 1)d, (3i+ 1)d] , i = 1, 2, ...,m− 1.

Íåêà ñåãà s(t) = S(nt), 0 ≤ t ≤ 1. Tîãàâà s ∈ S(r, n), s å ìîíîòîííî íåíàìàëÿâàù è êàòî
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èçïîëçâàìå (3.3.3), (3.3.5) è (3.1.2) ïîëó÷àâàìå

‖f − s‖pp[0,1] =
1

n
‖F − S‖pp[0,n]

≤ 2p

n

(
‖F −G‖pp[0,n] + ‖G− S‖pp[0,n]

)
≤ 2p

n

m
2
−1∑

j=1

‖F −G‖pp(I2j−1∪I2j)
+ ‖F −G‖pp(Im−1∪Im) +

m−1∑
i=1

‖G− S‖pp(Ii∪Ii+1)


≤ 2p

n
c(r)

m
2
−1∑

j=1

∫
I2j−1∪I2j

ωpr−1(F
′, 1)∞(I2j−1∪I2j)dt

+

∫
Im−1∪Im

ωpr−1(F
′, 1)∞(Im−2∪Im−1∪Im)dt+

m−1∑
i=1

∫
Ii∪Ii+1

ωpr−1(F
′, 1)∞(Ii∪Ii+1)dt

)

≤ 2p

n
c(r)

m
2
−1∑

j=1

∫
I2j−1∪I2j

ωpr−1(F
′, t; c(r))dt+

∫
Im−1∪Im

ωpr−1(F
′, t; c(r))dt

+
m−1∑
i=1

∫
Ii∪Ii+1

ωpr−1(F
′, t; c(r))dt

)
≤ 2p

n
c(r)τ pr−1(F

′, c(r))p[0,n]

= c(r)
(
n−1τr−1(f

′, c(r)n−1)p[0,1]
)p

≤ c(r)
(
c(r)n−1τr−1(f

′, n−1)p[0,1]
)p
.

Ñëåäîâàòåëíî

‖f − s‖p[0,1] ≤ c(r)n−1τr−1(f
′, n−1)p[0,1].

Ñ òîâà Òåîðåìà 3.1.3 å äîêàçàíà. �
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